
МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ
Український державний морський технічний університет

імені адмірала Макарова

МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ

для виконання контрольних завдань з теми
"Елементи векторної та лінійної алгебри"

Рекомендовано Методичною радою УДМТУ

як методичні вказівки

Миколаїв 2002



УДК 658.5.044.18

Зоріна І.А., Літвінова М.Б. Методичні вказівки для виконання
контрольних завдань з теми "Елементи векторної та лінійної алгеб-
ри". – Миколаїв: УДМТУ. – 2002. – 28 с.

Кафедра вищої математики

Методичні вказівки можуть бути використані студентами вечірньо-
заочної форми навчання для виконання контрольних робіт з теми "Еле-
менти векторної та лінійної алгебри," а також студентами денної форми
навчання для індивідуальної роботи та контролю якості знань.

Рецензент д-р фіз.-мат. наук, професор В.К. Баженов

© Український державний
морський технічний
університет, 2002

© Видавництво УДМТУ, 2002



3

РОЗДІЛ 1. ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ ТА ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ

У цьому розділі подаються поняття визначника, різні способи
його обчислення, методи розв'язання систем лінійних рівнянь. Крім
того, розділ містить важливі відомості з векторної алгебри.

Визначники, їх обчислення.
Системи лінійних рівнянь з трьома невідомими.
Правило Крамера

Нехай маємо числа a
11

, a
12

, a
21

, a
22

. Таблиця, яка має вигляд










2221

1211

aa

aa
,                                           (1)

зветься матрицею другого порядку, числа a
11

, a
12

, a
21

, a
22

 її елемента-
ми, причому перший індекс у записі числа вказує на номер рядка, в
якому стоїть цей елемент, а другий на номер стовпця.

Число ∆ = a
11

a
22

 – a
12

a
21

 називається визначником матриці (1) або
визначником другого порядку і позначається:

2221

1211

aa

aa
=∆ .

Цілком аналогічно, розглядаючи таблицю вигляду

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

,
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де ( )3,2,1;3,2,1 == jia ij
 – деякі числа, маємо матрицю третього по-

рядку, визначник якої позначається:

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

=∆ .                                     (2)

У цьому випадку число ∆ знаходять за формулою

332112322311312213322113312312332211
aaaaaaaaaaaaaaaaaa −−−++=∆ . (3)

Визначник третього порядку можна виразити через визначники
другого порядку:

3231

2212

13

3331

2321

12

3332

2322

11

333231

232221

131211

aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
a

aaa

aaa

aaa

+−= .    (4)

Основні властивості визначника

1. Величина визначника не зміниться, якщо рядки та стовпці його
поміняти місцями, тобто

332313

322212

312111

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

= .

2. Якщо у визначнику поміняти місцями лише два рядки або два
стовпці, то знак визначника змінюється на протилежний.

3. Якщо всі елементи деякого рядка (стовпця) помножити на те
саме число, то значення визначника також помножиться на те саме
число. Звідси зрозуміло, що спільний множник всіх елементів рядка
(стовпця) можна виносити за знак визначника.

4. Якщо визначник містить два пропорційних рядки (стовпці),
то значення його дорівнює нулю. Отже, якщо елементи деякого рядка
(стовпця) дорівнюють нулю, то і сам визначник дорівнює нулю.
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5. Величина визначника не змінюється, якщо до елементів одно-
го рядка (стовпця) додати елементи другого рядка (стовпця), помно-
жені на те саме число.

Нехай задано систему трьох лінійних рівнянь з трьома невідо-
мими:









=++

=++

=++

,

;

;

3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

                                 (5)

де a
11

,…,a
33

 – коефіцієнти при невідомих; b
1
, b

2
, b

3
 – вільні члени.

Назвемо визначником системи (5) число ∆, яке має вигляд (2) і об-
числюється за правилом (3) або (4). Тоді, знайшовши визначники:

33323

23222

13121

aab

aab

aab

x =∆ ; 

33331

23221

13111

aba

aba

aba

y =∆ ; 

33231

22221

11211

baa

baa

baa

z =∆ ,

розв'язок системи (5) запишемо у вигляді

∆

∆
= x

x ;  
∆

∆
=

y
y ;  

∆

∆
= zz .                             (6)

Система (5) має єдиний розв'язок тоді і тільки тоді, коли визнач-
ник ∆ системи відмінний від нуля. Тоді в цьому разі формули (6)
називають формулами Крамера. Якщо ∆ = 0, а ∆

x
, ∆

y
, ∆

z
 відмінні від

нуля, то (5) розв'язку не має. Якщо ∆ = ∆
x
 = ∆

y
 = ∆

z
 = 0, то (5) має

безліч розв'язків.

Приклади
1. Обчислити визначники:

а) 
54

82 −
;   б) 

638

020

374

−−

−

.

а) 423210)8(452
54

82
=+=−⋅−⋅=

−
=∆ .
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б) −−⋅⋅−⋅−⋅+−⋅⋅+⋅⋅−=

−−

−

=∆ )8(233)3(0)8(0762)4(

638

020

374

04848670)4(0)3( =+−=⋅⋅−−⋅⋅−−

або

0
68

34
2

638

374

020

638

020

374

=
−

−
−=

−−

−−=

−−

−

.

2. Розв'язати систему лінійних рівнянь:

а) 




=+

=+

;923

;732

yx

yx
   б) 









=++

−=+−

=++

.7223

;22

;932

zyx

zyx

zyx

Маємо : а)

53322
23

32
−=⋅−⋅==∆ ;  132714

29

37
−=−==∆ x

;

132118
93

72
−=−==∆ y .

Отже, 
5

13
=x ; 

5

3=y .

б)

13

223

121

312

=−=∆ ;  13

227

122

319

−=−−=∆ x
;  26

273

121

392

=−=∆ y
;

39

723

221

912

=−−=∆ z
.

Отже, 1−=x ; 2=y ; 3=z .
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Матричний метод розв'язування систем лінійних рівнянь з трьома
невідомими

Якщо маємо систему лінійних рівнянь з трьома невідомими:









=++

=++

=++

,

,

,

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

                                (7)

то її можна записати у вигляді АХ = В (матрична форма запису), де
А, Х і В – матриці:

















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A ;  
















=

3

2

1

x

x

x

X ;  
















=

3

2

1

b

b

b

B .

При множенні матриць елементи кожного рядка першої матриці
попарно перемножуємо з елементами кожного стовпчика другої
матриці. Отже, в нашому випадку система лінійних рівнянь (7) може
мати більш короткий, матричний, запис: АХ = В.

Але, з огляду на правила дій з матрицями, ми можемо, якщо
тільки 0det ≠= AA , знайти до матриці А обернену матрицю А–1.
Тоді рівняння (матричне) АХ = В зміниться на рівняння (також мат-
ричне) A–1АХ = A–1В, тобто Х = A–1В. Але ж це буде розв'язком сис-
теми. Отже, для того, щоб розв'язати систему рівнянь (7), треба лише
вміти знаходити матрицю, обернену до матриці А.

Існує простий алгоритм знаходження оберненої матриці:
1. Обчислимо визначник матриці А, він дорівнює 0det ≠= AA .
2. Обчислимо всі алгебраїчні доповнення відповідних елементів

матриці А.
Згадаємо, що алгебраїчним доповненням елемента a

ij
 називається

число ji
ijA +−= )1( ijMdet , де 

ijM  – матриця, яка знайдена з матриці
А викресленням і-го рядка і j-го стовпчика.

3. Побудуємо матрицю vA , яка називається приєднаною до мат-
риці А. Всі елементи vA  – це алгебраїчні доповнення відповідних
елементів матриці А.

4. Розділимо кожен елемент матриці Av на detA.
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5. Транспонуємо матрицю 
vA

A
⋅

det

1
 (тобто поміняємо місцями

рядки і стовпчики). Оце й буде обернена матриця A–1, тобто

T

vA
A

A 





 ⋅=−

det

11 .

Приклад
Знайти A–1, якщо

















−

−

=

524

203

121

A .

1. =
−

⋅⋅−++
−

−
⋅⋅−==

24

21
2)1(0

52

12
3)1(det AA

042024)82(2)210(3 ≠−=+−=−−⋅−−⋅−= .

2. ,4
52

20
)1( 11

1
=

−
⋅−= +A  ,7

54

23
)1( 21

12
−=⋅−= +A

,8
52

12
)1( 12

21
−=

−

−
⋅−= +A      ,10

24

21
)1( 32

23
=

−
⋅−= +A

,4
20

12
)1( 13

31
=

−
⋅−= +A            ,5

23

11
)1( 23

32
−=

−
⋅−= +A

.6
03

21
)1( 33

33
−=⋅−= +A

3. Будуємо приєднану матрицю Av:

















−−

−

−−

=

654

1098

674
vA .
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4. 























−

−−

−

=⋅

2

3

4

5
1

2

5

4

9
2

2

3

4

7
1

det

1 vA
A

.

5. Отже,

.

2

3

2

5

2

3
4

5

4

9

4

7
121

det

11























−

−

−−

=





 ⋅=−

T

vA
A

A

Приклад
Розв'язати матричним методом систему лінійних рівнянь

                                        








=++

=−+

=−+

.1625

;62

;16732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

Випишемо матрицю системи А:

















−

−

=

125

211

732

A .

Якщо 
















=

16

6

16

B , 
















=

3

2

1

x

x

x

X , то маємо матричний запис системи:

АХ = В. Рішення її буде BAX 1−= .
Знайдемо A–1. В першу чергу обчислимо detA = –2 ≠ 0. Далі об-

числимо алгебраїчні доповнення:
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;37;17;3;11;5
2221131211
=−=−=−== AAAAA

.1;3;1;11
33323123

−=−=== AAAA

Складемо матрицю Av:

















−−

−

−−

=

131

113717

3115
vA .

Поділимо кожен елемент на detA = –2:























−

−−

−

=⋅

2

1

2

3

2

1
2

11

2

37

2

17
2

3

2

11

2

5

det

1 vA
A

.

І нарешті, транспонуючи останню матрицю, маємо:

.

2

1

2

11

2

3
2

3

2

37

2

11
2

1

2

17

2

5

1























−

−

−−

=−A

Повернемось до розв'язання системи:

=























⋅+⋅





 −+⋅

⋅+⋅





 −+⋅

⋅





 −+⋅+⋅−

=
















⋅























−

−

−−

== −

16
2

16
2

1116
2

3

16
2

36
2

3716
2

11

16
2

16
2

1716
2

5

16

6

16

2

1

2

11

2

3
2

3

2

37

2

11
2

1

2

17

2

5

1BAX
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( )

( )

.

1

1

3

83324

2411188

85140

















−

=
















+−+

+−+

−+−

=

Таким чином, маємо х
1
 = 3; х

2
 = 1; х

3
 = –1.

Систему розв'язано.

Лінійні операції над векторами. Координати вектора. Довжина
вектора. Скалярний добуток двох векторів

Будемо називати вектором напрямлений прямолінійний відрізок.
Довжину відрізка, який зображує вектор, називають модулем або
довжиною вектора. Якщо модуль вектора дорівнює нулю, то век-
тор буде нульовим і напрям його невизначений.

Вектори, які лежать на одній прямій або на паралельних пря-
мих, називають колінеарними. Якщо ж до цього вони мають однако-
вий напрям, то їх називають співнапрямленими. Колінеарні вектори,
що мають протилежні напрями, називають протилежно напрямле-
ними. Вектори, що лежать в одній або в паралельних площинах, на-
зивають компланарними. Якщо вектори співнапрямлені і мають од-
накові модулі, то такі вектори називають рівними. Якщо вектори
мають однакові модулі, але протилежно напрямлені, то їх назива-
ють протилежними.

Сумою n-векторів, розміщених послідовно (тобто кінець першого
вектора є початком другого), називають вектор, який сполучає по-
чаток першого вектор-доданка з кінцем останнього вектор-додан-
ка. Якщо два вектори мають спільний початок, то для знаходження
суми таких двох векторів необхідно побудувати на них двох парале-
лограм. Вектор, який збігається з діагоналлю побудованого пара-
лелограма, що має спільний початок із заданими векторами, буде
сумою цих векторів. Це правило додавання двох неколінеарних век-
торів називають правилом паралелограма.

Різницею ba
r

r

−  двох векторів a
r

 і b
r

 називають такий третій век-
тор c

r

, який треба додати до вектора b
r

, щоб дістати вектор a
r

, отже

cba
r

r

r

=− , якщо acb
rr

r

=+ . Неважко зрозуміти, що для того, щоб від
вектора a

r

 відняти вектор b
r

, досить до вектора a
r

 додати вектор
b
r

− .
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Добутком вектора a
r

 на дійсне число (скаляр) t називають та-
кий вектор b

r

, модуль якого дорівнює ta ⋅
r

 і який колінеарний з
вектором a

r

 і однаково напрямлений з ним при t > 0 та протилежно
напрямлений при t < 0 і є нуль-вектором при t = 0.

Розділити вектор a
r

 на дійсне число 0≠t  означає помножити

вектор a
r

 на число 
t

1 , тобто .1

t
aa ⋅=
rr

Одиничним вектором (або ортом вектора) називають вектор,
довжина якого дорівнює 1 і який співнапрямлений з даним векто-
ром. Очевидно, щоб знайти одиничний вектор заданого вектора,
потрібно поділити вектор на його довжину.

Якщо маємо вектор у системі координат, то це означає, що за-
дано його координати, тобто алгебраїчні проекції вектора на
відповідні осі координат. Нехай маємо прямокутну декартову сис-
тему координат у просторі. Координати вектора   позначимо через
х, y, z. Тоді будемо записувати ( )zyxa ,,=

r

. Очевидно, що

kzjyixa
rrr

r

++= ,                                     (8)

де i
r

, j
r

, k
r

 – одиничні вектори, взяті відповідно за осями коорди-
нат. Зауважимо, що трійка векторів i

r

, j
r

, k
r

 утворює координат-
ний базис, якщо вектор i

r

 належить осі 0х, вектор j
r

 – осі 0у, вектор
k
r

 – осі 0z. Кожен з векторів i
r

, j
r

, k
r

  має напрям, що збігається з
додатним напрямом відповідної осі, якій він належить. Подання век-
тора a

r

 у вигляді (8) є розкладом вектора a
r

 за координатним бази-
сом i

r

, j
r

, k
r

.

Якщо вектор a
r

 має координати x, y, z, то його модуль визна-

чається за формулою

                                     222 zyxa ++=
r

,

тоді орт вектора a
r

 позначимо через 
0

a
r

 і, отже,

           .,,
222222222

0 













++++++
=

zyx

z

zyx

y

zyx

x
a
r
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Якщо маємо дві точки ( )
111

;; zyxA  і ( )
222

;; zyxB , то координа-

ти вектора AB  записуємо в такий спосіб:

                          ( )
121212

,, zzyyxxAB −−−= .

Нехай задано вектори ( )
1111

;; zyxa =
r

, ..., ( )nnnn zyxa ;;=
r

. Тоді

в координатній формі маємо:

( )nnnn zzyyxxaaa ++++++=++= ...,...,......
1111

rrr

;

( )nnnn zzyyxxaaa −−−−−−=−−= ...,...,......
1111

rrr

;

( )
1111

,, zyxaa λλλ=λ=
rr

.

Якщо вектори колінеарні, то їх координати пропорційні. Усе

вище сказане має місце для координатної прямої та площини.

Скалярним добутком двох векторів a
r

 і b
r

 називають число ( )ba
r

r

, ,

яке дорівнює добутку модулів цих векторів на косинус кута між ними,

і записують:

                                 ( ) 







⋅⋅=

∧

bababa
r

r

r

r

r

r

,cos, ,

або

    ( ) abbaba
ba

r

rr

r

r

r

rr прпр, == ,

де bа

r

rпр  – проекція вектора b
r

 на вектор a
r

.

Скалярний добуток ( )aa
rr

,  називають скалярним квадратом век-

тора a
r

, він дорівнює квадрату модуля вектора a
r

: ( ) 22, aaaa
rrrr

== .

Якщо вектори задано своїми координатами, тобто ( )
111

;; zyxa
r

і ( )
222

;; zyxb
r

, то

( )
212121

, zzyyxxba ++=
r

r

.
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Очевидно, що 
( )

ba

ba
ba r

r

r

r

r

r

⋅
=







 ∧ ,
,cos  або

               
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121,cos
zyxzyx

zzyyxx
ba

++⋅++

++
=







 ∧
r

r

.

Напрямними кутами вектора a
r

 називають кути, які він утворює
з координатними осями, а косинуси напрямних кутів називають на-
прямними косинусами і записують:

222

,cos
zyx

x
ja

++
=






 ∧
r

r

;  
222

,cos
zyx

y
ja

++
=






 ∧
r

r

;

222

,cos
zyx

zka
++

=






 ∧
r

r

,

де ( ) ( ) ( )1,0,0,0,1,0,0,0,1),,,( kjizyxa
rrr

r

=== .
Якщо під дією сили F

r

 точка переміщується з положення В в
положення С, то виконана при цьому робота А чисельно буде виз-
начатися скалярним добутком вектора сили F

r

 і вектора переміщення
BC , отже,

                        ( ) 









⋅==

∧

BCFBCFBCFA ,cos,
rrr

.

Приклад
Якщо відомо, що точки ( )1;1;3 −M , ( )3;2;3 −N , ( )4;0;1P  – вер-

шини трикутника, знайти кут MPN∠ .

Спочатку запишемо координати двох векторів, які виходять з

точки Р, це PM  і PN .

{ }5;1;2 −=PM ;  { };1;2;2 −−=PN



15

( ) .
90

307

303

7

1442514

)1(52122
,coscos ==

++⋅++

−⋅−⋅−⋅
==∠ PNMPMPN

Тобто .
90

307
arccos=∠MPN

Векторний добуток двох векторів. Площа трикутника. Мішаний
добуток трьох векторів. Об'єм тетраедра

Векторним добутком [ ] ( )0,0,
rrr

r

r

r

≠≠ baba  є такий вектор c
r

, який
перпендикулярний до кожного з векторів a

r

 та b
r

, утворює з ними
праву трійку векторів і модуль якого визначається за формулою

),sin(
∧

⋅⋅= babac
r

r

r

rr

.

Зауважимо, що [ ] [ ]abba
r

rr

r

,, −= , а модуль векторного добутку до-

рівнює площі паралелограма, побудованого на a
r

 і b
r

, віднесених до
спільного початку, тобто площа трикутника АВС, у якого aAB

r

= ,

bAC
r

= , може бути визначена таким чином:

|],[|
2

1 baS ABC

r

r

=∆ .                                    (9)

У координатній формі векторний добуток векторів
( )

111
,, zyxa =

r

 і ( )
222

,, zyxb =
r

 можна записати у вигляді

[ ] k
yx

yx
j

zx

zx
i

zy

zy

zyx

zyx

kji

ba
rrr

rrr

r

r

22

11

22

11

22

11

222

111
, +−== .      (10)

Мішаним або скалярно-векторним добутком трьох векторів a
r

,

b
r

, c
r

 називається векторний добуток векторів a
r

 і b
r

, скалярно по-
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множений на вектор c
r

, тобто

[ ] cba
r

r

r

⋅,  або cba
r

r

r

.

Чисельно мішаний добуток cba
r

r

r

 дорівнює об'єму паралелепіпе-
да, побудованого на векторах a

r

, b
r

, c
r

. Якщо вектори компланарні,
їх мішаний добуток дорівнює нулю. Для мішаного добутку спра-
ведливі рівності:

cabbcaabcbacacbcba
rr

rr

rrr

r

r

r

rrrr

r

r

r

r

−=−=−=== .

У координатній формі мішаний добуток векторів ( )
111

,, zyxa =
r

,

( )
222

,, zyxb =
r

, ( )
333

,, zyxc =
r

 має вигляд

                                       

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba =
r

r

r

.

Якщо маємо тетраедр, заданий вершинами ( )
111

,, zyxA= ,

( )
222

,, zyxB = , ( )
333

,, zyxC = , ( )
444

,, zyxD = , то його об'єм визна-
чається за формулою

141414

232323

121212

6

1

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

V

−−−

−−−

−−−

= .                         (11)

Приклад
1. Трикутник задано вершинами ( )2;1;1 −A , ( )2;6;5 −B ,

( )1;3;1 −C . Обчислити довжину висоти, опущеної з вершини В на
сторону АС.

Знаходимо вектори ( )0,5,4 −=AB  і ( )3,4,0 −=AC , тоді, згідно з
формулами (9) і (10), дістанемо

2

25161215
2

1

40

54

03

40

34

05

2

1 222

222

=++=
−

+
−

+
−

−
=S  кв.од.
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Крім того, 
2

hACS ⋅= , тобто 
AC

S
h

2= . Отже, знаходячи

5916 =+=AC , маємо

5
52

252 =
⋅

⋅=h  лін. од.

2. Три вершини тетраедра знаходяться у точках ( )1;1;2 −A ,

( )1;0;3B , ( )3;1;2 −C . Знайти координати четвертої вершини D, яка
належить осі 0Y,якщо об'єм тетраедра дорівнює 3 куб. од.

Оскільки D належить осі 0Y, то її координати ( )0;;0 y ; тоді, згідно
з формулою (11), маємо

112

40

211

6

13

−−

−

−

=

y

  або  2418 +−= y .

Розв'язуючи це рівняння, дістанемо 5,4
21
=−= yy , отже,

( ) ( )0;5;0,0;4;0
21

DD − .

Приклад
Знайти площу грані АВС, об'єм піраміди SАВС і довжину висо-

ти SO, якщо вершини піраміди мають такі координати:

( )4;2;3A , ( )3;4;2B , ( )2;3;4 −C , ( )3;4;2 −−−S .

Знайдемо площу трикутника АВС, як половину площі парале-

лограма, побудованого на векторах AB  і AC :

{ }1;2;1 −−=AB , { }6;1;1 −=AC .

Площа паралелограма дорівнює довжині векторного добутку

цих векторів. А векторний добуток

[ ] =

−

−−==⋅=σ

611

121,

kji

ACABACAB

rrr
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kjikji
rrrrrr

3711
11

21

61

11

61

12
−−−=

−
+

−

−−
−

−

−
= ;

179949121 =++=σ
r

.

Звідси маємо, що 179
2

1=∆S ABC  кв. од.

Далі, об'єм піраміди SABC є 
6

1  частина об'єму паралелепіпеда,

побудованого на векторах AB , AC , AS , де ( );1;2;1 −−=AB

( )7;6;5 −−−=AS .

Знайдемо мішаний добуток цих векторів, а це і буде, з точністю
до знаку, об'єм паралелепіпеда:

108

765

611

121

=

−−−

−

−−

=⋅⋅ ASACAB .

Отже, об'єм піраміди дорівнює 18108
6

1 =⋅=SABCV  куб.од.

Щоб знайти довжину висоти SO, застосуємо формули =SABCV

SOSABC ⋅⋅=
3

1 .

Але нам відомо, що 18=SABCV , 179=ABCS ; отже,

179

17954

179

54

179

183 ==⋅=SO .
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РОЗДІЛ 2. ВАРІАНТИ КОНТРОЛЬНИХ ЗАВДАНЬ

Завдання 1

Розв'язати систему рівнянь матричним методом і за формулами
Крамера.

Варіанти

1. 









=++

=−+

=++

.1643

;1432

;9232

ZYX

ZYX

ZYX

3. 








=++−

=++

=−−

.4653

;43

;124

ZYX

ZYX

ZYX

5. 









=−+

−=+−

=++

.1172

;10353

;42

ZYX

ZYX

ZYX

7. 









=++−

=++

−=−−

.14653

;63

;724

ZYX

ZYX

ZYX

9. 








−=−+

=++

=−−

.123

;322

;73

ZYX

ZYX

ZYX

11. 








=−+

=+−

−=−+

.424

;93

;2243

ZYX

ZYX

ZYX

13. 








=++

=++

=+−

.42

;62

;5

ZYX

ZYX

ZYX

2. 









=++

=−−

=++

.55

;432

;5243

ZYX

ZYX

ZYX

4. 









=+

−=+−

=−−

.42

;134

;2

YX

ZYX

ZYX

6. 








=−+

−=+−

=−+

.024

;1035

;223

ZYX

ZYX

ZYX

8. 








−=+−

=++

=+−

.952

;7632

;435

ZYX

ZYX

ZYX

10. 








−=−+

=+−

=−−

.322

;1035

;323

ZYX

ZYX

ZYX

12. 








=++

=++

=+−

.52

;32

;6

ZYX

ZYX

ZYX

14. 








=++

=−+

=++

.143

;532

;0232

ZYX

ZYX

ZYX
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Завдання 2

Дано координати вершин піраміди: А
1
, А

2
, А

3
, А

4
. Потрібно ме-

тодами векторної алгебри знайти: кут між ребрами А
1
А
2
 і А

3
А
4
; пло-

щу грані А
1
А
2
А
3
; об'єм піраміди і висоту А

4
О, опущену на грань

А
1
А
2
А
3
.

Варіанти

1. А
1
(1;–1;6), А

2
(4;5;–2), А

3
(–1;3;0), А

4
(6;1;5).

2. А
1
(1;-3;1), А

2
(–3;2;–3), А

3
(–3;–3;3), А

4
(–2;0;–4).

3. А
1
(1;1;1), А

2
(3;4;0), А

3
(–1;5;6), А

4
(4;0;5).

15. 









=++

−=−−

=++

.65

;1432

;4243

ZYX

ZYX

ZYX

17. 








=++

=−−

=++

.5243

;432

;55

ZYX

ZYX

ZYX

19. 








=−+

=+

−=+−

.2

;42

;134

ZYX

YX

ZYX

21. 









−=+−

=−+

=−+

.1035

;223

;024

ZYX

ZYX

ZYX

23. 








=+−

=++

−=+−

.435

;7632

;952

ZYX

ZYX

ZYX

25. 








=+−

=−−

−=−+

.1035

;323

;322

ZYX

ZYX

ZYX

16. 









=++

=−+

=++

.9232

;1432

;1643

ZYX

ZYX

ZYX

18. 








=−−

−=−−

=++

.134

;4653

;43

ZYX

ZYX

ZYX

20. 








=++

−=+−

=−+

.42

;10353

;1172

ZYX

ZYX

ZYX

22. 









−=−−

=++

−=−−

.724

;63

;14653

ZYX

ZYX

ZYX

24. 









=++

=−−

−=−+

.322

;73

;123

ZYX

ZYX

ZYX
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4. А
1
(0;0;0), А

2
(5;2;0), А

3
(2;5;0), А

4
(1;2;4).

5. А
1
(7;1;2), А

2
(–5;3;–2), А

3
(3;3;5), А

4
(4;5;–1).

6. А
1
(–2;3;–2), А

2
(2;–3;2), А

3
(2;2;0), А

4
(1;5;5).

7. А
1
(3;1;1), А

2
(1;4;1), А

3
(1;1;7), А

4
(3;4;–1).

8. А
1
(4;–3;–2), А

2
(2;2;3), А

3
(2;–2;–3), А

4
(–1;–2;3).

9. А
1
(5;1;0), А

2
(7;0;1), А

3
(2;1;4), А

4
(5;5;3).

10. А
1
(4;2;–1), А

2
(3;0;4), А

3
(0;0;4), А

4
(5;–1;–3).

11. А
1
(1;1;1), А

2
(–1;2;4), А

3
(2;0;6), А

4
(–2;5;–1).

12. А
1
(0;5;0), А

2
(2;3;–4), А

3
(0;0;–6), А

4
(–3;1;–1).

13. А
1
(0;0;6), А

2
(4;0;–4), А

3
(1;3;–1), А

4
(4;–1;–3).

14. А
1
(–5;6;–1), А

2
(6;–5;2), А

3
(6;5;1), А

4
(0;0;2).

15. А
1
(2;–5;3), А

2
(3;2;–5), А

3
(5;–3;–2), А

4
(–5;3;2).

16. А
1
(6;0;4), А

2
(0;6;4), А

3
(4;6;0), А

4
(0;–6;–4).

17. А
1
(3;2;4), А

2
(2;4;3), А

3
(4;3;–2), А

4
(–2;–4;–3).

18. А
1
(6;3;5), А

2
(5;–6;3), А

3
(3;5;6), А

4
(–6;–1;2).

19. А
1
(5;–2;–1), А

2
(4;0;0), А

3
(2;5;1), А

4
(1;2;5).

20. А
1
(4;2;5), А

2
(3;0;4), А

3
(0;0;3), А

4
(5;–2;–4).

21. А
1
(1;2;7), А

2
(4;2;10), А

3
(2;3;5), А

4
(5;3;7).

22. А
1
(0;5;0), А

2
(2;3;–4), А

3
(0;0;6), А

4
(–3;1;–1).

23. А
1
(0;0;6), А

2
(4;0;–4), А

3
(1;3;–1), А

4
(4;–1;–3).

24. А
1
(–5;6;–1), А

2
(6;–5;2), А

3
(6;5;1), А

4
(0;0;2).

25. А
1
(2;–5;3), А

2
(3;2;–5), А

3
(5;–3;–2), А

4
(–5;3;2).

Завдання 3

Варіанти

1. Дано вершини трикутника: ( ) ( ) ( )14;6,10;12,3;12 −−−− СВА .
Знайти довжину висоти АD.

2. Дано вершини трикутника: ( ) ( ) ( )14;6,10;12,3;12 −−−− СВА .
Знайти довжину висоти AD.

3. Дано вершини трикутника: ( ) ( ) ( )14;6,10;12,3;12 −−−− СВА .
Скласти рівняння медіани АЕ.

4. Дано вершини трикутника: ( ) ( ) ( )14;6,10;12,3;12 −−−− СВА .
Скласти рівняння прямої , що проходить через точку А паралельно
стороні ВР.

5. Дано вершини трикутника ( ) ( ) ( )14;6,10;12,3;12 −−−− СВА .
Скласти рівняння середньої лінії, що проходить через середини
сторін ВС і ВА.

6. Знайти проекцію точки ( )3;4 −Р  на пряму 01234 =++ YX .
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7. Скласти рівняння прямої, якщо точка ( )3;2P  служить осно-
вою перпендикуляра, опущеного з початку координат на цю пряму.

8. У точках перетину прямої 01052 =+− YX  з осями координат
проведені перпендикуляри до прямої. Скласти їх рівняння.

9. Показати, що точки ( ) ( ) ( )1;7,3;3,1;2
321

−− MMM  лежать на
одній прямій. Знайти її рівняння.

10. Скласти рівняння прямих, що проходять через точку

( )3;2
0

−M  і складають із прямою 0632 =+− YX  кут 45°.
11. Дано сторону прямокутника 0543 =+− YX  і дві його вер-

шини А(1;3) і С(1;2). Знайти рівняння інших сторін прямокутника.
12. Скласти рівняння прямих, що проходять через точку М

0
(1;4):

а) паралельно прямій 012 =++YX ;
б) перпендикулярно до цієї прямої.
13. Дано середини сторін трикутника: ( ),1;2

1
M ( ),3;5

2
M

( )4;3
3

−M . Скласти рівняння сторони, що проходить через точку М
1
.

14. Дано вершини трикутника: ( ) ( ) ( )0;1,2;5,2;3 CBA − . Скласти
рівняння медіани ВD.

15. Визначити кут, утворений прямими 053 =+−YX  і

072 =−+YX .
16. Дві сторони квадрата лежать на прямих 065125 =−− YX ,

026125 =+− YX . Обчислити його площу.
17. Дано вершини трикутника ( ) ( ) ( )18;14,6;4,1;20 −−− CBA .

Знайти довжину висоти АD.
18. Дано вершини трикутника: ( ) ( ) ( )18;14,6;4,1;20 −−− CBA .

Скласти рівняння висоти АD.
19. Скласти рівняння прямої, що проходить через точку перети-

ну прямих 012 =++ YX , 022 =++YX  і утворює кут 135° з віссю аб-
сцис.

20. Знайти проекцію точки Р(–8;12) на пряму, яка проходить че-
рез точки А(2;–3) і В(–5;1).

21. Скласти рівняння прямої, що проходить через точку перети-
ну прямих 032 =++ YX , 0432 =++ YX  і паралельну прямій

085 =+ YX .
22. Дано сторони трикутника: ( )АВYX 052 =++ , =++ 13 YX

( )ВС0= , ( )АСYX 07 =++ . Скласти рівняння висоти, опущеної на
сторону АС.

23. Дано сторони трикутника ( )АВYX 073 =−+ , =−− 24 YX
( )ВС0= , ( )АСYX 03586 =−+ . Знайти довжину висоти, проведеної

з вершини В.
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24. Дано точки ( ) ( ) ( )18;14,6;4,1;20 −−− CBA . Скласти рівняння
прямої, що проходить через точку А паралельно прямій ВР.

25. Скласти рівняння прямої, що проходить через точку А(2;5) і
відтинає на осі ординат відрізок b = 7.

Завдання 4

Варіанти

1. Скласти рівняння площини, що проходить через пряму

5

1

1

3

2

2 +=
−

+=− ZYX
 перпендикулярно до площини ++− ZYX 532

06 =+ .

2. Скласти рівняння площини, що проходить через точку

( )1;2;1
0

−M  перпендикулярно до прямої 




=+−+

=−+−

02

032

ZYX

ZYX
.

3. Знайти точку перетину прямої 
6

7

2

1

1

1 =
−

+=− YX  і площини

0132 =−++ ZYX .

4. Знайти проекцію точки ( )1;2;5 −P  на площину

02332 =++− ZYX .

5. Скласти рівняння площини, що проходить через точку

( )3;2;1
0

−M  паралельно прямим 0332 =++ ZX , =
−

−=+

2

2

3

5 YX

1

3

−

+
=
Z

.

6. Скласти рівняння площини, що проходить через пряму

12 += tX , 23 +−= tY ,  і точку ( )1;2;2
0

−M .

7. Скласти рівняння площини, що проходить через дві паралельні

прямі 
2

3

2

1

3

2

−

−=+=− ZYX
, 

2

3

2

2

3

1

−

+=−=− ZYX .

8. При якому значенні С пряма 




=++−

=++−

01434

0323

ZYX

ZYX
 паралельна

площині 022 =−+− ZCYX ?
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9. Скласти параметричне рівняння прямої 




=−−−

=++

023

03

ZYX

ZYX
.

10. Скласти рівняння площини, що проходить через точки

( )3;1;2
1

−M  і ( )2;1;3
2

−M  паралельно прямій 
2

3

1

2

2

1 −=
−

+=− ZYX .

11. Довести, що прямі 
4

5

3

2

2

1 −=
−

+=− ZYX  і 73 += tX , 22 += tY ,

12 +−= tZ  лежать в одній площині, і скласти рівняння цієї площи-
ни.

12. Скласти рівняння площини, що проходить через пряму

13 += tX , 32 += tY , 2−−= tZ   паралельно прямій =
+

=

−

+

2

2

2

1 ZX

1

1−= Z .

13. Знайти рівняння площини, що проходить через точку

( )1;3;2
0

−M  паралельно векторам ( )1;2;3 −−=a  і ( )3;2;1=b .

14. Знайти рівняння площини, що проходить через точки

( )1;15;2
1

−M , ( )2;1;3
2

M  перпендикулярно до площини −−YX3

04 =− Z .
15. Знайти рівняння площини, що проходить через точки

М
1
(1;1;1), М

2
(–1;1;–1) паралельно до прямої, обумовленої точками

А(5;–2;3) і В(6;1;0).
16. Скласти рівняння площини, що проходить через точки

М
1
(3;–2;2), М

2
(4;–1;–1), М

3
(2;0;2).

17. Скласти рівняння площини, що проходить через точки

М
1
(1;1;1) і М

2
(–1;1;–1) паралельно вектору ( )3;3;1 −=a .

18. Знайти точку перетину прямої 
1

1

3

9

4

12 −=−=− ZYX  і площи-

ни 0253 =−−+ ZYX .

19. Знайти кут між прямою 
5

5

22

1 +==+ ZYX  і площиною −X

053 =++− ZY .
20. Знайти проекцію точки А(4;–3;1) на площину =−−+ 32 ZYX

0= .
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21. Скласти рівняння площини, що проходить через дві пара-

лельні прямі 
1

2

32

1 +
==

− ZYX
 і 

13

3

2

1 ZYX
=

+
=

+
.

22. Скласти рівняння площини, що проходить через пряму

1

1

2

1

1

1

−

+=+=− ZYX  і точку ( )1;0;2
0

M .

23. Скласти рівняння площини, що проходить через точки
М

1
(1;1;3) і М

2
(2;4;5) паралельно осі  0Х. Побудувати площину.

24. Знайти кут між прямими 




=−−−

=+++

023

023

ZYX

ZYX
 і =

−

−

1

3X

1

1

2

2 −=+= ZY
.

25. Скласти рівняння площини , що проходить через перпенди-

куляри, опущені з точки М(–1;2;5) на площини 01334 =+−+ ZYX  і

0112 =−+− ZYX .

Завдання 5

Знайти, які поверхні визначаються даними рівняннями. Зроби-
ти схематичне креслення.

Варіанти

1. а) 22 222 =−− YXZ ; б) 12 +=XZ ;     в) 12 =+YX .

2. a) 632 22 =++ ZYX ; б) 22 22 =− YX ;     в) 63 =+ZX .

3. a) 22 2YXZ += ; б) 2XY −= ;     в) 632 =++ ZYX .

4. a) 224 YXZ −−= ; б) 22 +=ZY ;     в) 42 =− YX .

5. a) 12 222 ++= YXZ ; б) 02 =+YX ;     в) 33 =+ ZX .

6. a) 632 222 =−+ ZYX ; б) 022 =− ZY ;     в) 022 =++ ZX .

7. a) 22 43 YXZ += ; б) 0332 =++ ZX ;   в) 022 =−+ YZ .

8. a) 222 ZXY += ; б) 22 22 =+ ZX ;     в) 032 =−+ZY .

9. a) 
916

22
2 YX

Z += ; б) 422 =+YX ;     в) 0=−YZ .

10. a) 
82

22 ZY
X += ; б) 22YX = ;     в) 042 =−++ ZYX .
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11. а) 1
94

2
22

=−+ Z
YX ; б) 2XY = ;     в) 2=+ZY .

12. a) 22 44 YXZ −−= ; б) 21 XZ −= ;     в) 0623 =−+ YX .

13. a) 1
16925

222

=−+ ZYX
; б) 22YZ = ;     в) 1243 =+ YX .

14. a) 229 YXZ += ; б) 24 YZ −= ;     в) 0623 =−+ YX .

15. a) 22 623 YXZ −−= ; б) 23YX = ;     в) 155 =+ ZX .

16. a) 1
916

2
22

=−+ ZYX ; б) 21 ZY −= ;     в) 0=−XY .

17. a) 1
94

2
22

−=−+ Z
YX ; б) 29 ZZ −= ;     в) 066 =−+ YX .

18. a) 22 323 YXZ −−= ; б) 2

4

1 XZ = ;     в) 063 =−+ YX .

19. a) 22 32 YXZ += ; б) 2XZ = ;     в) 632 =+ YX .

20. a) 
49

22 YX
Z += ; б) 2YZ = ;     в) 632 =++ ZYX .

21. a) 1
249

222

=−+ ZYX ; б) 24 XZ −= ;     в) 632 =+− ZYX .

22. a) 1
249

222

=++ ZYX ; б) 22 22 =+ YX ;     в) XZ = .

23. a) 1
1649

222

=−+ ZYX ; б) 216 ZX −= ;     в) 88 =+YX .

24. а) 1
1649

222

=++ ZYX ; б) 216 ZY −= ;     в) 22 =+ ZX .

25. a) 225 YXZ −−= ; б) 22XY = ;     в) 84 =+ZY .
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