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Вступ. Наразі коефіцієнт жорсткості міжатомних зв’язків визначається 

через потенціал міжатомної взаємодії П(Δr). Функціональна залежність цього 

потенціалу від величини зміщення атомів із положення рівноваги r0 у 

структурних одиницях зазвичай обирається довільно. Для цього можуть 

використовуватися потенціали Леннарда–Джонса, Тейта, Морзе та інші. Кожен 

із них суттєво відрізняється від інших, а їх вибір переважно зумовлений 

необхідністю спрощення математичного опису певного фізичного явища. 

Матеріали та методи. Робота виконана на базі аналізу наукових джерел 

інформації та проведено чисельний експеримент. 

Результати обговорення. Потенціали міжатомної взаємодії можуть бути 

дво-, три- або чотирипараметричними, причому значення цих параметрів 

необхідно визначати. Пряме вимірювання таких параметрів практично 

неможливе, тому для їх встановлення використовують непрямі методи, 

засновані на побудові відповідних математичних моделей. 

У даній роботі використано трипараметричний потенціал Морзе, оскільки 

для нього існують довідкові таблиці параметрів для багатьох металів: 

)2()(
)()(2 00 rrarra

eeДrП


     (1) 

де: Д – енергія дисоціації атомів даної речовини; 

a – параметр, що характеризує фізичні властивості речовини; 

r0 – рівноважна міжатомна відстань у структурній одиниці; 

r – поточне значення міжатомної відстані. 
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На основі потенціалу (1) можна отримати вирази для сили міжатомної 

взаємодії та коефіцієнта жорсткості міжатомних зв’язків, використовуючи 

відомі закони механіки: 

rd

rd
rF






)(
)( ; 

rd

rdF
rK






)(
)(  

де Δr = r – r0 – зміщення атома відносно положення рівноваги r0 за 

температури (T). 

Метою роботи є створення математичної моделі, яка дозволяє 

встановити взаємозв’язок між параметрами потенціалу Морзе (Д, a, r0) та 

реальними термодинамічними параметрами матеріалу. 

Для цього розглянемо найпростішу структурну одиницю              

речовини – кубічну комірку. Відповідно до принципу адитивності структурна 

одиниця має ті самі фізичні властивості, що й макроскопічний зразок речовини, 

оскільки останній складається із сукупності таких одиниць. Отже, стан 

структурної одиниці може бути описаний тими самими термодинамічними 

параметрами, що й стан усього твердого тіла. 

Розглянемо уявний експеримент. Зразок матеріалу розміщується між 

двома масивними опорами, відстань між якими дорівнює l0. Вважаємо 

відомими такі характеристики зразка: l0 – початкова довжина, s0 – початкова 

площа поперечного перерізу, Cv – питома теплоємність, ρ0 – початкова густина; 

T0 – початкова температура. Між торцевими поверхнями зразка та опорами 

встановлені тензометричні датчики, які забезпечують вимірювання тиску, що 

виникає в матеріалі. 

До зразка підводиться теплота із заданою інтенсивністю 
dt

dQ
, тоді як 

масивні опори підтримуються за сталої температури. Унаслідок цього 

температура зразка змінюється з часом відповідно до функції T(t). Підвищення 

температури спричиняє теплове розширення матеріалу та зміну його 

геометричних розмірів, що, своєю чергою, викликає зростання тиску в 

міжатомному просторі. Тензодатчики фіксують силу взаємодії між опорами та 
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зразком у режимі реального часу. Це призводить до зміни міжатомних 

відстаней у структурних одиницях речовини за координатами x, y та z. 

У розглянутому випадку відстань уздовж осі дії сили Fx не змінюється, 

оскільки l0 = const. Тому зміни міжатомних відстаней відбуваються лише за 

напрямками y та z на величину Δry = (ry – r0), Δrz = (rz – r0). 

Необхідно встановити динамічний взаємозв’язок між термодинамічними 

параметрами P, V, T, Cv та характеристиками міжатомної взаємодії-потенціалом 

П(Δr), силою F(Δr) і коефіцієнтом жорсткості міжатомних зв’язків K(Δr).  

Для переходу до нульових початкових умов у диференціальних 

рівняннях, що описують зміну параметрів із часом, будемо використовувати 

прирости величин ΔT, ΔP, Δr, K(Δr), ΔV, Cv.  

У загальному вигляді будь-який параметр можна подати як f(t)=f0+Δf(t). 

Встановимо взаємозв’язок між деформаціями за координатами x, y, z, 

використовуючи закони збереження маси та енергії. 

Із закону збереження маси визначимо залежність між Δrx(t), Δry(t), Δrz(t), 

враховуючи, що за умови r0=const, Δrx(t)=0, а через симетрію структурної 

одиниці Δry(t) = Δrz(t). 

Деформації Δry(t) та Δrz(t) викликають появу сил міжатомної взаємодії 

вздовж відповідних координатних осей. Дія цих сил призводить до збільшення 

об’єму структурної одиниці yzx rrrrrrrrV  2
0

3
0000 4)2)(2( . 

У такому випадку сили міжатомної взаємодії можуть бути виражені через 

коефіцієнт жорсткості міжатомних зв’язків K(Δr): 

yyyy rrKrf  )()(  ; zzzz rrKrf  )()(  

Підставляючи до цього виразу коефіцієнт жорсткості, отриманий через 

параметри потенціалу Морзе (1), одержуємо аналітичний вираз для сил 

міжатомної взаємодії: 

y

rara

yy reeДarf yy 


)(2)(
22 ; 

z
rara

zz reeДarf zz 


)(2)(
22             (2) 

Робота сил міжатомної взаємодії, яка виконується під час збільшення 
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об’єму структурної одиниці, за умови Δry = Δrz = Δr, та з урахуванням 

сумарного зміщення атомів на величину 4Δr, визначається співвідношенням 

222 )(4 y
rara

zy reeДaAAA                (3) 

Цей вираз характеризує енергетичні витрати системи на деформування 

міжатомних зв’язків. У результаті нагрівання зразка до температури ΔT(t) 

виникає теплове розширення, яке призводить до збільшення внутрішнього 

тиску в структурній одиниці: 








 


0

)(
)(

1
)(

r

tr
tT

K
tP

p

                (4) 

де Kp – коефіцієнт об’ємного стиску речовини; 

β – коефіцієнт лінійного теплового розширення; 




0

)(

r

tr
 – відносне зміщення атомів від положення рівноваги; 

ΔT(t) – приріст температури структурної одиниці. 

Приріст тиску ΔP(t) спричинений тепловим розширенням, визначається 

силою стиску Fx, яка компенсується силами міжатомної взаємодії fx=Fx. 

Порівняння сили, зумовленої атмосферним тиском P0=10
5
 Па, із характерними 

силами міжатомної взаємодії показує, що вони відрізняються приблизно на 

шість порядків. Тому вплив атмосферного тиску на структурну одиницю можна 

не враховувати. 

З урахуванням цього приріст тиску можна подати у вигляді 

1
0

2
0 ))(()(  yxx rrrrzftP                  (5) 

де )(20 tTrrx    – зміщення за рахунок теплового розширення; 

Z – кількість атомів на грані структурної одиниці. 

Після підстановки виразів (2), (5) для сили міжатомної взаємодії 

отримуємо залежність між тиском та параметрами потенціалу Морзе. 

1
0

2
0

)()(22 ))(()(2)(   y
tratra rrrtreeДaZtP 

        (6) 

Для структурної одиниці робота, пов’язана зі зміною об’єму ΔAT=ΔP·ΔV, 

та робота сил міжатомної взаємодії повинні взаємно компенсуватися 
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 
)()(2)()(4 )()(222)()(22 treeДatreeДa tratra

y

tratra yy 
 

yy rrtrrr   2
0

1
0

2
0 4))((                (7) 

Після спрощення одержуємо 

)(

4
)()(2)()(

0
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0

2
0)()(2)()(2

trrr

r
treetree

y

tratra
y

tratra yy


 


     (8) 

Таким чином формується система рівнянь, яка встановлює взаємозв’язок 

між термодинамічними параметрами ΔV(t), ΔP(t) та роботою сил міжатомної 

взаємодії, тобто деформаціями міжатомних зв’язків )(try  и )(trx ). 

Отримані співвідношення визначають зв’язок між фізичними 

характеристиками структурної одиниці a, r0, β, ΔT(t) та деформаціями Δrx(t), 

Δry(t), Δrz(t), з урахуванням умови Δry=Δrz. 

Рівняння, що встановлює взаємозв’язок між зміщенням атомів 

структурної одиниці та кількістю підведеної теплоти, отримаємо із закону 

збереження ентальпії: 

dt

Ad

dt

dQ

dt

Td
ZmC cатv





               (9) 

де Cv – питома теплоємність; 

тат – маса атома речовини; 

Zc – кількість атомів у структурній одиниці. 

Останній доданок визначається через роботу сил міжатомної взаємодії. 

Використовуючи попередньо отримані співвідношення, потужність цих сил 

можна подати через коефіцієнт жорсткості міжатомних зв’язків та зміщення 

атомів: 

dt

rd
trrK

dt

trd
treeДa

dt

Ad y
yyy

tratra yy



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Для замикання математичної моделі використовується рівняння 

взаємозв’язку між приростами температури та тиску: 

dt

tTd

Kdt

tPd

p

)()( 


 
      (11) 
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Отримана система рівнянь (1–11) встановлює взаємозв’язок між 

термодинамічними параметрами та зміщеннями атомів у структурній одиниці 

речовини. Модель дозволяє розв’язувати як прямі, так і обернені задачі з 

використанням експериментальних даних, визначати параметри потенціалу 

Морзе та обчислювати динамічний коефіцієнт жорсткості міжатомних зв’язків 

K(Δr(t)). Знаючи коефіцієнт жорсткості, можна визначати роботу сил 

міжатомної взаємодії, прогнозувати міцність матеріалу за динамічних 

навантажень та знаходити частоти власних коливань атомів у структурній 

одиниці 
атm

trK ))((2 
 . 

Для розв’язання оберненої задачі необхідно використовувати 

експериментальні дані, методика обробки яких наведена у відповідних роботах. 

Під час переходу від макроскопічних експериментальних даних до масштабів 

структурних одиниць із характерним розміром ≈10
-10

м. Усі геометричні та 

фізичні величини повинні бути приведені до відповідних масштабних 

співвідношень між реальним тілом і структурною одиницею. 

Висновки. У роботі розроблено математичну модель, яка встановлює 

взаємозв’язок між термодинамічними параметрами твердих тіл та 

характеристиками міжатомної взаємодії на рівні структурної одиниці речовини. 

На основі трипараметричного потенціалу Морзе, а також законів збереження 

маси, енергії та ентальпії отримано систему рівнянь, що описує 

взаємозалежність між температурою, тиском, об’ємом, деформаціями 

міжатомних зв’язків і коефіцієнтом їх жорсткості. 

Показано, що зміна термодинамічного стану речовини внаслідок 

теплового навантаження призводить до зміни міжатомних відстаней, сил 

міжатомної взаємодії та динамічного коефіцієнта жорсткості міжатомних 

зв’язків. Запропонована модель дозволяє визначати параметри потенціалу 

Морзе за експериментальними даними та встановлювати їх зв’язок із 

макроскопічними характеристиками матеріалу. 

Отримані залежності можуть бути використані для розв’язання прямих і 
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обернених задач фізики та механіки твердого тіла, оцінювання роботи сил 

міжатомної взаємодії, прогнозування міцності матеріалів за термосилових 

навантажень і визначення частот власних коливань атомів у структурних 

одиницях. Практична цінність моделі полягає у можливості переходу від 

експериментально визначених макроскопічних параметрів до характеристик 

міжатомної взаємодії на мікрорівні. 

Подальші дослідження доцільно спрямувати на поширення 

запропонованого підходу для складних кристалічних ґраток, 

багатокомпонентних матеріалів та уточнення параметрів міжатомних 

потенціалів на основі експериментальних даних. 
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