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ВСТУП

Методичні вказівки створені на допомогу студентам при 
виконанні розрахунково-графічних робіт (РГР), які пропонуються 
в 1-му семестрі вивчення курсу дисципліни «Будівельна меха-
ніка корабля», що читається в НУК ім. адмірала Макарова в рам-
ках робочої програми курсу в галузі знань 13 «Механічна інже-
нерія», зі спеціальності 135 «Суднобудування». В методичних 
вказівках розглянуто послідовність виконання наступних РГР: 
«Розв’язання оберненої задачі теорії пружності»; «Дослідження 
зовнішнього навантаження та компонентів напружено-деформо-
ваного стану заданого пружного тіла»; «Дослідження напружено- 
деформованого стану в точках пружного тіла»; «Розрахунок міц-
ності й жорсткості тонкостінного призматичного стержня при 
чистому крученні».
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1 РОЗВ’ЯЗАННЯ ОБЕРНЕНОЇ ЗАДАЧІ  
ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ

1.1 Основні рівняння теорії пружності

В рамках лінійної або класичної теорії пружності використо-
вуються наступні складові напружено-деформованого стану 
(НДС), які можна об’єднати за наступними групами, що пред-
ставлені в табл. 1.1.

Таблиця 1.1 – Групи НДС
№ групи Найменування групи Позначення

1 Переміщення u, v, w
2 Деформації � � � � � �x y z xy yz zx, , , , ,

3 Напруження � � � � � �x y z xy yz zx, , , , ,

В рамках лінійної теорії пружності використовуються 
наступні основні рівняння.

Рівняння рівноваги елементарного тетраедра:

� � �

� � �

� � �

�

�

�

x yx zx x

xy y zy y

xz yz z z

l m n p

l m n p

l m n p

� � �

� � �

� � �

�

�
�

�

,

,

,��
                          (1.1)

де	 l, m, n – напрямні косинуси елементарної площадки, які  
	 є функціями від координат; 
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	 pνx, pνy, pνz – проєкції поверхневих сил відповідно на осі x, y,  
	 z, Н/м2, які є функціями від координат.

Рівняння рівноваги елементарного паралелепіпеда при ста-
тичних навантаженнях:

�
�

�
�

�
�
�
�

� �

�

�
�
�

�
�
�

�
� �

�
�

�
�

�

� � �

� � �

� �

x yx zx

xy y zy

xz yz

x y z
X

x y z
Y

x

,

,

yy z
Zz�

�
�

� �

�

�

�
�
��

�

�
�
�
�

�
,

                        (1.2)

де	 X, Y, Z – проєкції об’ємних сил відповідно на осі x, y, z, Н/м3,  
	 які є функціями від координат.

Залежності Коші, які пов’язують деформації з переміщеннями,

� �

� �

� �

x xy

y yz

z zx

u

x

u

y x

y z

w

y

w

z

w

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�

, ,

, ,

,

v

v v

��
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

x

u

z
.

                      (1.3)

Рівняння сумісності деформацій Сен-Венана:

2

2

2

2

2

2x y xy xy yz zx

y x x y x z x y
,

22

2

2

2

2

2

x

y z yz yz zx xy

y z

z y y z y x y z

,

, 2
2

2

2

2

2

2

y

z x zx zx xy

z x

x z z x z y

,

,
z x x y

yz z2
2

.

   (1.4)



8

Закон Гука, коли напруження виражені через деформації: 

� �
��
�

�
�
� � �

� �
��
�

�

x x xy xy

y y

G T G

G

� �
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� �

� �
�

�
�

2
1 2

1

1 2

2
1 2

1

, ,

11 2

2
1 2

1

1 2

�
�

�
�

�

�
� �

� �
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� �

�
� � �

� �
��
�

�
�
� �

T G

G T

yz yz

z z zx

, ,

, GG

G
E

zx

x y z

�

�
� � � �

,

( )
, ,�

�
� � �

�

�












�










2 1

         (1.5)

де	 E – модуль пружності при розтягу-стиску, Па; 
	 G – модуль зсуву, Па; 
	 μ – коефіцієнт Пуассона; 
	 α – коефіцієнт лінійного температурного розширення, К–1.

Закон Гука, коли деформації виражені через напруження:

� � � � � � �
�

� � � � � � �
�

x x y z xy
xy

y y z x yz

E
T

G

E
T

� � � � �

� � � � �

1

1

[ ( )] ; ;

[ ( )] ; yyz

z z x y zx
zx

G

E
T

G

;

[ ( )] ; .� � � � � � �
�

� � � � �

�

�

�
�
�

�

�
�
�

1

          (1.6)

Умови сумісності, виражені через напруження у формі Бель-
трамі-Мітчела без урахування температурного поля:
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2
2

2

2

1

1
2

1

1

1

x

y

x

X

x

X

x

Y

y

Z

z
;

22

2

2
2

2

2
1

1

1
2

y

Y

y

X

x

Y

y

Z

z

zz

;

ZZ

z

X

x

Y

y

Z

z

x y

X

y

Y

xxy

1

1

1
2

2

;

;

;2
2

2
2

1

1

1

1

yz

zx

y z

Y

z

Z

y

z x

Z

x

X

z
,

         (1.7)

де	 � � � �� � �x y z , � �
�
�

�
�
�

�
�
�

2
2

2

2

2

2

2
( )

( ) ( ) ( )

x y z
 – оператор Лапласа.

Повні умови сумісності, виражені через напруження:

2

2

2

2

2

2

2

2
2 1x y x z y z

y x x y

22 2

2

2

2

2

2

2

2

2

xy

y z y x

x y
E

T

x

T

y

z y

;

y z y z
E

T

y

T

z
z x yz

2

2

2

2 2

2

2

2 1
22

2

2

2

2

2

2

2

2

;

z x z y x y

x z z x
2 1

1

2 2

2

2

2
zx

xy

z x
E

T

z

T

x

x z

;

yz zx x y z

x y y z
E

T

y z

2 2

1

;

y x y z z x
E

Tyz zx xy y z x
2 2

zz x

z y z x
zx xy yz z x y

;

1
2

xx y
E

T

x y

2

.

 (1.7’)
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Рівняння Ламе, що представляють собою рівняння рівно-
ваги елементарного паралелепіпеда, які пов’язують переміщення 
з об’ємними силами, запишуться як

� �
�

�
�

� � �
�
�

�
�

� �
�

�
�

� � �
�

2

2

1

1 2

2 1

1 2

1

1 2

2 1

u
x

X

G

T

x

y

Y

G

�
� �

�
�

�
� �

( )
,

( )v
11 2

1

1 2

2 1

1 2
2

�
�
�

� �
�

�
�

� � �
�
�

�
�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

�
�

�
� �

�
�

T

y

w
z

Z

G

T

z

,

( )
,

               (1.8)

де	 T – температурне поле, яке є функцією від координат, К.

Граничні умови до рівнянь Ламе, що представляють собою 
рівняння рівноваги елементарного тетраедра, які пов’язують 
переміщення і поверхневі сили, мають вигляд

p G
u

x

l
T

p G
y

m

x

y

�

�

�
�

�
�� � �

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�

� �
�

�
�

�

�
�

�
�
�

�
�
�

�

2

1 2
1

2

1

[ ( ) ] ,

v
��

� �
�

�
�

�

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�

� �
�

�

2
1

2

1 2
1

�
�� � �

�
�

�
�� � ��

[ ( ) ] ,

[ ( ) ]

T

p G
w

z

n
Tz ��
�

�
�

�

�

�
�
��




�
�
�
�

,

            (1.9)

де	 � � � �� � � �
�
�

�
�
�

�
�
�x y z

u

x y

w

z

v ; �
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

( ) ( ) ( ) ( )

�
l
x

m
y

n
z

 – похідна  

	 вздовж нормального вектора до поверхні; 
	 � � � �lu m nwv  – проєкція повного переміщення на нормаль- 
	 ний вектор до поверхні.

Переміщення за відомими деформаціями можливо знайти 
з використанням наступних залежностей:
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� �
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� � �
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       (1.10)

v v v v
� � �
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� � �

�
�

�
�
�

�
�
� � �
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� �
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�
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� � �z
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� �
�
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�
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�
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�
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�

�
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�
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� �
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� � �xx

�

�

�

�
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�

�

�
�
�
�
�

,

       (1.11)

w w x x
w
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y y
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dz
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� � �
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� � �
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� � �
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� �
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�

,

      (1.12)

де	 x0, y0, z0 – координати початкової точки інтегрування M; 
	 u0, v0, w0 – початкові переміщення, вважаючи досліджуване  
	 тіло абсолютно жорстким у точці М; 
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	 (∂u/∂y)0 – початковий кут повороту елемента dy у напрямку  
	 осі x (у площині xOy) у точці М, вважаючи досліджуване тіло  
	 абсолютно жорстким; 
	 пояснення для кутів повороту (∂u/∂z)0, (∂v/∂x)0, (∂v/∂z)0,  
	 (∂w/∂x)0, (∂w/∂y)0 аналогічні до попереднього (∂u/∂y)0.

Згадані шість початкових кутів повороту повинні задоволь-
няти умовам Коші (1.3):
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� �
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� �
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� �
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� �
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z

) ,
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0
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0

�
�

�
�
�

�
�
� �

�
�

�
�
�

�
�
� �

�

�
�
�

�
�
��

      (1.13)

Для зручності іноді використовують наступні залежності:

� � � � � �x yz zy y zx xz
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де	 ωx, ωy, ωz – кути повороту лінійних елементів навколо осей  
	 x, y, z відповідно. 

Згадані лінійні елементи бісектрують напрями між осями 
y і z, z і x, x та y відповідно. Величини ωx, ωy, ωz характеризують 
середнє обертання матеріалу в околі даної точки навколо відпо-
відної осі.

При знаходженні переміщень з використанням (1.10)–(1.12)  
обрано ізольовану координатну систему, яка не пов’язана 
з іншими тілами, закріпленнями тощо. Для постійних інтегру-
вання можливо прийняти довільні значення. Зокрема, так як 
переміщення тіла як твердого цілого не становлять інтересу, 
то всі шість значень u0, v0, w0 і три незалежні кути повороту  
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(три із (∂u/∂y)0, (∂u/∂z)0, (∂v/∂x)0, (∂v/∂z)0, (∂w/∂x)0, (∂w/∂y)0) мож-
ливо покласти рівними нулю.

Щоб виключити середні повороти в околі початкової 
точки, потрібно покласти рівними нулю компоненти поворотів  
(ωx)0 = (ωy)0 = (ωz)0 = 0, звідки з урахуванням (1.14) отримаємо
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   (1.15)

Використовуючи (1.15), за відомими кутовими деформаці-
ями можливо знайти кути повороту (∂u/∂y)0, (∂u/∂z)0, (∂v/∂x)0, 
(∂v/∂z)0, (∂w/∂x)0, (∂w/∂y)0, які задіяні у виразах для переміщень 
(1.10)–(1.12).

Іноді рівняння теорії пружності об’єднують у групи за тією 
чи іншою ознакою. В табл. 1.2 представлено одну з класифіка-
цій [1] рівнянь теорії пружності по групах.

Таблиця 1.2 – Групи рівнянь теорії пружності
№ групи Найменування групи Посилання на формулу

1.1 Рівняння рівноваги елементарного 
тетраедра (1.1)

1.2 Рівняння рівноваги елементарного 
паралелепіпеда (1.2)

2 Залежності Коші або геометричні 
залежності (1.3)

3 Закон Гука або фізичні залежності
(1.5) для σ = f(ε)
(1.6) для ε = f(σ)

Для багатозв’язних тіл знайдені переміщення повинні задо-
вольняти умовам однозначності:
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                  (1.16)

Для однозв’язних тіл умова (1.16) задовольняється авто-
матично, якщо деформації задовольняють умовам сумісності 
Сен-Венана.

1.2 Обернена задача теорії пружності

Оберненою задачею теорії пружності називається така 
задача, коли завданою є одна з груп НДС: переміщення, дефор-
мації або напруження, а потрібно знайти решту із двох груп, 
а також поверхневі та об’ємні сили, використовуючи основні 
рівняння теорії пружності. Температурне поле не розглядаємо. 

Існує три варіанти оберненої задачі теорії пружності. Кожен 
з варіантів допускає декілька способів вирішення. Варіанти 
оберненої задачі представлено в табл. 1.3.

Таблиця 1.3 – Варіанти розв’язання оберненої задачі
№ варіанта Задано Потрібно знайти

1 Переміщення Деформації, напруження, об’ємні 
та поверхневі сили

2 Деформації Переміщення, напруження, об’ємні 
та поверхневі сили

3 Напруження Деформації, переміщення, об’ємні 
та поверхневі сили

Нижче у вигляді блок-схем представлено послідовність вирі-
шення кожного з варіантів оберненої задачі теорії пружності.
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Відомо: деформації u, v, w. 
Знайти: напруження, переміщення,  
поверхневі та об’ємні сили.

За відомими 
переміщеннями 
знайти об’ємні сили 
за виразами Ламе (1.8) 
(не обов’язково)

За відомими 
переміщеннями знайти 
поверхневі сили 
за виразами (1.9) 
(не обов’язково)

За відомими 
напруженнями 
перевірити умови 
сумісності  
Бельтрамі-Мітчела 
(1.7) або (1.7′)

За відомими 
напруженнями 
знайти об’ємні 
сили за (1.2)

За відомими 
напруженнями 
знайти поверхневі 
сили за (1.1)

За відомими переміщеннями 
знайти деформації  
за залежностями Коші (1.3)

За відомими деформаціями 
знайти напруження 
за законом Гука (1.5) 

Перевірити умови сумісності 
деформацій Сен-Венана (1.4)

Рис. 1.1. Блок-схема алгоритму вирішення 1-го варіанта  
оберненої задачі теорії пружності

Перевірка умов сумісності за відомими деформаціями для 
першого варіанта не є обов’язковою. Вона використовується 
лише для контролю правильності знаходження залежностей 
деформацій. У навчальних цілях перевірку умов сумісності 
потрібно виконувати, щоб зробити висновок про можливість 
появи даного НДС у тілі.
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Відомо: деформації εх, εу, εz, γху, γуz, γzх
Знайти: напруження, переміщення, 
поверхневі та об’ємні сили.

За відомими 
деформаціями знайти 
переміщення за 
виразами (1.10)–(1.12), 
задовольняючи умову 
(1.16)

За відомими 
деформаціями  
знайти напруження 
за законом Гука (1.5)

За відомими 
напруженнями 
перевірити умови 
сумісності  
Бельтрамі-Мітчела 
(1.7) або (1.7′)

За відомими 
напруженнями 
знайти об’ємні 
сили за (1.2)

За відомими 
напруженнями 
знайти поверхневі 
сили за (1.1)

За відомими деформаціями 
перевірити умови сумісності 
деформацій Сен-Венана (1.4)

Рис. 1.2. Блок-схема алгоритму вирішення 2-го варіанта  
оберненої задачі теорії пружності

Для другого варіанта теорії пружності подальші обчислення 
можливі лише за умови задоволення умов сумісності деформа-
цій Сен-Венана. Якщо ці умови не виконуються, то подальше 
обчислення складових НДС не має сенсу.
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Відомо: напруження σх, σу, σz, τху, τуz, τzх

Знайти: деформації, переміщення, 
поверхневі та об’ємні сили.

За відомими 
напруженнями 
перевірити умови 
сумісності  
Бельтрамі-Мітчела 
(1.7) або (1.7′)

За відомими напруженнями 
перевірити умови сумісності  
Бельтрамі-Мітчела (1.7) або (1.7′)

За відомими 
напруженнями 
знайти об’ємні 
сили за (1.2)

За відомими 
напруженнями 
знайти поверхневі 
сили за (1.1)

За відомими деформаціями 
знайти переміщення за 
виразами (1.10)–(1.12), 
задовольняючи умову (1.16)

За відомими напруженнями 
знайти деформації за законом 
Гука (1.6) 

Рис. 1.3. Блок-схема алгоритму вирішення 3-го варіанта  
оберненої задачі теорії пружності

Для третього варіанта теорії пружності подальші обчис-
лення можливі лише за умови задоволення умов сумісності 
напружень Бельтрамі-Мітчела, при відсутності температурного 
поля, або більш загальних умов сумісності (1.7′) при наявності 
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температурного поля. Якщо ці умови сумісності не виконуються, 
то подальше обчислення складових НДС не має сенсу.

В тому чи іншому разі умови сумісності можливо використо-
вувати для перевірки правильності знаходження виразів складо-
вих НДС.

1.3 Приклад. Для заданого однозв’язного, ідеально пружного 
сталевого тіла (Ε = 2 · 105 МПа, μ = 0,3) в декартовій системі 
координат x, y, z задані переміщення u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z). 
Вважаючи, що ці переміщення спричинені тільки зовнішніми 
силами (без температури, T = 0), розв’язати обернену задачу тео-
рії пружності у наступній послідовності:

1)	 визначити деформації εx(x, y, z), γxy(x, y, z), ... , εz(x, y, z);
2)	 перевірити умови сумісності деформацій із п. 1;
3)	 обчислити напруження σx(x, y, z), τxy(x, y, z), ... , σz(x, y, z);
4)	 розрахувати об’ємні зовнішні сили X(x, y, z), Y(x, y, z), 

Z(x, y, z). 
5)	 знайти поверхневі зовнішні сили pvx(x, y, z), pvy(x, y, z), ... , 

pvz(x, y, z).
6)	 перевірити умови сумісності напружень із п. 31;
7)	 знайти одне з переміщень u, v, w за відомими деформа-

ціями і порівняти знайдені переміщення з заданими переміщен-
нями із п. 12.

Таблиця 1.4 – Вихідні дані
Задані закони  
переміщень, м

Пружне тіло, 
рис. Грань Відрізок xл /yл σ, τ

I II III IV V VI

u xy yz zx� � � � ��1 10 5 6 7 85 ( )

АBС ОС 0,5/1,0 σy, τxzv � � � � � ��2 10 6 7 8 95 2 2 2( )x y z

w x y z� � � � ��3 10 7 8 95 ( )( )

1	 Може не пропонуватися викладачем або одне-два рівняння на вибір викладача.
2	 Може не пропонуватися викладачем, але слугувати для загального ознайомлення.
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Розв’язання. Запропонована обернена задача відноситься 
до 1-го варіанта. Для її розв’язання скористаємось блок-схемою 
на рис. 1.1.

Випишемо вирази для переміщень

u xy yz zx

x y z

w
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                 (1.17)

1.	 Визначення деформацій. Підставивши вирази для пере-
міщень (1.17) у рівняння Коші (1.3), знайдемо деформації:
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20

2.	 Перевірка умови сумісності деформацій. Підставивши 
знайдені деформації (1.18) у рівняння сумісності деформацій 
Сен-Венана (1.4), отримаємо наступні співвідношення:
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 (1.19)

Всі умови сумісності деформацій Сен-Венана (1.19) задо-
вольняються. Це дає змогу зробити висновок про те, що вирази 
деформацій (1.18) визначені вірно. Поява даного НДС в тілі 
можлива.

3.	 Знаходження напружень. Для знаходження напружень 
попередньо обчислимо деякі допоміжні величини, такі як модуль 
зсуву G, Па, та суму лінійних деформацій θ. 

Модуль зсуву G, Па, знайдеться так:

G
E

�
�� �

�
�
�

� �
2 1

2 10

2 1 0 3

11
10

� ( , )
7,692 10 Па .            (1.20)

Сума лінійних деформацій θ знайдеться наступним чином:

� � � �� � � � � � � � � � �� � � �
x y z x y z2 7 10 3 3 10 7 10 1 89 104 4 5 3, , , .   (1.21)

Використовуючи закон Гука (1.5), за відомими деформаціями 
знайдемо напруження, беручи до уваги відсутність температур-
ного поля (T = 0):
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4.	 Визначення об’ємних сил. Об’ємні сили за відомими 
напруженнями визначимо з використанням рівняння рівноваги 
елементарного паралелепіпеда (1.2):
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5.	 Визначення поверхневих сил. Поверхневі сили за відо-
мими напруженнями визначимо з використанням рівняння рів-
новаги елементарного тетраедра (1.1):
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6.	 Перевірка умов сумісності за напруженнями. Так 
як температурне поле відсутнє, то для перевірки сумісності 
за напруженнями використаємо рівняння Бельтрамі-Мітчела. 
В результаті отримаємо
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Всі умови сумісності (1.25) задовольняються. Це означає, 
що вирази для напружень знайдені вірно, а також додатково 
підтверджує, що НДС з визначеними компонентами напружень 
можливий.

7.	 Визначення складової переміщення u за відомими 
деформаціями. Покажемо, як за відомими деформаціями мож-
ливо визначати переміщення на прикладі визначення складової 
переміщення u, використавши формулу (1.10). Запишемо цю 
формулу знову:
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Згідно з рекомендаціями підрозділу 1.1 покладемо u0 = 0, 
v0 = 0, w0 = 0. Координати початкової точки x0 = 0, y0 = 0, z0 = 0. 
За формулами (1.15) визначимо компоненти поворотів:

�
�

�

�
�

�

�
� �

�
�

�
�
�

�
�
� � �

�
�

�
�
�

�
�
� �

�
�

�

�
�

�

�
�

u

y x z

w

yxy

0 0
0

0 0

1

2
0

v v
( ) ,� �� � �

�
�

�
�
�

�
�
� �

�
�

�
�
�

�
�
� � � �

�1

2

1

2

0
4

0 0
0

( ) ,

( )

�

�

yz

zx

w

x

u

z

1,05 10

1,2 ��

�

�
�
�

�
�
�

�10 4.

 (1.27)

Послідовно визначимо складові інтегралу (1.26):
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Остаточно переміщення u, визначене за формулою (1.26), 
знайдеться як

u xy yz zx z xy yz zx� � � � � � � � � � � �� � � � �5 10 6 10 7 10 1 2 10 10 5 6 7 125 5 5 4 5, ( zz).  
u xy yz zx z xy yz zx� � � � � � � � � � � �� � � � �5 10 6 10 7 10 1 2 10 10 5 6 7 125 5 5 4 5, ( zz).                     (1.28)

Початкове переміщення u з умови задачі

u xy yz zx� � � � ��1 10 5 6 7 85 ( ).                    (1.29)

Відмінність між (1.28) та (1.29) має місце в останніх чле-
нах – 12z і 8. Ці члени визначають переміщення досліджуваного 
тіла як твердого цілого і залежать від вибору початкової точки. 
Наприклад, якщо початкова точка має координати: x0 = 1, y0 = 2, 
z0 = 3, то вираз для переміщення u, визначений формулою (1.26), 
запишеться

u xy yz zx y z� � � � � � ��1 10 5 6 7 47 23 5 235 ( , ).      (1.30)

Проте деформація εx, визначена за першою формулою Коші 
(1.3) з використанням трьох виразів (1.28), (1.29), (1.30) для u, 
є однією і тією ж:
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2 ДОСЛІДЖЕННЯ ЗОВНІШНЬОГО НАВАНТАЖЕННЯ 
ТА КОМПОНЕНТІВ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО 

СТАНУ ЗАДАНОГО ПРУЖНОГО ТІЛА

В рамках дослідження зовнішнього навантаження та ком-
понентів НДС у вибраних геометричних місцях: точках, лініях, 
поверхнях будуються епюри зовнішнього навантаження та скла-
дових НДС. Послідовність або програма дослідження складових 
НДС у тілі може бути дуже різноманітна. 

В загальному випадку, коли має місце складна геометрія тіла, 
то для побудови епюр складових НДС на цій геометрії обирається/
визначається певна сукупність точок, для яких визначаються коор-
динати та напрямні косинуси за потреби. Підставляючи коорди-
нати цих точок у функціональні залежності досліджуваних скла-
дових НДС, отримуємо їх відповідні значення для кожної з точок, 
які можна використати при побудові епюр.

При графічному зображенні обраної складової НДС усі її 
розраховані величини відкладаються в певному масштабі для 
однієї епюри, а вже потім на готовій епюрі вказуються її додат-
кові атрибути, такі як напрям, знак, значення в обраних точках 
при необхідності.

Для простих типів поверхонь можливо отримати аналітичні 
залежності, які визначають закон досліджуваних складових НДС 
в залежності від координати на лінії або поверхні.

На прикладі покажемо можливу послідовність дослідження 
зовнішнього навантаження та складових НДС у тілі.
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2.1 Приклад. Для заданого в прикладі 1.1 тіла з відомими 
складовими НДС та зовнішніми силами виконати: 

1)	 графічно показати дію поверхневих сил на тіло та опи-
сати прості види деформування, які виникають при їх дії; 

2)	 визначити складові головного вектора та головного 
моменту поверхневих сил, які діють на задану частину поверхні 
(грань) (табл. 1.4, III); 

3)	 побудувати епюри компонентів переміщень u, v, w  
точок тіла, розташованих на заданому прямолінійному відрізку 
(табл. 1.4, IV);

4)	 побудувати епюри вказаних компонентів напружень 
σ і τ (табл. 1.4, VI) вздовж прямої лінії з заданими координатами 
(табл. 1.4, V).

Розв’язання. Досліджуване тіло, що являє собою тетра-
едр, представлене на рис. 2.1. Характерні розміри становлять: 
ОВ = 2 см, ОС = 3 см, ОА = 4 см.

Рис. 2.1. Досліджуване тіло

1.	 Дослідження поверхневих сил. Для дослідження 
поверхневих сил, що діють на поверхню тіла, скористаємось 
залежностями для поверхневих сил (1.24), що були отримані 
в прикладі 1.1 з використанням рівнянь рівноваги елементарного 
тетраедра. Залежності лінійно залежать від координат, а тому 
для побудови складових НДС достатньо лише три точки. Під-
ставляючи координати точок, що належать поверхні/поверхням 
у рівняння (1.24), отримаємо значення складових поверхневих 
сил у цих точках. Обчислення виконаємо в табличному вигляді 
для кожної грані тетраедра на рис. 2.1.
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Таблиця 2.1 – Складові поверхневих сил для грані АОС

№ 
з/п Точка

Атрибути точки
Складові поверхневих сил,  

Н/м2Координати, 
м

Напрямні 
косинуси

x y z l m n pνx pνy pνz

1 А 0 0 4 –1 0 0 2,93E+08 –1,85E+07 –6,46E+07
2 О 0 0 0 –1 0 0 2,18E+08 0 1,85E+07
3 С 0 3 0 –1 0 0 8,08E+07 0 1,15E+07

Таблиця 2.2 – Складові поверхневих сил для грані ВОС

№ 
з/п Точка

Атрибути точки
Складові поверхневих сил,  

Н/м2Координати, 
м

Напрямні 
косинуси

x y z l m n pνx pνy pνz

1 В 2 0 0 0 0 –1 2,92E+07 –1,15E+07 3,63E+08
2 О 0 0 0 0 0 –1 1,85E+07 –1,62E+07 5,09E+08
3 С 0 3 0 0 0 –1 1,15E+07 –1,62E+07 3,95E+08

Таблиця 2.3 – Складові поверхневих сил для грані ВОА

№ 
з/п Точка

Атрибути точки
Складові поверхневих сил, Н/м2Координати, 

м
Напрямні 
косинуси

x y z l m n pνx pνy pνz

1 В 2 0 0 0 –1 0 2,92E+07 1,56E+08 –1,15E+07
2 О 0 0 0 0 –1 0 0 2,18E+08 –1,62E+07
3 А 0 0 4 0 –1 0 –1,85E+07 2,50E+08 8,23E+07

Таблиця 2.4 – Складові поверхневих сил для грані АВС

№ 
з/п Точка

Атрибути точки
Складові поверхневих  

сил, Н/м2Координати, 
м

Напрямні  
косинуси

x y z l m n pνx pνy pνz

1 А 0 0 4 0,76822 0,51215 0,38411 –1,91E+08 –1,46E+08 –2,00E+08
2 В 2 0 0 0,76822 0,51215 0,38411 –1,46E+08 –9,78E+07 –1,56E+08
3 С 0 3 0 0,76822 0,51215 0,38411 –6,65E+07 1,92E+07 –1,52E+08
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Епюри поверхневих сил по гранях показано на рис. 2.2. 
Позитивний напрям складових поверхневих сил – уздовж зов-
нішньої нормалі.

а)                                            б)

в)
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г)
Рис. 2.2. Епюри поверхневих сил

2.	 Визначення складових головного вектора та голов-
ного моменту поверхневих сил. Складові головного вектора та 
головного моменту зовнішніх сил визначаються за формулами
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              (2.1)

де	 Rx, y, z – складові головного вектора поверхневих сил; 
	 Px, y, z – складові головного вектора об’ємних сил; 
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	 Mx, y, z – складові головного моменту поверхневих сил; 
	 Tx, y, z – складові головного моменту об’ємних сил.

Складові головного вектора та головного моменту всіх зов-
нішніх сил, які діють на тіло, повинні задовольняти залежностям
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де	 F – область визначення поверхневого інтегралу; 
	 V – область визначення об’ємного інтегралу.

Необхідно зауважити, що складові головного моменту обчис-
люються відносно початку координат.

Зведемо інтеграли (2.2) до поверхневих, а потім до кратних. 
Інтеграли (2.2) – це поверхневі інтеграли першого роду. Для три-
вимірного простору поверхневі інтеграли можуть бути зведені 
до кратних одним із трьох способів:
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де	 f(x, y, z) – підінтегральний вираз із (2.2); 
	 z = z(x, y) – поверхня, що проєктується на область Oxy; 
	 y = y(z, x) – поверхня, що проєктується на область Ozx; 
	 x = x(y, z) – поверхня, що проєктується на область Oyz.

Площину АВС можна задати рівнянням у відрізках

x y z

2 10 3 10 4 10
1

2 2 2�
�

�
�

�
�� � � .                      (2.4)

Скористаймося першим виразом (2.3) для обчислення поверх-
невого інтегралу. Тоді рівняння поверхні (2.4) запишеться так:
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.                    (2.5)

Похідні ∂z/∂x і ∂z/∂y визначаться виразами
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; .                            (2.6)

Напрямні косинуси для площини АВС є постійними і станов-
лять згідно з табл. 2.4: 

l m n= = =0 76822 0 51215 0 38411, ; , ; , .               (2.7)
Підставляючи (2.6) у підкореневий вираз першої фор-

мули (2.3), отримаємо наступне:
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z
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( ) 2,6034.    (2.8)

Підставляючи послідовно числові значення G, μ і напрям-
них косинусів (2.7) в (1.24), а потім отриманий результат у (2.2), 
отримуємо підінтегральні вирази для визначення складових 
головного вектора та головного моменту. Далі підставляємо 
ці підінтегральні вирази в перший вираз (2.3), з урахуванням 
(2.5), (2.8). В результаті отримаємо інтеграли для визначення 
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складових головного вектора та головного моменту поверхневих 
сил на площині АВС:
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  (2.9)

Границі інтегрування інтегралів (2.9) можуть бути записані 
у вигляді
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де	 φ(x, y) – будь-який підінтегральний вираз із (2.9).

Обчислюючи інтеграли (2.9) з границями (2.10), отриму-
ємо наступні числові значення складових головного вектора та 
головного моменту поверхневих сил, що діють на грань АВС:
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Розглянемо обчислення складових головного вектора поверх-
невих сил на інші грані досліджуваного тіла, такі як АОС,  
ВОС, ВОА.

Грань АОС визначається рівнянням x = 0. Для обчислення 
поверхневого інтегралу зручно скористатися третім виразом (2.3).  
Очевидно, що підкореневий вираз третього виразу (2.3) дорів-
нює одиниці. Напрямні косинуси для грані АОС становлять:  
l = –1; m = 0; n = 0. 

З урахуванням сказаного вище, вирази для визначення скла-
дових головного вектора і головного моменту поверхневих сил 
для грані АОС визначаються залежностями
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Границі інтегрування для грані АОС можуть бути визначені 
наступним чином:
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де	 φ(y, z) – будь-який підінтегральний вираз із (2.12).
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Обчислюючи інтеграли (2.12) з границями (2.13), отриму-
ємо наступні числові значення складових головного вектора та 
головного моменту поверхневих сил, що діють на грань АОС:
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Числові значення складових головного вектора та головного 
моменту поверхневих сил, що діють на решту граней, а саме на 
грані ВОС та ВОА, становлять
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Значення об’ємних сил X, Y, Z, які визначені залеж-
ностями  (1.23), з урахуваннями числових значень G, μ,  
становлять

X Y Z� � �� � � � �5 1921 10 4 19214 10 1 3461 107 7 7, , ,; ; .Н/м Н/м Н/м3 3 3  

X Y Z� � �� � � � �5 1921 10 4 19214 10 1 3461 107 7 7, , ,; ; .Н/м Н/м Н/м3 3 3                        
 (2.17)

Підставляючи (2.17) у (2.1), отримаємо складові головного 
вектора та головного моменту об’ємних сил, які визначаться 
наступними інтегралами:
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Границі інтегрування для інтегралів (2.18) можуть бути пред-
ставлені у вигляді
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де	 ψ(x, y, z) – будь-який підінтегральний вираз із (2.18).

Наприклад, складова Px визначиться залежністю
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Обчисливши інтеграли (2.18), отримаємо числові значення 
складових головного вектора та головного моменту об’ємних 
сил:
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Сумарні складові поверхневих сил визначаються 
залежностями
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Підставляючи (2.21) і (2.20) в (2.2), отримаємо
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     (2.22)

Задоволення рівнянь рівноваги (2.2) або (2.22) означає, 
що при заданій системі поверхневих і об’ємних зовнішніх 
сил тіло перебуває в стані рівноваги. Це додатково підтвер-
джує, що вирази для напружень, поверхневих та об’ємних сил 
знайдені вірно.

3.	 Побудова епюр компонентів переміщень. Епюри ком-
понентів переміщень u, v, w точок тіла, розташованих на заданому 



38

прямолінійному відрізку OС (табл. 1.4, IV), показано на рис. 2.3. 
Епюри u, v, w були побудовані згідно із значеннями, представле-
ними в табл. 2.5. Так як закони переміщень завдані квадратич-
ними законами, то для їх однозначного визначення достатньо 
три точки на обраній лінії ОС. Допоміжна точка D лежить посе-
редині відрізка ОС.

Таблиця 2.5 – Значення переміщень u, v, w на лінії OС
№ 
з/п Точка

Координати, м Переміщення, м
x y z u v w

1 О 0 0 0 8·10–5 1,8·10–4 1,68·10–3

2 D 0 1,5 0 8·10–5 4,95·10–4 2·10–3

3 С 0 3 0 8·10–5 1,44·10–3 2,31·10–3

Рис. 2.3. Епюри переміщень на заданій лінії ОС
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4.	 Побудова епюр компонентів напружень. Згідно 
з табл. 1.4 (див. приклад 1.3) потрібно побудувати епюри напру-
жень σy, τxz вздовж лінії, що паралельна осі x та проходить через 
точку xл = 0,5, yл = 1,0. Для визначення напрямку заданих складо-
вих напружень скористаймося рис. 2.4, де представлено додатні 
напрями напружень або правила знаків.

Рис. 2.4. Додатні напрями напружень або правила знаків

На рис. 2.5 представлено складові напружень σy, τxz, побудовані 
вздовж лінії, яка проходить через точку xл = 0,5, yл = 1,0 та пара-
лельна осі х. Епюри σy, τxz побудовані згідно з даними табл. 2.6.

Таблиця 2.6 – Значення напружень σy, τxz на заданій лінії

№ з/п Точка
Координати, м Напруження, МПа

x y z σy τxz

1 E 0,5 1 0 –121 –18,8
2 F 0,5 1 0,833 –128 –1,54
3 G 0,5 1 1,667 –135 15,8
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Рис. 2.5. Епюри напружень σy, τxz вздовж заданої лінії
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3 ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО 
СТАНУ В ТОЧКАХ ПРУЖНОГО ТІЛА

Дослідження напружено-деформованого стану (НДС) у точці 
тіла передбачає різноманітні маніпуляції з напруженнями та 
деформаціями за їх відомими тензорами. До цих маніпуляцій 
можуть бути віднесені: знаходження головних напружень та 
деформацій і відповідних положень головних площадок; визна-
чення найбільших дотичних напружень і кутових деформацій, 
приведених напружень та деформацій, специфічних напружень 
і деформацій (наприклад октаедричних); дослідження девіато-
рів та шарових тензорів; перетворення напружень і деформацій 
при повороті координатних осей; обчислення повних, повних 
нормальних і повних дотичних напружень тощо. У ході дослі-
дження НДС в точці тіла можуть виникнути інші нетривіальні, 
тут не перелічені задачі.

3.1 Визначення головних напружень

Головні напруження – це напруження, що діють на головних 
площадках. Головні площадки – це такі елементарні площадки 
(елементарного паралелепіпеду), які виділені в околі точки, де 
відсутні дотичні напруження. У тривимірному просторі є три вза-
ємно ортогональні головні площадки. У двовимірному просторі 
таких площадок дві. Для будь-якого довільного напруженого 
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стану початкові координатні осі завжди можна повернути таким 
чином, що дотичні напруження на нових взаємно перпендику-
лярних площадках, визначених відносно нових повернутих осей, 
зникнуть. Саме ці площадки, де дотичні напруження відсутні, 
є головними площадками, а нормальні напруження на цих голов-
них площадках називаються головними напруженнями.

Головні напруження можуть бути знайдені з наступного нелі-
нійного кубічного рівняння:
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Величини I1, I2, I3 називаються інваріантами напружень. Інва-
ріанти напружень не залежать від вибору координатної системи. 
Тобто, в певній точці для різних координатних систем є відпо-
відно різні тензори напружень (і деформацій). Проте інваріанти 
напружень (і деформацій), обчислені за цими тензорами, будуть 
завжди однакові.

Кубічне рівняння (3.1) має три дійсні корені σ1, σ2, σ3, які 
є головними напруженнями та повинні бути впорядковані згідно 
з умовою σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. Ці корені (головні напруження) можна 
знайти чисельно або аналітично. Аналітично головні напруження 
можливо обчислити відповідно до наступних залежностей [2]:
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У наведених формулах позначено наступне: ψσ – кут виду 
напруженого стану; σi – інтенсивність напружень; I3(Dσ) – третій 
інваріант девіатора напружень Dσ; σ0 – середні напруження.

Найбільші дотичні напруження τ1, τ2, τ3, які діють на площад-
ках, що бісектрують площадки головних напружень, обчислю-
ються за формулами:

�
� �

� �
� �

�
� �

1
2 3

2
1 3

3
1 2

2 2 2
�

�
� �

�
�

�
, ,max .         (3.9)

На рис. 3.1 показані площадки, де діють найбільші дотичні 
напруження.
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Рис. 3.1. Площадки, де діють найбільші дотичні напруження

3.2 Визначення головних деформацій

Головні деформації – це деформації, що відповідають голов-
ним напруженням. Є декілька способів знаходження голов-
них деформацій. Якщо відомі головні напруження σ1, σ2, σ3, то 
головні деформації можуть бути обчислені залежностями
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де	 ε1, ε2, ε3 – головні лінійні деформації; 
	 γ12, γ23, γ31 – головні кутові деформації.

Але якщо відомий тільки тензор деформацій, то головні 
деформації можна обчислити шляхом вирішення наступного 
нелінійного кубічного рівняння:
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де εxy = γxy /2, εyz = γyz /2, εzx = γzx /2.

Величини I1, I2, I3 в останніх рівняннях називаються інварі-
антами деформацій і мають ті ж властивості, що й інваріанти 
напружень.

Кубічне рівняння (3.11) має три дійсні корені ε1, ε2, ε3, які 
є головними деформаціями та повинні бути впорядковані згідно 
з умовою ε1 ≥ ε2 ≥ ε3. Ці корені (головні деформації) можна знайти 
чисельно або аналітично. Аналітично головні деформації мож-
ливо обчислити згідно з наведеними нижче залежностями [2]:
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Найбільші кутові деформації γ1, γ2, γ3, що відповідають най-
більшим дотичним напруженням τ1, τ2, τ3, можуть бути знайдені 
з використанням наступних залежностей:
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3.3 Встановлення положення головних площадок

Перший спосіб. Положення головних площадок може бути 
знайдене декількома способами. В рамках найпростішого спо-
собу [3] напрямні косинуси можуть бути знайдені з наступної 
системи:
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При цьому напрямні косинуси повинні задовольняти 
залежностям

l m n2 2 2 1� � � .                            (3.21)

Покажемо знаходження напрямних косинусів l1, m1, n1 для 
головного напруження σ1. Так як визначник (3.20) дорівнює 
нулю, то залишається лише два незалежних рівняння із (3.20), 
з яких два напрямних косинуси можуть виражені через третій. 
Наприклад:

m a l n b l1 1 1 1 1 1= =, ,                          (3.22)

де	 a1, b1 – невідомі коефіцієнти, які потрібно визначити.

Підставляючи (3.22) в (3.21), отримаємо вирази для обчис-
лення напрямних косинусів:
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Підставляючи (3.22) в (3.20), отримуємо систему рівнянь
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Вирішуючи будь-які два рівняння з останньої системи (3.24),  
знаходимо невідомі a1, b1. Аналогічно можуть бути знайдені 
напрямні косинуси для σ2 та σ3, підставляючи послідовно σν = σ2, 
σν = σ3 в (3.20) або σ1 = σ2, σ1 = σ3 в (3.24). Іноді система з двох 
рівнянь для знаходження a1 та b1 є виродженою. В цьому випадку 
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замість (3.22) слід долучити до вирішення іншу комбінацію 
напрямних косинусів, наприклад

l a m n bm1 1 1 1 1 1= =, ,                           (3.25)

l a n m b n1 1 1 1 1 1= =, ,                           (3.26)

Наприклад, якщо підставити (3.25) в (3.20), то система для 
знаходження невідомих a1, b1 буде мати вигляд
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Але необхідно звернути увагу на те, що напрямні косинуси 
в цьому випадку будуть обчислюватися за формулами
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Для комбінації напрямних косинусів (3.26) отримуємо 
відповідно
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Зведемо в таблицю (табл. 3.1) необхідні залежності для 
визначення напрямних косинусів головних площадок на при-
кладі для площадки σ1.
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Таблиця 3.1 – Залежності для визначення головних площадок

№ з/п Вирішальна система (обрати 
будь-які два рівняння з трьох) Напрямні косинуси
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Таким чином, враховуючи те, що система для знаходження 
a1, b1 може бути виродженою, більш загальний алгоритм обчис-
лення напрямних косинусів площадки σ1 може бути представ-
лений наступним чином. У табл. 3.1 для певного номеру рядка 
(стовпець I) з системи рівнянь (стовпець II) обираємо будь-яких 
два рівняння, з яких знаходимо a1 та b1, а потім обчислюємо від-
повідні напрямні косинуси (стовпець III). Якщо обрана система 
є виродженою, потрібно спробувати іншу систему з іншого рядка 
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табл. 3.1. Решту напрямних косинусів для головних напружень 
σ2,3 можливо знайти аналогічно, замінивши індекс «1» відпо-
відно на індекси «2», «3» у формулах табл. 3.1.

Другий спосіб. Другий спосіб ґрунтується на використанні 
рівнянь перетворення компонентів напружень при повороті 
координатних осей, які мають вигляд
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або на використанні залежностей перетворення компонентів 
деформацій при повороті координатних осей, які запишуться
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де	 x, y, z – осі старої координатної системи; 
	 x', y', z' – осі нової координатної системи; 
	 l1, 2, 3, m1, 2, 3, n1, 2, 3 – напрямні косинуси, зміст яких зрозуміло  
	 з табл. 3.2. 

Наприклад, нова вісь x' має напрямні косинуси x' (l1, m1, n1) 
відносно старих осей x, y, z.

Таблиця 3.2 – Напрямні косинуси

Старі осі
Нові осі

x' y' z'
x l1 l2 l3

y m1 m2 m3

z n1 n2 n3

 
Поклавши у формулах (3.31), (3.32) наступне: x' відповідає 

головному напрямку 1; y' – 2; z' – 3, а також враховуючи у (3.31) 
і (3.32), що τx'y' = 0, τy'z' = 0, τz'x' = 0, γx'y' = 0, γy'z' = 0, γz'x' = 0, що 
еквівалентно τ12 = 0, τ23 = 0, τ31 = 0, γ12 = 0, γ23 = 0, γ31 = 0, отри-
муємо з (3.31), (3.32) наступні нелінійні системи для визначення 
напрямних косинусів головних площадок:
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Систему рівнянь (3.33) і/або (3.34) необхідно доповнити 
трьома будь-якими рівняннями умов ортогональності напрямних 
косинусів із залежностей (3.35) (див. нижче).

Перевірка правильності. Знайдені напрямні косинуси 
головних площадок повинні задовольняти наступним умовам 
ортогональності:
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Перевірку також можливо проводити за допомогою рівнянь 
табл. 3.1 (стовпець II) та рівнянь (3.33), (3.34).

3.4 Інші перетворення напружень

3.4.1 Повні, повні нормальні та повні дотичні напру-
ження. Повні напруження pν, повні нормальні напруження σν 
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та повні дотичні напруження τν, що діють на площадці ν(l, m, n), 
пов’язані залежностями

p p p px y z� � � � � �� �2 2 2 2 2 2� � � � � ,                   (3.36)

�� � � �� � �p l p m p nx y z ,                       (3.37)

� �� � �
2 2 2� �p .                              (3.38)

3.4.2 Октаедричні напруження та деформації. Октаедричні 
напруження та деформації – це такі напруження і деформації, 
які діють на октаедричних елементарних площадках, що рівно-
нахилені до головних площадок. Октаедричних площадок налі-
чується вісім.

Напрямні косинуси нормальних векторів октаедричних пло-
щадок такі:
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Нормальні октаедричні σoct та дотичні октаедричні τoct напру-
ження визначаються за формулами
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де	 σ0 – середні нормальні напруження в точці.

Інтенсивність напружень σi пов’язана з дотичними октае-
дричними напруженнями τoct співвідношенням

� �i oct�
3

2
.                              (3.41)

Лінійні октаедричні εoct та кутові октаедричні γoct деформації 
визначаються залежностями
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де	 ε0 – середні лінійні деформації в точці.

Інтенсивність деформацій εi пов’язана з кутовими октаедрич-
ними деформаціями γoct співвідношенням
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i
oct�
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.                                (3.43)

3.4.3 Теорії міцності. Класичні чотири теорії міцності визна-
чаються наступним чином.

1-а теорія міцності називається теорією найбільших нор-
мальних напружень. Якщо є впорядковані головні напруження  
σ1 ≥ σ2 ≥ σ3, то еквівалентні напруження можуть бути визначені 
за допомогою простих залежностей:
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Перший вираз (3.44) визначає еквівалентні напруження для 
простого розтягу, а другий – еквівалентні напруження для про-
стого стиску.

2-а теорія міцності називається теорією найбільших ліній-
них деформацій. Існує два вирази для еквівалентних напружень: 
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Перший вираз (3.45) визначає еквівалентні напруження 
для простого розтягу, а другий – еквівалентні напруження 
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для  простого стиску. Еквівалентні напруження визначені (3.45) 
повинні розглядатися разом при оцінці міцності.

3-я теорія міцності називається теорією найбільших дотич-
них напружень, або Кулона-Треска. Еквівалентні напруження 
для цієї теорії можуть бути визначені залежністю

� � �eq � �1 3 .                             (3.46)
4-а теорія міцності називається теорією питомої потен-

ціальної енергії деформації формозміни або теорією Мізеса 
(Мізеса-Губера) (Richard Edler von Mises і Maksymilian Tytus 
Huber). Еквівалентні напруження за цією теорією визначаються 
залежностями
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Розглянемо на прикладі дослідження НДС у точці.

3.5 Приклад. Для заданого в прикладі 1.1 тіла з відомими 
компонентами напружено-деформованого стану визначити: 

1)	 головні напруження та деформації і положення головних 
площадок у точці М; 

2)	 найбільші дотичні напруження і кутові деформації 
в точці М, умовно показати площадки (по відношенню до голов-
них), в яких діють ці напруження; 

3)	 величини зведених/еквівалентних напружень у точці М  
за чотирма класичними гіпотезами міцності, а також відпо-
відні запаси міцності по відношенню до границі плинності 
матеріалу σт; 

4)	 повне, повне нормальне, повне дотичне напруження 
в точці N на площадці з нормаллю ν; напрямок повного напру-
ження і графічно показати його положення; 
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5)	 компоненти переміщень u, v, w і повне переміщення s  
точки N, а також його напрямок і графічно зобразити цей вектор s. 

Матеріал тіла сталь Ст3 з наступними механічними характе-
ристиками: E = 2·1011 Па; μ = 0,3; σт = 235 МПа.

Таблиця 3.3 – Вихідні дані
Пружне тіло, 

рис. M(x, y, z) N(x, y, z)
Напрямні косинуси площадки ν

l m n
Рис.  
з табл. 1.4, II (0,5; 0,25; 1) (0,5; 1; 1,5) 0,5409 0,7212 0,4327

Розв’язання. Підставляючи координати точки M(0,5; 0; 1) 
у вирази для деформацій (1.18) та напружень (1.22), отримуємо 
наступні числові значення компонентів напружень і деформацій 
у точці М:
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           (3.48)

1.	 Визначення головних напружень і деформацій, 
а також положення головних площадок у точці М. 

Знаходження головних напружень. Обчислюючи інварі-
анти напружень за (3.2), отримуємо
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Вирішуючи кубічне рівняння (3.1): � � �� � �
3

1
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2 3 0� � � �I I I , де 
I1,2,3 визначені за (3.49), отримуємо наступні значення головних 
напружень:

� � �1
8

2
8

3
81 8959 10 2 1025 10 4 7137 10� � � � � � � � �, , ,; ;Па Па Па.

� � �1
8

2
8

3
81 8959 10 2 1025 10 4 7137 10� � � � � � � � �, , ,; ;Па Па Па.                         (3.50)

Виконаємо перевірку правильності знаходження головних 
напружень σ1,2,3, обчисливши інваріанти за (3.2) з використан- 
ням σ1,2,3:
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        (3.51)

Інваріанти (3.49) та (3.51) однакові, що свідчить про пра-
вильність обчислення головних напружень σ1,2,3.

Розрахунок головних деформацій. За відомими значеннями 
головних напружень σ1,2,3 головні деформації ε1,2,3 запишуться 
так:
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Знайдемо головні деформації ε1,2,3 в інший спосіб з викорис-
танням рівняння (3.11). Обчислюючи інваріанти тензору дефор-
мацій за (3.12), отримуємо

I T
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 (3.53)

і розв’язуючи кубічне рівняння (3.11): � � �� � �
3

1
2

2 3 0� � � �I I I , де 
інваріанти I1,2,3 визначені за (3.53), отримуємо наступні значення 
головних деформацій:

� � �1
5

2
5

3
37 4467 10 5 9829 10 1 7571 10� � � � � � � �� � �, , ,; ; .   (3.54)

Виконаємо перевірку правильності знаходження головних 
деформацій ε1,2,3, обчисливши інваріанти за (3.12), з використан-
ням ε1,2,3:
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            (3.55)

Інваріанти (3.53) та (3.55) однакові, що свідчить про пра-
вильність обчислення головних деформацій ε1,2,3. Головні дефор-
мації, обчислені за (3.52) та (3.54), не відрізняються між собою  
(не більше ніж на 4·10–3 %). При практичному обчисленні голов-
них деформацій доцільно скористатися одним із способів.

Встановлення положення головних площадок. Напрямні 
косинуси головних площадок будемо визначати з використанням 
двох рівнянь першої системи з табл. 3.1, стовбець II. Провівши 
відповідні обчислення, отримуємо значення напрямних косину-
сів (з верхніми знаками):
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          (3.56)

Виконаємо перевірки умов взаємної ортогональності знайде-
них напрямних косинусів за (3.35):
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  (3.57)

Всі умови ортогональності (3.57) виконуються, що свідчить 
про правильність обчислення напрямних косинусів (3.56) голов-
них площадок.
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2.	 Найбільші дотичні напруження і кутові деформації 
в точці М. Найбільші дотичні напруження τ1,2,3 обчислюються за 
формулами (3.9):
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 (3.58)

Найбільші кутові деформації γ1,2,3 знайдуться за форму- 
лами (3.13):
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          (3.59)

На рис. 3.2 показані площадки, де діють найбільші дотичні 
напруження.

Рис. 3.2. Площадки, де діють найбільші дотичні напруження
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3.	 Еквівалентні напруження в точці М. Еквівалентні 
напруження за 1-ю теорією міцності визначаються залежнос- 
тями (3.44):
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Еквівалентні напруження за 2-ою теорією міцності визнача-
ються формулами (3.45):
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  (3.61)

Еквівалентні напруження за 3-ою теорією міцності обчислю-
ються за (3.46):

� � �eq � � � � �� � � � �1 3
8 8 81 8959 10 4 7137 10 2 8177 10, , ,( ) Па.   (3.62)

Еквівалентні напруження за 4-ою теорією міцності визнача-
ються залежностями (3.47):
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 (3.63)

Коефіцієнт запасу міцності по відношенню до границі плин-
ності обчислюється за загальною формулою 

n s

eq

�
�
�

,                                 (3.64)
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де	 σs – границя плинності; 
	 σeq – еквівалентні напруження, обчислені за однією з теорій  
	 міцності (3.60)–(3.63). 

Міцність забезпечена, якщо n > 1. У противному випадку 
умова міцності не виконується. Обчислення запасу міцності 
представлено в табл. 3.4.

Таблиця 3.4 – Обчислення запасу міцності

№ 
теорії Формула

Значення 
зведеного 

напруження
Коефіцієнт 

запасу міцності
Виконання 

умови міцності

1 (3.60) –4,7137·108 0,5 не виконано
2 (3.61), 1-а 1,4893·107 15,78 забезпечена

(3.61), 2-а –3,5141·108 0,67 не виконано
3 (3.62) 2,8177·108 0,83 не виконано
4 (3.63) 2,7203·108 0,86 не виконано

4.	 Повне, повне нормальне, повне дотичне напру-
ження в точці N. Повне нормальне напруження обчислюється 
за формулою (3.36): p p p px y z� � � �

2 2 2 2� � � , де pνx, pνy, pνz визнача-
ються за (1.24), підставляючи координати точки N(x = 0,5; y = 1; 
z = 1,5) та напрямні косинуси площадки ν(l = 0,5409; m = 0,7212; 
n = 0,4327) з табл. 3.3. 

Складові pνx, pνy, pνz для точки N і нормалі ν становлять

p p px y z� � �� � �� � � � � �9 5014 10 1 0594 10 2 0236 107 8 8, , ,; ;Н/м Н/м Н/м2 2 22. 

p p px y z� � �� � �� � � � � �9 5014 10 1 0594 10 2 0236 107 8 8, , ,; ;Н/м Н/м Н/м2 2 22.                        (3.65)

Підставляючи (3.65) у (3.36)–(3.38), отримаємо значення пов-
них pν, повних нормальних σν і повних дотичних τν напружень:

p p p px y z� � � �� � � � � �

�
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� �

2 2 2 2 27 89 5014 10 1 0594 10

2 0236

( ) ( )

(

, ,

,) 110 2 4739 108 82) ,,�

�
�
�

��� Па
  (3.66)
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�� � � �� � � � �� � � � � � �p l p m p nx y z 9 5014 10 0 5409 1 0594 10 0 72127 8, , ( , ) ,
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��( , ) , , ,2 0236 10 0 4327 2 1536 108 8 Па
 (3.67)

� �� � �� � � � �� � � �p2 2 2 28 8 82 4739 10 2 1536 10 1 2174 10( ) ( ) ., , , Па   (3.68)

Напрямні косинуси (lp, mp, np) повного напруження pν:
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 (3.69)

Напрямні косинуси (lτ, mτ, nτ) повного дотичного напруження 
τν визначаються з системи рівнянь

l l m m n n

l l m m n n

l m n n m m l n

p p p

p p p
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�
�n l n l m m lp p p) ( ) ,� 0

        (3.70)

де	 β – кут, який визначається залежністю

�
�

� �� � � � � � � �
2

; arccos( ).l l m m n np p p            (3.71)

Система рівнянь (3.70) пояснюється наступним чином 
(рис.  3.3). Перше рівняння (3.70) обґрунтоване тим, що повне 
нормальне напруження σν і повне дотичне напруження τν є вза-
ємно перпендикулярними векторами, а тому скалярний добуток 
між ними дорівнює нулю. Друге рівняння (3.70) – це скаляр-
ний добуток між повним напруженням pν і τν. Очевидно, що кут 
β визначається за (3.71), де кут α між pν і σν визначається за допо-
могою скалярного добутку. Третє рівняння – це рівність нулю 
мішаного добутку векторів τν, pν, σν, тому що ці всі три вектори 
компланарні.
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Рис. 3.3. Повне, повне нормальне та повне дотичне напруження

Підставляючи значення напрямних косинусів ν(l = 0,5409; 
m = 0,7212; n = 0,4327) з табл. 3.3 та (lp = –0,3841; mp = –0,4282; 
np = –0,8180) в (3.70) і розв’язуючи отриману систему, знайдемо 
значення напрямних косинусів (lτ, mτ, nτ) повного дотичного 
напруження τν, які становлять

l m n� � �� � � �0 0 0,1765; ,4057; ,8969.             (3.72)

Зображувати вектори зручно за їх проєкціями на координатні 
осі. В табл. 3.5 представлено проєкції напружень pν, σν, τν на коор-
динатні осі, обчислені з використанням напрямних косинусів.

Таблиця 3.5 – Проєкції напружень pν, σν, τν на координатні осі

№
Найме-
нування 
напру-
ження

Величина 
напруження

Напрямні косинуси Проєкції на осі

l m n x y z

1 pν 2,4739·108 –0,3841 –0,4282 –0,8180 –9,5014·107 –1,0594·108 –2,0236·108

2 σν –2,1536·108 0,5409 0,7212 0,4327 –1,1649·108 –1,5532·108 –9,3186·107

3 τν 1,2174·108 0,1765 0,4057 –0,8969 2,1487·107 4,9390·107 –1,0919·108

Графічне зображення векторів τν, pν, σν представлено на 
рис. 3.4.
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Рис. 3.4. Графічне зображення векторів τν, pν, σν у точці N

5.	 Компоненти переміщень u, v, w і повне переміщення s  
точки N. Підставляючи координати точки N(x = 0,5; y = 1; 
z = 1,5) у вирази для переміщень (1.17), отримаємо наступні зна-
чення u, v, w:

u w� � �� � � � �� � �1 4250 10 7 0 10 8 7750 104 5 4, , ,; ; .м м мv   (3.73)

Повне переміщення в точці N визначиться залежністю

)
s u w� � � � �

� �
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�

2 2 2 2 2

2

4 5

4

1 4250 10 7 0 10

8 7750 10 8 9

v ( ) ( )

( )

, ,

, , 1175 10 4� � м.
     (3.74)

Напрямні косинуси повного переміщення s визначаються 
виразами
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 (3.75)

На рис. 3.5 графічно показано вектор повного переміщення s,  
яке побудовано за проєкціями u, v, w.

Рис. 3.5. Графічне зображення повного вектора переміщень s
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4 РОЗРАХУНОК МІЦНОСТІ Й ЖОРСТКОСТІ 
ТОНКОСТІННОГО ПРИЗМАТИЧНОГО СТЕРЖНЯ  

ПРИ ЧИСТОМУ КРУЧЕННІ

Прикладом кручення (зокрема чистого) тонкостінного про-
філю може слугувати корпус судна, який рухається косим кур-
сом. Величина дотичних напружень у тонкостінних елементах 
корпусу судна при цьому може бути зіставна з величиною нор-
мальних напружень, які виникають від загального згину кор-
пусу судна. Тому ці дотичні напруження потрібно вміти роз-
раховувати. Слід розрізняти кручення відкритого та закритого 
тонкостінних контурів. Будемо розглядати тільки тонкостінні 
елементи або полоси постійної товщини. Тонкостінною поло-
сою з точки зору чистого кручення вважається така полоса, 
довжина якої s перевищує товщину t більш ніж у 15 разів 
(тобто s/t > 15).

4.1 Основні залежності для розрахунку чистого кручення 
тонкостінного призматичного стержня замкнутого профілю

Жорсткість при крученні тонкостінного стержня C, Н·м2, 
визначиться формулою

C G c Fi si
i

n

�
�
�2

1

,                               (4.1)
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де	 ci – функція напружень на внутрішньому контурі i-го каналу  
	 (рис. 4.1), м2; 
	 Fsi – площа обмежена внутрішнім i-м каналом si; 
	 n – кількість внутрішніх каналів.

Рис. 4.1. Тонкостінний багатозв’язний профіль

Погонний кут закручування α, рад/м, обчислюється за формулою

� �
M

C
z .                                   (4.2)

Повний кут закручування θ, рад, визначається залежністю
� �� �L,                                   (4.3)

де	 L – довжина стержня, м.

Дотичні напруження в стінках тонкостінного профілю запи-
шуться так:
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c c

t s
G
c c

t s
j i

i

zs
i j

i( )
,

( )
,                     (4.4)

де	 t(si) – товщина стінки в точці каналу si, де визначаються  
	 напруження; 
	 ci, cj – значення функції напружень на внутрішніх контурах  
	 i-го та j-го каналів, які розділені товщиною t(si); 
	 c0 = 0 – значення функції напружень для зовнішнього контуру.

Функції напружень ci визначаються з рівнянь циркуляції 
дотичних напружень на замкнутих контурах у наступній формі:

c
ds

t s
c

ds

t s
F i ni

i

j

isij
jsi

si( ) ( )
, , , ... , ,� � ���� 2 1 2              (4.5)

де	 i – номер i-го внутрішнього каналу; 
	 j – номер замкнутого каналу, що примикає до i-го каналу; 
	 sij – відрізок контуру si в межах внутрішньої стінки, що роз- 
	 діляє i-й та j-й канали.

4.2 Залежності при крученні відкритого  
тонкостінного профілю

Жорсткість тонкостінної прямокутної полоси можна обчис-
лювати за формулою

C Gt s=
1

3
3 .                                  (4.6)

Найбільші дотичні напруження τ на такій полосі визнача-
ються залежністю

� �� Gt.                                    (4.7)
Залежності (4.6) та (4.7) можна використовувати і для криво-

лінійних полос постійної товщини за умови s/t > 15.
Функція напружень ψ(s, x) криволінійної полоси постійної 

товщини з достатньою точністю може бути обчислена за виразом
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�( , ) ,x s
t x

t
� �

�

�
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�

�
�

2 2

24
1 4                         (4.8)

де	 s – криволінійна (вісь) координата вздовж середньої лінії,  
	 що проходить через середину товщини (рис. 4.2); 
	 x – вісь, перпендикулярна до s.

Рис. 4.2. Функція напружень тонкостінної полоси

Жорсткість стержня C, Н · м2, складеного відкритого профілю 
(тобто немає ні одного замкнутого контура), який містить тон-
костінні прямолінійні і криволінійні полоси постійної товщини, 
обчислюється за формулою

C G t si i
i

m

�
�
�1

3
3

1

,                              (4.9)

де	 ti – товщина кожної полоси; 
	 si – довжина кожної полоси; 
	 m – кількість полос.

Найбільші дотичні напруження τi на i-й полосі визнача-
ються залежністю (4.7). Погонний кут закручування α та пов-
ний кут закручування θ визначаються залежностями відповідно 
(4.2) та (4.3).

Якщо профіль комбінований (замкнутий з відкритим), 
то жорсткість стержня С визначається як сума жорсткостей 
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замкнутої і відкритої частин. Далі напруження визначаються для 
замкнутої і відкритої частин відповідно за своїми залежностями. 
На практиці розрахунок деформацій та переміщень практично не 
виконується. Якщо останнє необхідно виконати, то див. [3].

Нижче на прикладі продемонстровано послідовність розра-
хунку тонкостінного стержня.

4.3 Приклад. Тонкостінний, призматичний, сталевий 
(G = 8 · 104 МПа) стержень довжиною L зазнає чистого кручення 
від моментів Мкр (рис. 4.3). Виконати розрахунок міцності при 
чистому крученні в наступній послідовності:

1)	 визначити дотичні напруження і повний кут закручу-
вання стержня у випадках: a) заданого багатозв’язного попереч-
ного перерізу; б) двозв’язного поперечного перерізу, отриманого 
довільним чином з багатозв’язного; в) однозв’язного попереч-
ного перерізу, отриманого довільним чином із двозв’язного;

2)	 побудувати епюри дотичних напружень та епюри функ-
ції напружень по товщині всіх пластинчастих елементів;

а)                                                б)

Рис. 4.3. Багатозв’язний тонкостінний профіль: 
а – загальна схема; б – напрями обходу замкнутих каналів
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3)	 порівняти значення жорсткостей і максимальних дотич-
них напружень (для одних і тих же точок і перерізів) стержня 
із двозв’язним та однозв’язним перерізами по відношенню до 
багатозв’язного.

Таблиця 4.1 – Вихідні дані

Профіль, 
рис.

Крутний 
момент Мкр, 

кН·м
Довжина, 

L, м
Товщини, мм

ta tb tc td te

рис. 4.3 120 83 14 16 10 8 12

Розміри: а = 6,0 м; b = 8,0 м.
 
Розв’язання. На рис. 4.3 представлені розрахункові схеми, за 

якими проводяться подальші обчислення з використанням даних 
табл. 4.1. При складанні розрахункової схеми необхідно прону-
мерувати вузли (вузол – це точка, що являє собою місце з’єд-
нання двох або більше тонкостінних елементів, у т. ч. і під кутом 
180°). Вузли на рис. 4.3 пронумеровані арабськими цифрами від 
1 до 6. Замкнуті контури/канали пронумеровані латинськими 
цифрами I, II, III. Будемо вважати, що внутрішні контури прак-
тично співпадають з каналами, що їх обмежують. А тому площа, 
обмежена замкнутим каналом, практично дорівнює площі, яка 
обмежена внутрішнім контуром. Напрямок додатного обходу 
кожного замкнутого каналу приймаємо таким, як це показано на 
рис. 4.3,б. Всі канали повинні мати один і той же напрям обходу. 
В нашому випадку – це проти годинникової стрілки. В цьому 
прикладі наведено розрахунок і тризв’язного перерізу для кра-
щого засвоєння навиків складання рівнянь циркуляції. При вико-
нанні розрахунково-графічних завдань необхідно розглядати 
тільки багатозв’язний, двозв’язний та однозв’язний перерізи.

1а.	 Розрахунок багатозв’язного перерізу. Використовуючи 
залежність (4.5), складемо систему рівнянь для визначення зна-
чень функції напружень cI,II,III на внутрішніх контурах:



73

c
s

t

s

t

s

t
c
s

t
c
s

t
FI

cir

cir

II III
23

23

35

35

52

52

23

23

35

35

2� �
�

�
�

�

�
� � � � ��

� � �
�

�
�

�

�
� � �

2
2

2

14

14

43

43

32

32

21

21

23

23

�b

c
s

t

s

t

s

t

s

t
c
s

t
cII I III

;

ss

t
F ab

c
s

t

s

t

s

t

s

t
c
s

II

III I

34

34

46

46

65

65

53

53

34

34

2 2� �

� � �
�

�
�

�

�
� �

;

335

35

34

34

2 2
t

c
s

t
F abII III� � �

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
�

,

     (4.10)

де, наприклад, s23 = s32, t23 = t32 – відповідно довжина та товщина  
	 тонкостінного елемента між точками 2 і 3, аналогічно решта; 
	 s52cir, t52cir – відповідно довжина та товщина тонкостінного  
	 елемента у вигляді окружності від точки 5 до точки 2.

Підставляючи числові значення в (4.10), отримуємо систему
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 (4.11)

з якої знаходимо значення сI,II,III, що становлять

c c cI II III= = =0,0725м 0,0891м 0,0891м2 2 2; ; .        (4.12)

Жорсткість стержня C згідно з (4.1) становить

C G с F с F с FI I II II III III� � � � � � � � � �

�

2 2 7 692 1010( ) , (0,0725 201,06

0,,0891 96 0,0891 96 Н м .� � � � ��) ,2 4362 1012 2
  (4.13)

Погонний кут закручування α згідно з (4.2) становить

� � � �
�

� �M

C
кр 120000

2 4362 10
4 9256 10

12
8

,
, рад/м.           (4.14)
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Повний кут закручування θ згідно з (4.3) становить

� �� � � � � �� �L 4 9256 10 83 4 0883 108 6, , рад.            (4.15)

Далі визначимо дотичні напруження τij, які діють у тон-
костінних елементах.

Напруження в (тонкостінному) елементі 21 згідно з (4.4) 
обчислюється наступним чином:

� � � �21
0

21

84 9256 10

7 692 10

�
�

�
�
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�G
c c

t s
G
c c
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t
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II II
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,

, 110
3

4

14 10
2 4107 10�

�
� ��

0,0891
Па,,

     (4.16)

де	 c0 = 0 – значення функції напружень на зовнішньому контурі.

Напруження τ21 обчислюється відносно II-го контура/каналу 
(ми «сидимо» всередині порожнини II-го контура/каналу), покла-
даючи ci = cII, cj = c0 (індекс «0» має зовнішній простір). Тобто 
номер каналу, відносно якого ми обчислюємо напруження, співпа-
дає з індексом i величини ci формули дотичного напруження (4.4).

Розглянемо визначення напряму дотичних напружень у тон-
костінному елементі на прикладі суміжного елемента 32 (або 23), 
який розділяє дві сусідні порожнини відносно різних номерів 
каналів, на прикладі елемента 32 (або 23).

Напруження в (тонкостінному) елементі 32 згідно з (4.4) від-
носно каналу II обчислюється наступним чином:

� �32
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4 9256 10

7 692 10
10 10

0 0891 0 0725

�
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� �
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�G
c c

t
II I ,

,
, ,

�� �
3

36 294310, · Па.

        (4.17)

Напруження в (тонкостінному) елементі 23 згідно з (4.4) від-
носно каналу I обчислюється наступним чином:
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      (4.18)

Як бачимо, одне і теж дотичне напруження, визначене на 
одному і тому ж суміжному тонкостінному елементі відносно 
різних каналів, має різні знаки. Правило напряму дотичного 
напруження на тонкостінному елементі може бути сформульо-
вано наступним чином. Якщо значення дотичного напруження, 
обчислене за формулою (4.4), відносно певного каналу додатне, 
то його напрям співпадає з напрямом обходу каналу, якщо напру-
ження від’ємне – то напрям напруження протилежний до напряму 
обходу каналу. На рис. 4.4 представлено побудову напружень τ32 
і τ23 відповідно до наведеного правила знаків.

Рис. 4.4. Побудова напружень τ32 і τ23: 
а – напруження τ32 відносно каналу II;  
б – напруження τ23 відносно каналу I

На практиці напруження на суміжних тонкостінних елемен-
тах обчислюється відносно одного обраного каналу.

Нижче в табл. 4.2 представлено обчислення напружень τzs, 
які діють в тонкостінних елементах багатозв’язного перерізу 
(рис. 4.3) згідно з формулою (4.4).
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Таблиця 4.2 – Обчислення напружень багатозв’язного перерізу

№
з/п

Еле- 
мент

Тов-
щина 
t(si), м

ci, м2 cj, м2

� �zs
i j

i

G
c c

t s
�

�

( )
,  

Па
позна-
чення значення позна-

чення значення

1 14 0,016 cII 0,0891 с0 0 2,1093·104

2 43 0,012 cII 0,0891 cIII 0,0891 0
3 32 0,01 cII 0,0891 сI 0,0725 6,2943·103

4 21 0,014 cII 0,0891 с0 0 2,4107·104

5 46 0,016 cIII 0,0891 с0 0 2,1093·104

6 65 0,014 cIII 0,0891 с0 0 2,4107·104

7 53 0,010 cIII 0,0891 сI 0,0725 6,2943·103

8 34 0,012 cIII 0,0891 cII 0,0891 0
9 23 0,010 сI 0,0725 cII 0,0891 –6,2943·103

10 35 0,010 сI 0,0725 cIII 0,0891 –6,2943·103

11 52cir 0,008 сI 0,0725 с0 0,0000 3,4319·104

На рис. 4.5 представлено епюри дотичних напружень згідно 
з розрахованими даними в табл. 4.2 та функції напружень за 
формулами (4.12).

Розрахунок тризв’язного перерізу. Шляхом утворення поз-
довжнього розрізу (вздовж поздовжньої осі) тонкостінного еле-
мента 35 введемо до розгляду тризв’язний переріз для подаль-
шого розрахунку (рис. 4.6). Тризв’язний переріз можна було 
отримати й іншим шляхом. Тонкостінний елемент 35 відноситься 
до відкритої частини новоствореного комбінованого профілю.

Використовуючи залежність (4.5), складемо систему рівнянь для 
визначення значень функції напружень cI,II на внутрішніх контурах:
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 (4.19)

де	 FI,II – площі, обмежені I-м та II-м каналами/контурами, які  
	 визначаються виразами
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Рис. 4.5. Епюри дотичних напружень та функції напружень 
для багатозв’язного контуру

Рис. 4.6. Тризв’язний переріз та напрям обходу
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Розв’язуючи систему (4.19), отримуємо наступні значення 
функції напружень cI,II: 

c cI II= =0,0877м 0,0766м2 2; .                (4.21)

Жорсткість стержня C згідно з (4.1) з урахуванням еле- 
мента 35 відкритої частини (жорсткість якої визначається  
за (4.6)), визначиться наступним чином:

C G с F с F
G t s

I I II II� � � �
� �

� � � � � �

�

2
3

2 7 692 10 4853
3

53 10( ) , (0,0877

0,00766 148,53 Н м .� �
� � �

� ��)
, ,

,
7 692 10 0 01 8

3
2 3973 10

10 3
212

   (4.22)

Погонний кут закручування α згідно з (4.2) становить

� � � �
�

� �M

C
кр 120000

2 3973 10
5 0057 10

12
8

,
, рад/м.           (4.23)

Повний кут закручування θ згідно з (4.3) становить

� �� � � � � �� �L 5 0057 10 83 108 6, 4,1548 рад.            (4.24)

У табл. 4.3 наведено обчислення дотичних напружень для роз-
глядуваного тризв’язного перерізу (рис. 4.6) за формулою (4.4).

Максимальне напруження в елементі 35 обчислюється  
за (4.7):

� �35 35
1085 0057 10 7 692 10 0 01� � � � �� ��Gt , , , 38,5Па.      (4.25)

На рис. 4.7 показані епюри дотичних напружень та функції 
напружень для тризв’язного контуру. Напруження τ35 показано 
в іншому масштабі, ніж решта напружень.
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Таблиця 4.3 – Обчислення напружень тризв’язного перерізу

№ 
з/п

Еле- 
мент

Тов-
щина 
t(si), м

ci, м2 cj, м2

� �zs
i j

i

G
c c

t s
�

�

( )
,  

Па
позна-
чення значення позна-

чення значення

1 14 0,016 cI 0,0877 c0 0 2,1114·104

2 43 0,012 cI 0,0877 cII 0,0766 3,5870·103

3 32 0,01 cI 0,0877 cII 0,0766 4,3044·103

4 21 0,014 cI 0,0877 c0 0 2,4130·104

5 46 0,016 сII 0,0766 c0 0 1,8424·104

6 65 0,014 cII 0,0766 c0 0 2,1056·104

7 52cir 0,008 cII 0,0766 c0 0 3,6848·104

8 23 0,01 cII 0,0766 cI 0,0877 –4,3044·103

9 34 0,012 сII 0,0766 cI 0,0877 –3,5870·103

Рис. 4.7. Епюри дотичних напружень та функції напружень  
для тризв’язного контура
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1б.	 Розрахунок двозв’язного перерізу. Двозв’язний переріз 
представлено на рис. 4.8. Тонкостінні елементи 32, 34, 35 відно-
сяться до відкритої частини новоутвореного тонкостінного ком-
бінованого профілю.

Рис. 4.8. Двозв’язний переріз та напрям обходу

Використовуючи залежність (4.5), складемо систему рівнянь 
для визначення значень функції напружень cI на внутрішніх 
контурах:

c
s

t

s

t

s

t

s

t

s

t
F

b
I

cir

cir

I
21

21

14

14

46

46

65

65

52

52

2

2 2
2

� � � �
�

�
�

�

�
� � �

�
��

�

�
�

�

�
�2ab ,     (4.26)

де	 FI – площа, обмежена I-м каналом/контуром, який визнача- 
	 ється залежністю

F
b

abI � �
�

�
�

�

�
� �

�
� � �

� 2 2

2
2

3 14 8

2
6 8

,
.+2 196,53м2          (4.27)
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Розв’язуючи систему (4.26), отримуємо наступне значення 
функції напружень cI: 

cI = 0,0786м2.                              (4.28)

Жорсткість стержня C згідно з (4.1) з урахуванням елемен-
тів 32, 35, 34 відкритої частини (жорсткість кожної з яких визна-
чається за (4.6) або всіх трьох за (4.9)), визначиться наступним 
чином:

C G с F
G
t s t s t sI I� � � � � � � � �

� � � �

2
3

2 7 692 10

32
3

32 35
3

35 34
3

34

10

( ) ( )

, (00,0786 196,53

2,3

� �
�

� �

� � � � �

)
,

( ,

, , )

7 692 10

3
0 01 8

0 01 8 0 012 6

10
3

3 3 7775 Н м .� �1012 2

    (4.29)

Погонний кут закручування α згідно з (4.2) становить

� � � �
�

� �M

C
кр 120000

10
10

12
8

2,3775
5,0473 рад/м.            (4.30)

Повний кут закручування θ згідно з (4.3) становить

� �� � � � � �� �L 5,0473 4,1893 рад.10 83 108 6            (4.31)

У табл. 4.4 наведено обчислення дотичних напружень за фор-
мулою (4.4) для розглядуваного двозв’язного перерізу (рис. 4.8).

Таблиця 4.4 – Обчислення напружень двозв’язного перерізу

№ 
з/п

Еле- 
мент

Тов-
щина 
t(si), м

ci, м2 cj, м2

� �zs
i j

i

G
c c

t s
�

�

( )
, 

Па
позна-
чення значення позна-

чення значення

1 21 0,014 cI 0,0786 c0 0 2,1627·104

2 14 0,016 cI 0,0786 c0 0 1,8924·104

3 46 0,016 cI 0,0786 c0 0 1,8924·104

4 65 0,014 cI 0,0786 c0 0 2,1627·104

5 52cir 0,008 cI 0,0786 c0 0 3,7847·104
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Максимальні дотичні напруження в елементах 32, 35, 34 
обчислюються за (4.7):

� �

� �
32 32

10

35 35

810 7 692 10 0 01� � � � �

� �

� ��Gt

Gt

5,0473 38,5Па,

5,0

, ,

4473 38,5Па,

5,0473

� �

� �

� � �

� �

�

�

10

10

7 692 10 0 01

7 6

8

8

10

34 34

, ,

,� �Gt 992 10 0 01210� � �, 46,2Па.

    (4.32)

На рис. 4.9 показані епюри дотичних напружень та функ-
ції напружень для двозв’язного контуру. Напруження τ32, τ35, τ34 
показані умовно.

Рис. 4.9. Епюри дотичних напружень та функції напружень 
для двозв’язного контуру

1в. Однозв’язний, або відкритий, переріз. Однозв’язний 
переріз представлено на рис. 4.10.
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Рис. 4.10. Однозв’язний переріз

Жорсткість однозв’язного стержня С, що складається з сис-
теми тонкостінних елементів, обчислюється за формулою (4.9):

C G t b
G
t s t s t s t s

t s

i i
i

m

� � � � � �

�
�
�1

3 3
3

21
3

21 14
3

14 43
3

43 32
3

32
1

35
3

3

(

55 46
3

46 65
3

65 52
3

52

10
37 692 10

3
0 014 6 0

� � � �

�
�

� �

t s t s t scir cir )

,
( , ,0016 8

0 008 25 13 3 5308 10

3

3 6

� �

� � � �

�

�

�
�
��

�

�
�
�
��

...

, , ) , Н м .2

        (4.33)

Погонний кут закручування α згідно з (4.2) становить

� � � �
�

� �M

C
кр 120000

3 5308 10
3 3987 10

6
2

,
, рад/м.           (4.34)

Повний кут закручування θ згідно з (4.3) становить

� �� � � � ��L 3 3987 10 832, 2,82рад.                (4.35)

Максимальні напруження, що діють в тонкостінних еле-
ментах відкритого однозв’язного профілю, обчислюються 
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за  формулою (4.7), а найбільші значення функції напружень 
можуть бути отримані з (4.8) при х = 0 наступним чином:

� �max ( , ) | .� � �
�

�
�

�

�
� ��

�

x s
t x

t

t
x

x

0

2 2

2

0

2

4
1 4

4
             (4.36)

Обчислення найбільших дотичних напружень за форму-
лою (4.7) та найбільших значень функції напружень для відкри-
того контура представлено в табл. 4.5.

Таблиця 4.5 – Обчислення напружень однозв’язного (відкри-
того) перерізу 

№ 
з/п

Еле- 
мент

Товщина tnk,  
м

Найбільші дотичні 
напруження � �nk nkGt� ,  

Па

Найбільші значення 
функції напружень 

�nk

t
�

2

4
,  м2

1 14 0,016 4,1830·107 6,4·10–5

2 43 0,012 3,1373·107 3,6·10–5

3 32 0,01 2,6144·107 2,5·10–5

4 21 0,014 3,6601·107 4,9·10–5

5 46 0,016 4,1830·107 6,4·10–5

6 65 0,014 3,6601·107 4,90·10–5

7 52cir 0,008 2,0915·107 1,6·10–5

8 35 0,01 2,6144·107 2,5·10–5

На рис. 4.11 показані умовні епюри дотичних напружень та 
функції напружень на полосах відкритого профілю.

2.	 Побудова епюр дотичних напружень та функції напру-
жень. Цей пункт був виконаний у п. 1.

3.	 Порівняння значень жорсткостей і максимальних 
дотичних напружень. Ці значення будемо порівнювати для кри-
волінійної полоси у вигляді дуги, що має назву 52cir, відносно  
значень, розрахованих для багатозв’язного перерізу. В табл. 4.6  
зібрано розраховані величини для зручності обчислень.
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Рис. 4.11. Епюри дотичних напружень та функції напружень 
для однозв’язного контура

Таблиця 4.6 – Порівняння жорсткостей, погонних кутів 
закручування і максимальних дотичних напружень

№ 
з/п

Найме-
нування 

величини
Позна-
чення

Переріз та його індекс
Багато- 

зв’язний, α
Три- 

зв’язний, β
Дво- 

зв’язний, γ
Одно- 

зв’язний, δ

1 Жорсткість, 
Н·м2 C 2,4362·1012 2,3973·1012 2,3775·1012 3,5308·106

2
Погонний 
кут закручу-
вання, рад/м

α 4,9256·10–8 5,0057·10–8 5,0473·10–8 3,3987·10–2

3

Найбільші 
дотичні 
напруження 
на полосі 
52cir

τ52cir 3,4319·104 3,6848·104 3,7847·104 2,0915·107
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Відношення розрахованих величин представлено наступ-
ними залежностями:

C

C
�

�

�

�

�
�

� � �
2 436210

2 397310

3 684810

3 431910
1 016

12

12

4, ·

, ·

, ·

, ·
, ;

44
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12

4

1 074

1 025
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2 377510
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�
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, ;

, ;
, ·

, ·

, ·C

C
�

�

�

�

�
� 33 431910

2 436210

3 530810

1 103
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�

22 091510
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�
�
��

�

�
�
�
�

  (4.37)

де	 величини з індексом α відносяться до багатозв’язного перерізу; 
	 з індексом β – до тризв’язного перерізу; 
	 з індексом γ – до двозв’язного перерізу; 
	 з індексом δ – до однозв’язного перерізу.

Відношення погонних кутів закручування такі ж самі, як 
і відношення жорсткостей.

Висновок. Видалення внутрішніх перемичок практично не 
зменшує жорсткості стержня при його роботі на чисте кручення. 
Проте жорсткість відкритого профілю практично на 5 поряд-
ків менша у порівнянні з таким самим замкнутим профілем. 
Найбільші дотичні напруження на стінках відкритого профілю 
в одній і тій же точці на 2 порядки більші в порівнянні з таким 
самим замкнутим профілем.
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МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ
Національний університет кораблебудування  

імені адмірала Макарова

Кафедра будівельної механіки  
та конструкції корпусу корабля

Студент(ка) _____________________
Група ______ Варіант ______

Розрахунково-графічна робота № 1
«Розв’язання оберненої задачі теорії пружності», тип А

Для заданого однозв’язного, ідеально пружного сталевого тіла 
(Ε = 2·105 МПа, μ = 0,25) у декартовій системі координат (x, y, z) задані 
переміщення u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z). Вважаючи, що ці переміщення 
спричинені тільки зовнішніми силами (без температури, T = 0), вико-
нати наступне:

1) визначити деформації εx(x, y, z), γxy(x, y, z), ... , εz(x, y, z);
2) перевірити умови сумісності деформацій із п. 1;
3) визначити напруження σx(x, y, z), τxy(x, y, z), σz(x, y, z);
4) визначити об’ємні зовнішні сили X(x, y, z), Y(x, y, z),  Z(x, y, z); 
5) визначити поверхневі зовнішні сили pvx(x, y, z), pvy(x, y, z), 

pvz(x, y, z);
6) перевірити1 умови сумісності напружень із п. 3.

Вихідні дані
Задані закони 

переміщень, см 
Пружне 

тіло, рис. Грань Відрізок yл /zл σ/τ

u =
v =
w =

Завдання видано 
Термін виконання 
Термін захисту        Викладач 

1	 Будь-яке одне рівняння для нормальних напружень, і будь-яке одне рівняння 
для дотичних напружень
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Таблиця А.1 – Вихідні дані до РГЗ № 1 «Розв’язання оберненої 
задачі теорії пружності», тип А

Ва
рі

ан
т

Задані функції переміщень u(x, y, z), 
v(x, y, z), w(x, y, z) в см; x, y, z – в см

П
ру

жн
е 

тіл
о,

 
ри

с. 
з А

.2

Гр
ан

ь 

Побудова епюр

Ві
др

ізо
к

yл  / zл σ / τ

I II III IV V VI VII

1 u = 5 ∙ 10–5 (1 + z)x; v = 5 ∙ 10–5 (11 – 4z)y;
w = 2,5 ∙ 10–5 (4x – 8z – x2 + 4y2 + z2)

1.1 x = 0 OC 1/1 σy / τzx

2 u = –5 ∙ 10–5 (1 – z)x; v = 5 ∙ 10–5 (4z – 11)y;
w = 2,5 ∙ 10–5 (4x + 8z + x2 – 4y2 – z2)

1.1 y = 0 OD 2/2 σy / τzx

3
u = 2,5 ∙ 10–5 (4 + y)x;
v = 1,25 ∙ 10–5 (16x – 12 y – x2 + y2 + 4z2);
w = 5 ∙ 10–5 (7 – 2y)z

1.1 z = 0 AB 3/3 σz / τxy

4
u = –2,5 ∙ 10–5 (4 + y)x;
v = 1,25 ∙ 10–5 (16x +12y + x2 – y2 – 4z2);
w = 5 ∙ 10–5 (2y – 7)z

1.1 x = 10 FH 4/4 σz / τxy

5 u = 10–4 (5 – 2z)x; v = 5 ∙ 10–5 (5 + z)y;
w = 2,5 ∙ 10–5 (2y – 10z + 4x2 – y2 + z2)

1.1 y = 8 DK 5/5 σx / τyz

6 u = 10–4 (2z – 5)x ; v = –5 ∙ 10–5 (5z + y)y;
w = 2,5 ∙ 10–5 (2y +10z – 4x2 + y2 – z2)

1.1 x = 0 CB 6/4 σx / τyz

7
u = 1,25 ∙ 10–5 (8y – 14x + x2 – y2 + 4z2);  
v = 2,5 ∙ 10–5 (3 + x)y;
w = 5 ∙ 10–5 (9 – 2x)z  

1.1 z = 6 KH 7/3 σz / τxy

8
u = 1,25 ∙ 10–5 (14x + 8y – x2 + y2 – 4z2);
v = –2,5 ∙ 10–5 (3 + x)y;
w = 5 ∙ 10–5 (2x – 9)z

1.1 y = 0 DF 6/2 σz / τxy

9
u = 5 ∙ 10–5 (7 – 2y)x; 
v = 1,25 ∙ 10–5 (16z – 12y + 4x2 + y2 – z2);
w = 2,5 ∙ 10–5 (4 + y)z

1.1 z = 0 AF 5/1 σx / τyz

10
u = 5 ∙ 10–5 (2y – 7)x;  
v = 1,25 ∙ 10–5 (12y +16z – 4x2 – y2 + z2);
w = –2,5 ∙ 10–5 (4 + y)z

1.1 z = 6 BH 4/2 σx / τyz
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I II III IV V VI VII

11
u = 1,25 ∙ 10–5 (4z – 18x + x2 + 4 y2 – z2);  
v = 10–4 (4 – x)y;
w = 2,5 ∙ 10–5 (11 + x)z  

1.1 y = 8 CK 3/3 σy / τzx

12
u = 1,25 ∙ 10–5 (18x + 4z – x2 – 4 y2 + z2);  
v = 10–4 (x – 4)y;
w = –2,5 ∙ 10–5 (11 + x)z

1.1 x = 10 OA 2/4 σy / τzx

13
u = –5 ∙ 10–5 (x – 5z + 8xz – x2 + y2 – 4z2);
v = 10–4 (2 + x + z)y;
w = 5 ∙ 10–5 (5x – z – 8xz + 4x2 – y2 + z2)

1.2 x = 0 OC 0,25/0,25 σz / τzx

14
u = –2,5 ∙ 10–5 (4x + 20z – 8xz + x2 – y2 + 4z2);
v = 5 ∙ 10–5 (8 – x – z)y;
w = –2,5 ∙ 10–5 (20x + 4z – 8xz + 4x2 – y2 + z2)

1.2 x = 0 AB 0,25/0,5 σz / τzx

15
u = 2,5 ∙ 10–5 (4x + 20z – 8xz + x2 – y2 + 4z2);
v = –5 ∙ 10–5 (8 – x – z)y;
w = 2,5 ∙ 10–5 (20x + 4z – 8xz + 4x2 – y2 + z2)

1.2 z = 0 DK 0,5/0,75 σz / τzx

16
u = 5 ∙ 10–5 (x – 5z + 8xz – x2 + y2 – 4z2);
v = –10–4 (2 + x + z)y;
w = –5 ∙ 10–5 (5x – z – 8xz + 4x2 – y2 + z2)

1.2 z = 0 BC 0,75/0,75 σz / τzx

17
u = 5 ∙ 10–5 (2yz – x); 
v = –5 ∙ 10–5 (y + 2xz); 
w = 2 ∙ 10–4 z

1.3 z = 0 O’A’ 0/10 σz / τyz

18
u = 5 ∙ 10–5 (2x – yz); 
v = 5 ∙ 10–5 (2 y + xz); 
w = –4 ∙ 10–4 z

1.3 z = 50 O’B’ 0/20 σz / τzx

19
u = 10–5 (5z – x)y; 
v = 5 ∙ 10–6 (x2 – y2 – 4z2 –10xz);
w = 4 ∙ 10–5 yz

1.3 z = 0 O’C’ 0/30 σz / τyz

20
u = 2, 5 ∙ 10–6 (x2 – y2 + 4z2 – 40 yz); 
v = 5 ∙ 10–6 (y + 20z)x;
w = –2 ∙ 10–5 xz

1.3 z = 50 O’D’ 0/40 σz / τzx

Закінчення таблиці А.1
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Таблиця А.2 – Пружні тіла

OA = 10 см; OC = 8 см; OD = 6 см
Рис. А.1. Паралелепіпед

OA = 1 см; OC = 1 см; OD = 1 см
Рис. А.2. Призма

R = 10 см; OO’ = 50 см
Рис. А.3. Вал

OA = 2 см; OC = 2 см; OB = 2 см
Рис. А.4. Тетраедр
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МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ
Національний університет кораблебудування  

імені адмірала Макарова

Кафедра будівельної механіки  
та конструкції корпусу корабля

Студент(ка) _____________________
Група ______ Варіант ______

Розрахунково-графічна робота № 2
«Дослідження зовнішнього навантаження та компонентів 
напружено-деформованого стану заданого пружного тіла» 

Для заданого в розрахунково-графічній роботі № 1 тіла з відомими 
компонентами напружено-деформованого стану та зовнішніми силами 
виконати наступне:

1)	 графічно показати дію поверхневих сил на тіло та описати 
прості види деформування, які виникають при їх дії;

2)	 визначити складові головного вектора та головного моменту 
поверхневих сил, які діють на задану частину поверхні (грань);

3)	 побудувати епюри компонентів переміщень u, v, w точок тіла, 
розташованих на заданому прямолінійному відрізку (табл. А.1, V);

4)	 побудувати епюри вказаних компонентів напружень 
σ і τ вздовж прямої лінії з заданими координатами (табл. А.1, VI, VII).

Вихідні дані
Задані закони 

переміщень, см
Пружне 

тіло, рис. Грань Відрізок yл /zл σ/τ

u =
v =
w =

Завдання видано 
Термін виконання 
Термін захисту        Викладач 



ДОДАТОК В

Вихідні дані для розрахунково-графічної роботи «Дослідження 
напружено-деформованого стану в точках пружного тіла»
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МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ
Національний університет кораблебудування  

імені адмірала Макарова

Кафедра будівельної механіки  
та конструкції корпусу корабля

Студент(ка) _____________________
Група ______ Варіант ______

Розрахунково-графічна робота № 3
«Дослідження напружено-деформованого стану  

в точках пружного тіла»

Для заданого в розрахунково-графічній роботі № 1 тіла з відомими 
компонентами напружено-деформованого стану визначити наступне:

1)	 головні напруження та деформації і положення головних пло-
щадок у точці М;

2)	 найбільші дотичні напруження і кутові деформації в точці 
М, умовно показати площадки (по відношенню до головних), в яких 
діють ці напруження;

3)	 величини зведених/еквівалентних напружень у точці М за 
чотирма класичними гіпотезами міцності, а також відповідні запаси 
міцності по відношенню до границі плинності матеріалу σт;

4)	 повне, повне нормальне, повне дотичне напруження в точці 
N на площадці з нормаллю ν; напрямок повного напруження і графічно 
показати його положення. компоненти переміщень u, v, w і повне пере-
міщення s точки N, а також його напрямок і графічно зобразити цей 
вектор s.

Вихідні дані
Пружне 

тіло, рис.
M (x; y; z) N (x; y; z) ν (l; m; n)

x y z x y z l m n

Завдання видано 
Термін виконання 
Термін захисту        Викладач 
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Таблиця В.1 – Вихідні дані до РГР № 3 «Дослідження напру- 
жено-деформованого стану в точках пружного тіла»

В
ар

іа
нт

П
ру

ж
не

 т
іл

о,
 

ри
с.

 з
 т

аб
л.

 А
.1 Координати точок, см Напрямні косинуси нормалі 

ν

M (x; y; z) N (x; y; z) l m n

I II III IV V VI VII

1 1.1 1; 1; 1 2; 2; 5 1/ 3 1/ 3 1/ 3

2 1.1 2; 1; 2 3; 4; 4 –1/ 3 1/ 3 1/ 3

3 1.1 3; 1; 3 4; 5; 3 –1/ 3 –1/ 3 1/ 3

4 1.1 4; 2; 3 5; 3; 2 –1/ 3 –1/ 3 –1/ 3

5 1.1 5; 3; 4 6; 4; 4 2/2 2/2 0

6 1.1 6; 3; 5 7; 5; 5 – 2/2 2/2 0

7 1.1 7; 4; 4 4; 1; 1 – 2/2 – 2/2 0

8 1.1 8; 4; 4 3; 2; 2 2/2 – 2/2 0

9 1.1 9; 6; 5 8; 7; 3 0,8 0 0,6
10 1.1 1; 7; 5 9; 6; 4 –0,8 0 0,6
11 1.1 2; 6; 1 6; 3; 5 0 0,8 –0,6
12 1.1 3; 5; 2 7; 4; 4 0 –0,8 –0,6

13 1.2 0,25; 0,25; 0,25 0,5; 0,75; 0,25 2/2 2/2 0

14 1.2 0,25; 0,5; 0,5 0,25; 0,5; 0,5 2/2 0 2/2

15 1.2 0,5; 0,75; 0,5 0,25; 0,25; 0,25 0 2/2 2/2

16 1.2 0,5; 0,75; 0,25 0,5; 0,25; 0,25 – 2/2 0 – 2/2
17 1.3 1; 3; 5 2; 4; 25 0,6 0,8 0
18 1.3 2; 4; 10 1; 3; 30 0,6 0 –0,8
19 1.3 6; 5; 15 5; 6; 35 0 0,6 0,8
20 1.3 5; 6; 20 6; 5; 40 0,8 0 –0,6
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Студент(ка) _____________________
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Розрахунково-графічна робота № 4
«Розрахунок міцності й жорсткості тонкостінного призматичного 

стержня при чистому крученні»

Тонкостінний, призматичний, сталевий (G = 8·104 МПа) стержень 
довжиною L зазнає чистого кручення від моментів Мкр. Виконати 
наступне:

1)	 визначити дотичні напруження і повний кут закручування 
стержня у випадках: 

a)	 заданого багатозв’язного поперечного перерізу; 
б)	 двозв’язного поперечного перерізу, отриманого довільним 

чином з багатозв’язного; 
в)	 однозв’язного поперечного перерізу, отриманого довільним 

чином із двозв’язного;
2)	 побудувати епюри дотичних напружень та епюри функції 

напружень по товщині всіх пластинчастих елементів;
3)	 порівняти значення жорсткостей та максимальних дотичних 

напружень (для одних і тих же точок і перерізів) стержня із двозв’яз-
ним та однозв’язним перерізами по відношенню до багатозв’язного.

Вихідні дані
Пружне тіло, 

рис. 
Розмір 
ячейки

Мкр, 
кН·м

Довжина 
L, м t1 t2 t3 t4 t5

Завдання видано 
Термін виконання 
Термін захисту        Викладач 
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Таблиця Г.1 – Поперечні перерізи до РГР № 4 «Розрахунок міц-
ності й жорсткості тонкостінного призматичного стержня при чистому 
крученні»

Рисунок 1 Рисунок 2

Рисунок 3 Рисунок 4

Рисунок 5 Рисунок 6
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Таблиця Г.2 – Вихідні дані до РГР № 4 «Розрахунок міцності й жор-
сткості тонкостінного призматичного стержня при чистому крученні»

В
ар

іа
нт

П
ру

ж
не

 т
іл

о,
 

ри
с.

 з
 т

аб
л.

 Г
.1

Ро
зм

ір
 я

че
йк

и
Мкр, кН·м Довжина 

L, м

Товщини, мм

t1 t2 t3 t4 t5

I II III IV V VI VII VIII IX X
1 1 1,0 450 80 7 9 11 7 8
2 2 1,1 500 82 8 10 12 8 7
3 3 1,2 550 84 9 11 13 9 7
4 4 1,3 600 86 10 12 14 8 9
5 5 1,0 650 88 7 9 11 7 8
6 1 1,1 700 90 8 10 12 8 7
7 2 1,2 750 92 9 11 13 9 7
8 3 1,3 800 94 10 12 14 8 9
9 4 1,0 850 96 7 9 11 7 8
10 5 1,1 900 98 8 10 12 8 7
11 1 1,2 450 100 9 11 13 9 7
12 2 1,3 500 80 10 12 14 8 9
13 3 1,0 550 82 7 9 11 7 8
14 4 1,1 600 84 8 10 12 8 7
15 5 1,2 650 86 9 11 13 9 7
16 1 1,3 700 88 10 12 14 8 9
17 2 1,0 750 90 7 9 11 7 8
18 3 1,1 800 92 8 10 12 8 7
19 4 1,2 850 94 9 11 13 9 7
20 5 1,3 900 96 10 12 14 8 9
21 1 1,0 450 98 7 9 11 7 8
22 2 1,1 500 100 8 10 12 8 7
23 3 1,2 550 80 9 11 13 9 7
24 4 1,3 600 82 10 12 14 8 9
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