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Лекція 1. Подвійний інтеграл:
означення, властивості, обчислення

Задачі, що приводять до поняття
подвійного інтеграла

Задача 1. (Про об’єм циліндричного тіла)
Нехай задано тіло, яке обмежене зверху поверхнею
  0,  yxfz , знизу – замкненою обмеженою областю

OxyD  , з боків – циліндричною поверхнею, твірні якої па-
ралельні осі Oz (рис. 1).

 

      

 

                     Рис. 1                 Рис. 2
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Розіб’ємо довільним чином область D на n частин Di,
які не мають спільних внутрішніх точок, і площі яких до-
рівнюють iS  ( ni ,...,2,1 ). Виберемо довільну точку
  ,; iiii DP   значення функції в цій точці    .; iii fPf 

Знайдемо добуток   ,; iii Sf   який дорівнює об’єму ци-
ліндричного стовпчика з твірними, паралельними осі Oz,
основою Di і висотою f(Pi). Усього таких стовпчиків n, і сума
їх об’ємів наближено дорівнює об’єму циліндричного тіла:

  .;
1




n

i
iiin SfVV                         (1)

Позначимо через  i
ni

Dd



1
max  – найбільший з діаметрів

областей Di; діаметром області називаємо найбільшу з її хорд.
Об’єм заданого циліндричного тіла знаходиться як границя
суми (1) при 0 :

  .;limlim
1

00 





n

i
iiin SfVV                   (2)

Задача 2. (Про масу матеріальної пластини)
Нехай задано плоску неоднорідну матеріальну пластину,

формою якої є область D (рис. 2). В області D задано неперер-
вну функцію  yx, , яка визначає густину пластини в точці
 yx; .

Розіб’ємо довільним способом область D на частини Di,
які не мають спільних внутрішніх точок і площі яких дорівню-
ють iS  ( ni ,...,2,1 ). Візьмемо довільну точку   iiii DP  ;

і знайдемо густину в цій точці    .; iiiP   Тоді маса ча-
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стини Di дорівнює добутку   ,ii SP   а значення маси m всієї
пластини наближено дорівнює сумі:

  .;
1




n

i
iiin Smm                         (3)

Точне значення маси одержимо як границю суми (3) при
0 , тобто:

  .;limlim
1

00 





n

i
iiin Smm                  (4)

Отже, різні за змістом задачі приводять до знаходження
границь одного й того ж виду. Кожна з таких границь нази-
вається подвійним інтегралом. У зв’язку з цим виникає по-
треба у вивченні властивостей цих границь, незалежно від
змісту тієї чи іншої задачі.

Означення подвійного інтеграла
Нехай функція  yxf ,  визначена в замкненій обмеженій

області .2RD   Розіб’ємо область D довільним чином на
n частин Di, площі яких дорівнюють iS  ( ni ,...,2,1 );

 i
ni

Dd



1
max  – найбільший з діаметрів областей Di. Вибере-

мо в кожній області Di довільну точку  iiiP  ;  і складемо суму

  ,;
1




n

i
iiin SfI                            (5)

яку назвемо інтегральною сумою для функції  yxf ,  по
області D.



6

Н. О. Романчук, Н. О. Шаповал, О. В. Майборода

Якщо інтегральна сума (5) при 0  має скінченну гра-
ницю, яка не залежить ні від способу розбиття області D на ча-
стинні області Di, ні від вибору точок Pi, то ця границя нази-
вається подвійним інтегралом від функції  yxf ,  по області D:

    .;lim,
1

0





n

i
iii

D

Sfdxdyyxf               (6)

Функція  yxf ,  називається інтегровною в області D;
D – область інтегрування; x, y – змінні інтегрування; dxdy –
елемент площі.

Геометричний зміст подвійного інтеграла:

 
D

dxdyyxfV ,  – об’єм циліндричного тіла.

Механічний зміст подвійного інтеграла:

  
D

dxdyyxm ,   –  маса матеріальної пластини.

Теорема (достатня умова інтегровності функції)
Якщо функція  yxf ,  неперервна в замкненій обмеженій

області D, то вона інтегровна в цій області.
Надалі вважатимемо, що підінтегральна функція  yxf ,

в області інтегрування D є неперервною.

Властивості подвійного інтеграла

1.     ,,,  
DD

dxdyyxfCdxdyyxfC  constC .

2.          .,,,,  
DDD

dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgyxf
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Властивість справедлива для скінченного числа функцій.

3.   ,0, 
D

dxdyyxf  якщо   0, yxf  в області D.

4.     ,,,  
DD

dxdyyxgdxdyyxf  якщо    yxgyxf ,, 

в області D.

5.       ,,,,
21

 
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf

де D1, D2 – області, на які розбито область інтегрування D.

6.   ,, MSdxdyyxfmS
D

   де S – площа області D;

m, M – відповідно найменше і найбільше значення підінтег-
ральної функції в області D.

Обчислення подвійних інтегралів
1) Область інтегрування D обмежена зліва і справа пря-

мими ax   і bx   ( ba  ), а знизу і зверху – неперервними
кривими  xy 1  і  xy 2  (    xx 21  ) (рис. 3).

Тоді обчислення інтеграла (6) зводиться до обчислення
повторного інтеграла за формулою:

   
 

 
.,,

2

1







x

x

b

aD

dyyxfdxdxdyyxf                  (7)

2) Область інтегрування D обмежена знизу і зверху пря-
мими cy   і dy   ( dc  ), а зліва і справа – неперервними
кривими  yx 1  і  yx 2  (    yy 21  ) (рис. 4).
Для такої області подвійний інтеграл (6) обчислюється за
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фомулою:

   
 

 
.,,

2

1







y

y

d

cD

dxyxfdydxdyyxf                  (8)

 

       

 

Рис. 3                                            Рис. 4

Приклад 1. Обчислити подвійні інтеграли, взяті по пря-
мокутних областях.

а) , 

D

yx dxdye  D: 10  x , 10  y ;

  .1 21

0

1

0

1

0

1

0

   eeedyedxedxdyeedxdye yxyx

D

yx

D

yx

б)   ,cos 22 
D

dxdyxyyx  D: 
2

0 
 x , 20  y ;
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     
 2

0

2
2

0

222 cos2
2
1cos dyxyydxxdxdyxyyx

D

   
 2

0

2

0

2
2

0

2 4sin
2
1sin1

2
1 dxxxxy

x
dxx

















 xvdvdxx

dudxux

4cos
4
1,4sin

,,















 

 2

0

2

0
4cos

4
14cos

42
1 dxxxx

 





















2

0
4cos

16
12cos

82
1 x

  .
16

0cos2cos
16
1

82
1 







 




Приклад 2. Обчислити повторні інтеграли.

а)         









 

1

0

2221

0
2

11
x

x

x

x

yyxdxdyyxdx
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 





















1

0

2
222

2
222 dxxxxxxx

.
3
1

2
1

6
1

262

1

0

231

0

2






















  xxdxxx

б)                 







 

x

x

x

x
y

dxxdy
y
xdx

1

2

1

2

1
2

22

1

1

  





  

2

1

3
2

1

2 1 dxxxx
x

dxx

.
4
12

2
1

4
124

24

2

1

24







 












xx

в)           



 

yy

yx
dxdyydx

yx
ydy

0
22

4

2

3

0
22

34

2

   
4

2

2

0

4

2

3 0arctg1arctgarctg1 dyy
y
x

y
dyy

y

  .
3

1424
1234

33
4

2

3 








y



11

Кратні, криволінійні, поверхневі інтеграли. Елементи теорії поля

Приклад 3. Змінити порядок інтегрування в наступних
інтегралах:

а)   .,
1

0
1 

y

y

dxyxfdyI

б)   .,

21

1

0

1
2 






x

x

dyyxfdxI

Початкові межі: 1x , 0x , 1 xy , 21 xy   (рис. 6);

 

Рис. 5

Зобразимо область інтегруван-
ня, яка визначається лініями: 0y ,

1y , yx  , yx   (рис. 5). Змі-
нивши порядок інтегрування, отри-
маємо нові межі: 0x , 1x , 2xy  , xy  , тобто

   .,
2

1

0
1 

x

x

dyyxfdxI

 

Рис. 6

виразимо нові межі інтегрування

1 yx , ,1 2yx   0y , 1y .
Отже,

  .,
1

1

1

0
2

2






y

y

dxyxfdyI



12

Н. О. Романчук, Н. О. Шаповал, О. В. Майборода

в)   .,
ln

01
3 

xe

dyyxfdxI

Приклад 4. Змінивши порядок інтегрування, записати за-
даний вираз у вигляді одного двократного інтеграла.

а)     .,,
2

0

2

10

1

0
1 




xx

dyyxfdxdxyxfdxI

б)     .,,
2

3

0

3

10

1

0
2

2






x
x

dyyxfdxdyyxfdxI

 

Рис. 7

Область інтегрування зображено
на рис. 7, звідки знаходимо нові ме-
жі: 0y , 1y , yex  , ex  , тому

  .,
1

0
3 

e

e y

dxyxfdyI

 

Рис. 8

Область інтегрування зображено
на рис. 8. Змінимо порядок інтегру-
вання та запишемо заданий інтеграл
як один двократний:

  .,
22

1
1 




y

y

dxyxfdyI



13

Кратні, криволінійні, поверхневі інтеграли. Елементи теорії поля

Задані межі інтегрування 10  x , 20 xy   і 30  x ,

Приклад 5. Обчислити подвійні інтеграли по заданих
областях:

а) ;22 
D

yx
dxdyx  D : 2x , xy  ,

 yx 2  (рис. 10).

      



 

x

xD
yx

dydxx
yx

dxdyx

2
22

2

0
22

1







  

2

02

2

0
2
1arctg1arctgarctg1 dx

x
y

x
dxx

x

x

.
2
1arctg2

22
1arctg

4

2

0










 


 x

 

Рис. 9

2
30 xy 

  (рис. 9) можна записати

так: yxy 23 , 10  y . Отже,

  .,
231

0
2 




y

y

dxyxfdyI

Рис. 10
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б) ;2

2


D

dxdy
y
x  D : 2x , xy  , 1xy  (рис. 11).1).









 

x

x

x

xD
y

dxx
y
dydxxdxdy

y
x

1

2

1

2

1
2

2

1

2
2

2 1

  





  

2

1

3
2

1

2 1 dxxx
x

xdxx

.
4
12

2
1

4
124

24

2

1

24













xx

в) ;ln
D

dxdyxy  D : 1xy , xy  , 2x  (рис. 12).

 
x

xD

dyydxxdxdyxy
1

2

1

lnln

                                                
x

x

ydxx
1

22

1
2

ln

 

Рис. 11

Рис. 12
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 





 

2

1
2

1ln
2
1 dx

x
xx 

























 




x
xvdvdx

x
x

dx
x

duux

1
2

,1

,1,ln
2

2






































 

2

1

22

1

2 11
2

ln1
22

1 dx
xx

xx
x

x

















































  

2

1

22

1
2

1
4

2ln
2
5

2
11

2
2ln

2
5

2
1

x
xdx

x
x

 .12ln2
8
5

4
52ln

2
5

2
1







 
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Лекція 2. Заміна змінних у подвійному інтегралі.
Полярні координати. Застосування подвійного

інтеграла до задач геометрії, механіки

Нехай задана функція  yxf ,  є неперервною в замкненій
і обмеженій області D, тоді існує подвійний інтеграл

 
D

dxdyyxfI , .                                        (1)

Припустимо, що в інтегралі (1) можна перейти до нових
змінних u і v за допомогою формул

 vuxx , ,     vuyy , ,                                    (2)

з яких однозначно виражаються змінні u і v:

 yxuu , ,      yxvv , .                                    (3)

Тоді кожній точці   DyxM ,  ставиться у відповідність
точка  vuM ,* . Множина всіх таких точок  vuM ,*  утво-
рює замкнену і обмежену область D*.

Теорема. Якщо перетворення (3) переводить замкнену
обмежену область D в замкнену обмежену область D* і є взає-
мооднозначним, і якщо функції (2) в області D* мають непе-
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рервні частинні похідні першого порядку і відмінний від нуля
визначник

  ,,

v
y

u
y

v
x

u
x

vuJ













                                 (4)

а функція  yxf ,  неперервна в області D, то справедлива така
формула заміни змінних:

         .,,,,,
*
 
DD

dudvvuJvuyvuxfdxdyyxf     (5)

Функціональний визначник (4) називається визначником
Якобі або якобіаном.

Розглянемо заміну декартових координат x, y полярними
,, пов’язаними співвідношеннями  cosx ,  siny .

Оскільки якобіан

    ,,,
cossin
sincos

, 



 JJ

то формула (5) набуває вигляду:

    ,sin,cos,
*
 
DD

ddfdxdyyxf          (6)

де область D задана в декартовій системі координат Oxy,
а D* – відповідна їй область у полярній системі координат.

Якщо область D (рис. 13,а) обмежена променями, які утво-
рюють з полярною віссю кути  і  (  ) і кривими   1
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та   2  (     21 ), то полярні координати обла-

сті D* змінюються в межах     21 , 
(рис. 13,б). Тоді формулу (6) можна записати у вигляді

   
 

 
.sin,cos,

2

1










 dfddxdyyxf
D

      (7)

 

        

 

                 Рис. 13,а           Рис. 13,б

Приклади. Перейти до полярних координат і обчислити
подвійні інтеграли:

а) ;22
1  

D

dxdyyxI  D – I чверть кола ;222 ayx 

 
 a

DD

ddddddI
0

2
2

0*

2

*

2
1
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.
6323

33

0

32

0

aa
a












б) ;4 22
2  

D

dxdyyxI  D : ;422  yx

 
 2

0

2
2

0*

2
2 44 ddddI

D

  
 2

0

22
2

0

44
2
1 dd

    .
3

1640
3
24

3
2

2
1 23

2

0

232
2

0






в) ;
1223  


D

yx
dxdyI  D : ,1 2xy 

0y  (рис. 14);

 









 
 1

0
2

2

0*
23

1
1

2
1

1
ddddI

D

     .
2

2ln1ln2ln
2

1ln
2
1 1

0
2

0









 

Рис. 14
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г) ;22
4  

D

dxdyyxI  D : ,222 xyx  , xyx 422 

                                         (рис. 15);

  ;cos2cos2:* 2 D

                                          ;cos4cos42 

                                          








cos4

cos2

2
2

2
4 ddI

       












2

2

33
2

2

cos4

cos2
3 cos8cos64

3
1

3
1 dd

    








 











2

2

32

2

2
3

sinsin
3

56sinsin1
3

56 d























 










 





2
sin

2
sin

3
1

2
sin

2
sin

3
56 33

.
9

224
3
22

3
56







 

 

Рис. 15
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Застосування подвійного інтеграла
до розв’язування задач геометрії, механіки

Маса матеріальної пластини, обмеженої областю D,
з густиною  визначається за формулою:

   ., 
D

dxdyyxm                               (9)

Величини

 

 







D
y

D
x

dxdyyxxM

dxdyyxyM

,і

,

                     (10)

називаються статичними моментами пластини відносно
осей Ox та Oy відповідно.

 

Рис. 16

Нехай в площині Oxy задано
матеріальну пластину, яка має
форму обмеженої замкненої об-
ласті D (рис. 16), в кожній точці
якої густина визначається непе-
рервною функцією  yx, .
Тоді площа фігури, що має форму
області D, обчислюється за фор-
мулою:

  .
D

dxdyS           (8)
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Координати центра маси пластини обчислюються за
формулами:

 .,
m

My
m

M
x x

c
y

c                              (11)

Величини

     ,,,, 22  
D

y
D

x dxdyyxxIdxdyyxyI

    
D

dxdyyxyxI ,22
0                     (12)

називаються моментами інерції пластини відносно осей Ox,
Oy та початку координат відповідно.

Якщо поверхня , задана рівнянням  yxfz , , проек-

тується на площину Oxy в область D і функції  yxf , ,  yxf x , ,

    Рис. 17

 
Об’єм циліндричного тіла,

твірні якого паралельні осі Oz
і яке обмежене знизу областю
D площини Oxy, а зверху – по-
верхнею  yxfz , , де функція

 yxf ,  неперервна та невід’єм-
на в області D (рис. 17), знахо-
диться за формулою:

  .,
D

dxdyyxfV      (13)
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 yxf y ,  неперервні в цій області, то площа Q поверхні  зна-
ходиться за формулою

      .,,1 22 
D

yx dxdyyxfyxfQ           (14)

Приклад 1. Обчислити площі фігур, обмежених лініями:

б) xy  2 , .442  xy
Знаходимо спільні точки ліній:

  ,442
44

,2 2
2 










xx

xy

xy

);6;8(),2;0(082  xx

виконуємо рисунок (рис. 19).

 

Рис. 18

а) xy  , xy 5 , 1x .
Задану фігуру зображено на рис. 18.

Шукану площу обчислюємо за форму-
лою (8):

  
x

x

x

xD

ydxdydxdxdyS
51

0

51

0

           224
1

0

2
1

0

  xdxx   (кв. од.).
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 






y

yD

dxdydxdyS
2

1
4

2

6 2











 



2

6

2
1

4
2 dyyy

3
12118

3
24

122
3

2

6

32















yyy  (кв. од.).

в)  cosa ,  cosb , ba 0  (рис. 20).
Враховуючи симетричність

фігури, обмеженої заданими
лініями, її площа дорівнює:

 
*1

2
D

ddS

 




 cos

cos

2

0

2
b

a

dd

    


 
 2

0

222

0

222 2cos1
2

cos dabdab

 

Рис. 19

Рис. 20
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 
4

2sin
2
1

2

222

0

22 







 




 abab  (кв. од.).

г)   .2 2222 xyayx 
Для обчислення площі фі-

гури, обмеженої замкненою
лінією (лемніскатою), застосу-
ємо формулу (6) переходу до
полярних координат і враху-
ємо її симетричність (рис. 21),
тоді

 
 2sin

0

2

0

2
a

ddS

2
2

0

22

0

2 2cos
2

2sin aada 


  (кв. од.).

Приклад 2. Обчислити об’єми
тіл, обмежених заданими поверх-
нями:

а) у = х2, 1y , 4 zyx ,
0z .
Задане тіло – це вертикальний

циліндр у = х2, який обмежений
зверху площиною yxz  4 ,
а знизу – частиною площини 0z
(рис. 22); його проекцією на площину
Oxy є фігура, обмежена параболою

 

Рис. 22

Рис. 21
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у = х2 і прямою 1y .  Об’єм тіла знаходимо за формулою (13):

     


11

1 2

4,
xD

dyyxdxdxdyyxfV

  




















 



1

1

4
32

121

1
2

4
2
13

2
4

2

dxxxxxyyxdx
x















1

1

2345

2
13

23
4

410
xxxxx

15
68

15
342

2
13

3
4

10
12 






   (куб. од.).

б) ,22 xyz   0z , 2y .

Гіперболічний параболоїд 22 xyz   перетинає пло-
щину Oxy ( 0z ) по прямих xy  .
Разом з площинами 0z , 2y
цей параболоїд обмежує тіло, симет-
ричне відносно площини Oxz і Oyz.
Враховуючи симетричність, об’єм V1
чверті тіла, розміщеної в першому
октанті (рис. 23), дорівнює:

   
D

dxdyyxfV ,1

 

Рис. 23
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  









 

yy
xxydydxxydy

0

3
2

2

00

22
2

0
3

3
8

43
2

3
2

2

0

42

0

3   ydyy  (куб. од.).

Тоді об’єм заданого тіла 
3

324 1  VV  (куб. од.).

Приклад 3. Обчислити площу частини поверхні пара-

болоїда ,2 22 yxz    яка вирі-

зається циліндром 122  yx
(рис. 24).

Із рівняння параболоїда

 22
2
1 yxz   знаходимо xz x  ,

yz y  .
Областю інтегрування D є круг 122  yx . За форму-

лою (14) знаходимо:

 
*

222 11
DD

dddxdyyxQ

       .од.кв.122
3
2

23
1

2
111

2
1

1

0

2322

0

2

0

1

0

22 





  dd

Рис. 24
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Приклад 4. Знайти координати центра маси верхньої по-
ловини однорідного ( 1 ) круга .922  yx

Внаслідок симетрії фігури відносно осі Oy .0cx  Для зна-

ходження yc скористаємося формулою (11). Отже ,
m

My x
c 

де за формулами (9) і (10):

 
 3

0

2

0*

2 sinsin dddddxdyyM
DD

x

    ;189cos0cos
3

cos
3

0

3

0







,

,
2

9
2

3

0

2

0

3

00*









 dddddxdym
DD

тоді .4
29

18





cy

Приклад 5. Знайти момент інерції відносно початку ко-

ординат однорідної фігури, обмеженої лініями ,1
b
y

a
x

0x , 0y .
За формулами (12) знаходимо:

   
 

 
xa

a
b

a

D

dyyxdxdxdyyxI
0

22

0

22
0
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 

    




















 

 axa
a
b

a

dxxa
a
bxax

a
byyxdx

0

3
3

3
2

0

3
2

0
3
1

3

   .
124343

22

0

4

3

3
43 baabxa

a
bx

a
bxb

a











 


Приклад 6. Знайти масу кругового кільця, утвореного ко-
лами радіусів r1 і r2 ( 21 rr  ), якщо в кожній точці поверхневаа
густина обернено пропорційна квадрату відстані її до центра
кільця.

За умовою задачі густина   ,, 22 yx
kyx


  де k – ко-

ефіцієнт пропорційності, тоді за формулою (9) маса кільця
буде:

  






 

*
222,

DDD

ddkdxdy
yx

kdxdyyxm

  .ln2lnln2ln
1

2
12

2

0

2

0

2

1

2

1

r
rkrrkkddk

r

r

r

r










Приклад 7. Обчислити момент інерції однорідного еліпса

12

2

2

2


b
y

a
x  ( ba  ) відносно його великої осі.
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Оскільки ba  , то знаходимо:







222

2

0

3

0

1

0

2
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2
3

44
xa

a
b
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xb

a

D
x

ydxdyydxdxdyyI


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



































  

2
,0

,arcsin

,cos
,sin

3
4

21

0

3
22

3

3

zz

a
xz

dzzadx
zax

dxxa
a
b

a






  

 2

0

44
3

32

0

3
222

3

3
cos

3
4cossin

3
4 dzza

a
bdzzazaa

a
b

  





  

 2

0

2
32

0

2
3 2cos2cos21

32
2cos1

3
4 dzzzabdzzab







 

 
 2

0

3

2
4cos12cos21
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













 

 2

0

3
4sin

4
1

2
12sin

3
zzzzab















 





 2sin
4
1

22
1sin

23

3ab

.
44

3
3423

333 ababab 










 





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Лекція 3. Означення та обчислення
потрійних інтегралів

Нехай функція  zyxfu ,,  визначена в обмеженій за-

мкненій області .3RG   Розіб’ємо область G сіткою повер-
хонь на n частин Gi, які не мають спільних внутрішніх точок
і об’єми яких дорівнюють ,iV  .,...,2,1 ni   У кожній ча-
стині Gi візьмемо довільну точку  iiiiP  ;;  і складемо суму

  ,;;
1




n

i
iiii Vf                              (1)

яка називається інтегральною сумою для функції  zyxf ,,
по області G. Нехай  i

ni
Gd




1
max  – найбільший з діаметрів

областей Gi.
Означення. Якщо інтегральна сума (1) при 0  має

скінченну границю, яка не залежить ні від способу розбиття
області G на частини Gi, ні від вибору точок Pi, то ця границя
називається потрійним інтегралом від функції  zyxf ,,  по
області G, тобто:

    ,;;lim,,
1

0





n

i
iiii

G

Vfdxdydzzyxf       (2)
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де  zyxf ,,  – функція, інтегровна в області G; G – область
інтегрування; x, y, z – змінні інтегрування; dxdydz (або dV) –
елемент об’єму.

Механічний зміст потрійного інтеграла. Якщо по тілу G
розподілено масу з об’ємною густиною  zyx ,,  в точці
  Gzyx ,, , то маса m цього тіла знаходиться за формулою:

  .,, 
G

dxdydzzyxm                          (3)

Геометричний зміст. Якщо всюди в області G   1,,  zyx ,
то з формули (3) випливає формула для обчислення об’єму V
тіла G:

.
G

dxdydzV                                  (4)

Теорема (достатня умова інтегровності функції). Якщо
функція  zyxf ,,  неперервна в обмеженій замкненій області
G, то вона в цій області інтегровна.

Властивості потрійних інтегралів
1. Сталий множник можна винести за знак потрійного

інтеграла:

    .,,,,  
GG

dVzyxfCdVzyxfC

2. Потрійний інтеграл від суми інтегровних функцій дор-
івнює сумі потрійних інтегралів від доданків:

         .,,,,,,,,  
GGG

dVzyxdVzyxfVdzyxzyxf



34

Н. О. Романчук, Н. О. Шаповал, О. В. Майборода

3. Якщо в області G функція   0,, zyxf , то

  .0,, 
G

dVzyxf

4. Якщо функції  zyxf ,,  та  zyx ,,  визначені в області G
і    zyxzyxf ,,,,  , то

    .,,,,  
GG

dVzyxdVzyxf

5. (Адитивність потрійного інтеграла). Якщо область інте-
грування G розбити на частини G1 і G2, які не мають спільних
внутрішніх точок, то

      .,,,,,,

21

 
GGG

dVzyxfdVzyxfdVzyxf

6. (Оцінка потрійного інтеграла). Якщо функція  zyxf ,,
неперервна в обмеженій замкненій області G, яка має об’єм V,
то

  ,,, MVdVzyxfmV
G

 
де m і M – відповідно найменше і найбільше значення функції
 zyxf ,,  в області G.

7. (Середнє значення функції). Якщо функція  zyxf ,,
неперервна в обмеженій замкненій області G, яка має об’єм
V, то в цій області існує така точка  ,;; 000 zyx  що

    .;;,, 000 VzyxfdVzyxf
G


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Величина    
G

dVzyxf
V

zyxf ,,1;; 000 – називаєть-

ся середнім значенням функції  zyxf ,,  в області G.

Обчислення потрійних інтегралів

Нехай область інтегруван-
ня G обмежена знизу і зверху
поверхнями

 yxzz ,1  і  ,,2 yxzz 

а з боків – циліндричною по-
верхнею, твірні якої паралельні
осі Oz (рис. 25). Область G на-
зивається правильною в на-
прямі осі Oz, якщо область D,
яка є проекцією G на площину
Oxy і обмежується кривими

 xy 1  і  xy 2

та прямими ax   і bx  , є правильною. Тоді обчислення по-
трійного інтеграла зводиться до послідовного обчислення
трьох визначених інтегралів, тобто

 
 

 
 

 

 
.,,,,

,

,

2

1

2

1







yxz

yxz

x

x

b

aG

dzzyxfdydxdxdydzzyxf       (5)

Порядок інтегрування може бути й іншим, наприклад,
якщо область G правильна в напрямі осі Ox, тобто

Рис. 25
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        ,,,,, 2121 dycyzyzyxxzyxG 

де  ,,1 zyx   ,,2 zyx   ,1 y   ,2 y  – неперервні функції, то

 
 

 
 

 

 
.,,,,

,

,

2

1

2

1







zyx

zyx

y

y

d

cG

dxzyxfdzdydxdydzzyxf

Приклад 1. Обчислити трикратні інтеграли:

а)             



yahayaha

zdxdyydzdxdyy
000000

  









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haha

xyyadxdyyay
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.
632

333 hahaa 













б)           









x

x

xx

x

x

zdyydxdzdyydx
22

10

1

0

22

10

1

0

     
xx

ydxxdyydxx
0

21

00

1

0
2

11
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  .
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Приклад 2. Обчислити потрійні інтеграли:

а)   ;321  
G

dxdydzzyxI

G : 0x , 0y , 0z , 3z ,
2 yx  (рис. 26).
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Рис. 26
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б) 
 

;
1 32  


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zyx
dxdydzI

G : 0x , 0y , 0z , 1 zyx
(рис. 27).
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в)   ;43  
G

dxdydzzI

G : 2xy  , 1y , 0z , 2z
(рис. 28).
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Рис. 28
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Лекція 4. Циліндричні та сферичні координати.
Застосування потрійного інтеграла

Нехай обмежена замкнена область G взаємооднознач-
но відображається на область G* за допомогою неперерв-
но диференційовних функцій  wvuxx ,, ,  wvuyy ,, ,

 wvuzz ,, , якобіан J в області G* не дорівнює нулю:

,0






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
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w
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z

u
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y

v
y

u
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w
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v
x
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x

J

і  zyxf ,,  – неперервна в G функція, то справедлива формула:

  
G

dxdydzzyxf ,,

       .,,,,,,,,
*
 
G

dudvdwJwvuzwvuywvuxf       (1)
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При переході від прямо-
кутних координат x, y, z до
циліндричних , , z (рис. 29),
пов’язаних з x, y, z співвідно-
шеннями

,sin,cos  yx

;zz 

,20,0 

, z

якобіан перетворення .
100
0sincos
0cossin




J

З формули (1) знаходимо потрійний інтеграл у циліндрич-
них координатах:

    .,sin,cos,,
*
 
GG

dzddzfzdxdydzyxf  (2)

При переході від прямо-
кутних координат x, y, z до
сферичних , ,  (рис. 30),
пов’язаних з x, y, z формулами

,cossin x
,sinsin y

;cosz

,20,0 

,0 

 

Рис. 29

 

Рис. 30
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якобіан перетворення

 .sin
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З формули (1) знаходимо потрійний інтеграл у сферич-
них координатах:
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Приклад 1. Обчислити   ,22 
G

dxdydzyxI  де об-

ласть G обмежена поверхнями  22
2
1 yxz   і 2z .

Проекцією області інтегрування G на площину Oxy є круг

,422  yx  рівняння якого в полярній системі координатт
2 . Застосуємо формулу (2) переходу до циліндричних ко-

ординат, тоді
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Приклад 2. Обчислити ,
G

dxdydz
z

xyI  де область G

розміщена в першому октанті і обмежена конусом 4z2 = x2 + y2

і площинами 0x , 0y , 1z .
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Приклад 3. Обчислити ,
G

dxdydzI  де область G – куля

.2222 Rzyx 
Застосуємо формулу (3) переходу до сферичних координат:
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Приклад 4. Обчислити   ,22 
G

dxdydzyxI  G визна-

чається нерівностями 0z , .22222 Rzyxr 
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Застосування потрійного інтеграла
до розв’язування задач геометрії та механіки

Якщо задано тіло, яке є обмеженою і замкненою областю
G, що має об’єм V, то згідно з геометричним змістом потрійно-
го інтеграла:

.
G

dxdydzV                                   (4)

Нехай G – обмежена замкнена область простору R3, яку
займає матеріальне тіло з густиною  zyx ,, , де  zyx ,,  –
неперервна в області G функція, тоді згідно з механічним
змістом потрійного інтеграла маса цього тіла:

 .
G

dVm                                    (5)

Моменти інерції тіла відносно координатних осей Ox, Oy,
Oz відповідно дорівнюють
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    ;; 2222  
G

y
G

x dVzxIdVzyI

  .22 
G

z dVyxI                            (6)

Моменти інерції відносно координатних площин Oxy,
Oxz, Oyz відповідно обчислюються за формулами

;; 22  
G

xz
G

xy dVyIdVzI

.2 
G

yz dVxI                               (7)

Момент інерції тіла відносно початку координат:

  .222
0  

G

dVzyxI                        (8)

Координати центра маси тіла визначаються за формулами

.,,
m

M
z

m
My

m
M

x xy
C

xz
C

yz
C                  (9)

де

,,  
G

xz
G

xy dVyMdVzM

 
G

yz dVxM                               (10)
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– це статичні моменти тіла відносно координатних площин
Oxy, Oxz, Oyz відповідно.

Приклад 1. Обчислити об’єм тіла, обмеженого циліндра-
ми ,4 2yz   22  yz  і площинами 1x , 2x .

Циліндри 24 yz   і 22  yz , твірні яких паралельні

осі Ox, перетинаються по прямих:  124 222 yyy
1 y . Тоді шуканий об’єм знаходимо за формулою (4):
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
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Приклад 2. Обчислити об’єм тіла, обмеженого парабо-
лоїдами z = x2 + y2, z = x2 + 2y2 і площинами xy  , xy 2 ,

1x .
Об’єм заданого тіла за формулою (4) буде дорівнювати:
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Приклад 3. Обчислити об’єм тіла, обмеженого поверх-

нями ,22 yxz   z = x2 + y2.

Задане тіло обмежується знизу конусом 22 yxz 
і зверху параболоїдом z = x2 + y2, які перетинаються по пло-
щині, проекцією якої на площину Oxy є кругx2 + y2 = 1 ( 1
полярне рівняння). Обчислимо об’єм тіла за формулою (4),
перейшовши до циліндричних координат:
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Приклад 4. Знайти масу куба 0 x  a, 0 y  a, 0 z  a,
якщо густина в кожній його точці   .,, zyxzyx 

Обчислимо масу заданого тіла за формулою (5):
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Приклад 5. Знайти масу тіла, обмеженого циліндричною
поверхнею x2 = 2y і площинами 1 zy , 22  zy , якщо

в кожній точці тіла густина дорів-
нює ординаті точки.

Проекцією заданого тіла (рис. 31)
на площину Oxy є частина парабо-

ли ,
2

2xy   яка відтинається прямою

1y , звідки .22  x  Тоді за фор-
мулою (5) знаходимо масу тіла:
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Рис. 31
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Приклад 6. Знайти момент інерції куба 0 x  a, 0 у  a,
0 z  a відносно його ребра.

Моменти інерції куба з ребром рівним a відносно кожно-
го з його ребер будуть однаковими. Знайдемо нехай Ix, засто-
совуючи формулу (6):
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Приклад 7. Знайти момент інер-
ції кругового циліндра, висота яко-
го hOO 21  і радіус основи a, від-
носно осі, яка є діаметром основи
циліндра.

Нехай висота циліндра OzOO 21
(рис. 32), тоді діаметр належить осі
Oy. Отже, знайдемо момент інерції
заданого циліндра відносно осі Oy:
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Рис. 32
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Приклад 8. Знайти коорди-
нати центра маси однорідно-
го ( 1 ) призматичного тіла,
обмеженого площинами x = 0,
z = 0, y = 0, y = 3, x + 2z = 3
(рис. 33).

Застосувавши формули (9) і
(10), знаходимо:
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Рис. 33
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4
94

4
9

2
943

2
1

2
9 23

0

2 





 






  zz

   
 23

0

23

0

23

0

3

1

232 dzzzdxdzzdydxdydzzM
z

G
xy

;
4
9

3
1

4
27

8
27

3
2

8
272

3
2

2
32

23

0

32







 












zz

тоді хС = 1, уС = 2, .
2
1

Cz

Приклад 9. Знайти координати центра маси тіла, обме-
женого поверхнями  z2 = xy, x = 5, y = 5, z = 0.

Знаходимо масу і статичні моменти заданого тіла:

 
5

0

5

00

5

0

5

0

dyydxxdzdydxdxdydzm
xy

G
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;125
9
455

9
4

2323
2323

5

0

235

0

23


yx

 
5

0

23
5

0

25
5

0

5

0
3
2

5
2 yxdyydxxxdxdydzxM

G
yz

;5
15
455

15
4 42325 

 
5

0

5

0

dyyydxxdxdydzyM
G

xz

;5
15
4

5
2

3
2 4

5

0

25
5

0

23  yx

 
5

0

5

00

25

0

5

0
2
1

2
dyydxxzdydxdxdydzzM

xy

G
xy

.5
8
1

222
1 4

5

0

25

0

2
 

yx

За формулами (9) знаходимо координати центра маси:

.
32
45;3  CCC zyx
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Лекція 5. Криволінійний інтеграл І роду:
означення та обчислення

Нехай у площині Oxy зада-
но гладку криву AB (рис. 34), на
якій визначено обмежену функ-
цію  yxf , .

Неперервна крива  txx  ,
 tyy   називається гладкою

на відрізку  t , якщо функ-
ції  tx  та  ty  мають на [;]
неперервні похідні  tx  і  ty ,Рис. 34

 

які одночасно не дорівнюють нулю.
Розіб’ємо криву AB точками А = А0, А1, ... , Аі–1, Аі, ... , Ап–1,

Ап = В на n довільних частин.

На деякій дузі  


ii AA 1  виберемо довільну точку  ,; iiiM 
і = 1, 2, ... , п і складемо суму

  ,;
1




n

i
iii lf                                  (1)

де il  – довжина дуги .1


ii AA 
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Сума (1) називається інтегральною сумою для функції
 yxf ,  по кривій AB. Нехай i

ni
l

1
max    найбільша з довжин

окремих дуг .1


ii AA 

Означення. Якщо інтегральна сума (1) при 0  має гра-
ницю, яка не залежить від розбиття кривої AB і від вибору
точок Mi, то цю границю називають криволінійним інтегра-
лом І роду (по довжині дуги) від функції  yxf ,  по кривій AB,
тобто

     .;lim,
1

0





n

i
iii

AB

lfdlyxf                   (2)

Якщо границя (2) існує, то функція  yxf ,  називається
інтегровною на кривій AB; AB – контур інтегрування; A – по-
чаткова, B – кінцева точки інтегрування.

Геометричний зміст криволінійного інтеграла І роду:


AB

dlL   – довжина дуги AB.

Фізичний зміст криволінійного інтеграла І роду:

  
AB

dlyxm ,  – маса неоднорідної матеріальної

кривої AB з лінійною густиною  yx, .
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Основні властивості криволінійного інтеграла І роду
1. Криволінійний інтеграл І роду не залежить від напрям-

ку шляху інтегрування:

    .,,  
BAAB

dlyxfdlyxf

2.          .,,,, 2121  
LLL

dlyxfdlyxfdlyxfyxf

3.     const.,,,   CdlyxfCdlyxfC
LL

4. Якщо контур інтегрування L розбито на дві частини L1
і L2, то

      .,,,

21

 
LLL

dlyxfdlyxfdlyxf

Обчислення криволінійних інтегралів І роду
1. Якщо крива AB задана рівнянням  xyy  , bxa  ,

де функція  xy  неперервна разом зі своєю похідною  xy  на
[a; b], то

        .1,, 2 
b

aAB

dxxyxyxfdlyxf

2. Якщо крива AB задається рівнянням  yxx  , dyc 
та функції  yx  і  yx  неперервні на [с; d], то

        .1,, 2 
d

cAB

dyyxyyxfdlyxf               (4)

(3)
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3. Якщо крива AB задана параметрично рівняннями
 txx  ,   tyy  ,   ;t  і функції  tx ,  ty ,  tx ,  ty  непе-

рервні на  ,;   то

             .,, 22




 dttytxtytxfdlyxf
AB

       (5)

4. У випадку просторової кривої AB, яку задано рівняння-
ми  txx  ,  tyy  ,  tzz  , (  t ) – функції, які є непе-
рервними разом зі своїми першими похідними по параметру
t на відрізку  ,;   то

 

 

             .,,

,,

222










dtzyxtztytxf

dlzyxf

ttt

AB

              (6)

Приклад 1. Обчислити   , 
L

dlyx  де L – відрізок прямої

від т. А(0; 0) до т. В(4;3).

Складемо рівняння прямої AB: ,
4
3 xy   тоді .

4
3

y  Засто-

суємо формулу (3):

  .
2
5

32
5

16
5

16
91

4
3 4

0

2
4

0

4

0







   xdxxdxxxdlyx

L
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Приклад 2.  Обчислити криволінійний інтеграл

  
L

dlyxI 34 3  між точками Е(–1; 0) і Н(0; 1):

а) по прямій EH;

б) по дузі астроїди .sin,cos 33 tytx 
а) Рівняння прямої EH: х = у – 1, 1x , тоді за форму-

лою (4):

   














 

1

0

23341

0

3
23

3
34
1422314 yydyyyI

    .253222132
1

0

33 4 




  yy

б) Якщо ,sin,cos 33 tytx   то  ,sincos3 2 ttxt 

.cossin3 2 ttyt   Тоді за формулою (5) знаходимо спочатку::

,cossin3cossin9sincos9 2424 dtttdtttttdl 

тоді






  





2
33 3 cossinsin3cos43 dtttttI

 








2
25

2
2 cossin9sincos12 dtttdttt
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    








2
25

2
2 sinsin9coscos12 tdttdt










2272
3

27
sin9cos4 tt







 








 


 272733 sin

2
sin

7
18cos

2
cos4

    .
7
46

7
424

7
18401

7
18104 

Приклад 3. Обчислити   ,22 
L

n
dlyx  де L – коло; tax cos ,

tay sin .
Оскільки

,cossin,cos,sin 2222 dtadttatadltaytax tt 

тоді за формулою (5)

       
 2

0

2
2

0

222222 sincos dtaadtatatadlyx
nn

L

n

.2 12
2

0

12
2

0

12 





   nnn atadta



66

Н. О. Романчук,  Н. О. Шаповал, О. В. Майборода

Приклад 4. Обчислити ,222 


L
zyx

dlI  де L – перший

виток гвинтової лінії, tax cos , tay sin , btz  .
Знайдемо

,,cos,sin bztaytax ttt 

 ,cossin 2222222 dtbadtbtatadl 

тоді за формулою (6)








 

 2

0
22

22
2

0
222222

22

sincos tba
dtba

tbtata
dtbaI

.2arctgarctg1 222

0

22

a
b

ab
ba

a
bt

ab
ba 




Приклад 5. Обчислити криволінійний інтеграл ,
L

dlxy  де

L – чверть еліпса ,12

2

2

2


b
y

a
x  яка лежить у першому квадранті.

Виразимо з рівняння еліпса змінну x:

,,1 22
2

2
22 yb

b
ax

b
yax 

тоді

    .
2

2
2222

dy
yb

y
b
ady

yb

y
b
ayx








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За формулою (5) обчислюємо інтеграл:




 
b

L

dy
yb

y
b
ayyb

b
adlxy

0
22

2

2

2
22 1

 
  




 

b

dy
ybb

yaybbyby
b
a

0
222

22222
22

  


 
bb

dyybaby
b
ady

b
yaybb

y
b
a

0

2224
2

0

22224

      


 
b

dyybabyba
bab

a

0

222422
222 2

2
1

 
  









b
ybab

bab
a

0

232224

222 232

      





 




234234224
2223

bbbab
bab

a

    
  





 222

333
633

222 33 bab
baabbba

bab
a

  
  

 
  .

33

2222

ba
babaab

baba
bababaab









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Застосування криволінійних інтегралів І роду

Нехай у площині Oxy задано гладку криву AB, на якій виз-
начено неперервну функцію  yxf , . Тоді площу P циліндрич-
ної поверхні, заданої функцією  yxfz , , обчислюють за
формулою

  ,,
AB

dlyxfP                                 (7)

а довжину L кривої AB –

.
AB

dlL                                        (8)

Якщо вздовж неоднорідної матеріальної кривої L розподі-
лено масу з лінійною густиною  yx, , тоді маса кривої L
обчислюється за формулою:

  ., 
L

dlyxm                                  (9)

Координати центра маси кривої L знаходять за фор-
мулами:

,,
m

My
m

M
x x

C
y

C                           (10)

де

    
L

y
L

x dlyxxMdlyxyM ,,,              (11)

– статичні моменти кривої L відносно осей Ox і Oy відпо-
відно.
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Моменти інерції кривої L відносно осей Ox, Oy і початку
координат відповідно дорівнюють:

 

   

    .,

,,,,

22
0

22









L

L
y

L
x

dlyxyxI

dlyxxIdlyxyI

            (12)

Приклад 1. Знайти площу бічної поверхні параболічного

циліндра ,
8
3 2xy   обмеженого площинами 0z , 0x ,

xz  , 6y .
Розглянемо циліндричну поверхню з твірними, паралель-

ними осі Oz; основа – контур інтегрування – це дуга AB пара-

боли ,
8
3 2xy   що сполучає точки А(0; 0) і В(4; 6); і висота-

ми, які рівні значенням підінтегральної функції. Отже, за фор-
мулою (7):

  





 

4

0

2
4

0

2

16
91

4
31, dxxxdxxxdlyxfP

AB

 
4

0

2
4

0

2 91618
72
1916

4
1 dxxxdxxx

       
4

0

232
4

0

2212 916
3
2

72
1916916

72
1 xxdx
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     11016
108

11616916
108

1 23232323

     .11010
27
1611010

108
64110104

108
1 3 

Приклад 2. Знайти довжину кардіоїди

tatax 2coscos2  , tatay 2sinsin2  .

Знаходимо похідні:

tataxt 2sin2sin2  , tatayt 2cos2cos2  ,
тоді

      dtyxdl tt
22

 dttttttttta 2cos2coscos2cos2sin2sinsin2sin2 2222

   dttttta 2coscos2sinsin222

   dttata cos122cos222

.
2

sin4
2

sin42 2 dttadtta 

Тоді за формулою (8) довжина кардіоїди:

  .160coscos8
2

cos8
2

sin4
2

0

2

0

aatadttadlL
AB





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Приклад 3. Знайти довжину дуги AB кривої

   .2,1;11 222  BA
xxy xxeee

Диференціюємо рівняння заданої кривої, попередньо
прологарифмувавши його:

       ;1ln1ln2;1ln1lnln 22222  xxxxy eeyeee

 ;
1
1ln

2
1

2

2















 x

x

e
ey

   
 










 22

2222

2

2

1

1212
1
1

2
1

x

xxxx

x

x

e

eeee
e
ey

.
1

2
1

4
2
1

1
2222

1
1

2
1

4

2

4

2

2

2424

2 












 x

x

x

x

x

xxxx

x e
e

e
e

e
eeee

e

Застосуємо формулу (8):

   








 

2

1
24

4482

1
24

4

1

412

1

41 dx
e

eeedx
e

edlL
x

xxx

x

x

AB

 
 



















 

2

1
4

2

1
4

42

1
24

24

1
21

1
1

1

1 dx
e

dx
e
edx

e

e
xx

x

x

x

;1 11

2

1
IIx 
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   

 







































 
1,1;

14

;1ln
4
1;1ln4

;1;1

1
2

8
2

4
1

44
2

1
41

etet
t
dtdx

txtx

tete

e
dxI

xx

x

   ;12
1

14
2

1

1

1

1

8

4

8

4













e

e

e

e
tt
dt

tt
dt

    ;
1

11
1

11,1
11

1









 tttt

BА
t
B

t
A

tt

  



















1

1

1

1

1

8

4

8

4

1lnln
2
1

1
11

2
1 e

e

e

e

ttdt
tt

I

     4488 ln1lnln1ln
2
1 eeee

  .41ln
2
148

1
1ln

2
1 4

4

8
















 e
e
e

Знаходимо довжину дуги кривої:

       eeeeL ln1ln
2
111ln

2
121ln

2
11 444

   .ln
2
11ln

2
1ln

2
11ln

2
1 22

2

4
24 


 ee

e
eee
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Приклад 4. Знайти масу дуги кола x = cost, y = sint (0 t ),
якщо лінійна густина в кожній точці дорівнює ординаті точки.

За умовою   yyx  , , тоді за формулою (9) одержимо:

   


0

22 cossinsin, dttttdlydlyxm
LL

.2cos0coscos
0




t

Приклад 5. Знайти масу дуги AB кривої xy ln , якщо
в кожній її точці лінійна густина пропорційна квадрату абсци-
си точки; хА = 1, хВ = 3.

Оскільки   ,1іln,, 2
x

yxykxyx   тоді, застосувавши

формулу (9), маємо:

    
LL

dlkxdlyxm 2,

 
3

1

2
3

1
2

2 111 dxxxkdx
x

xk

   



 

3

1

2323

1

22

23
1

2
11

2
xkxdxk

   .221010
3

210
3

2323 
kk
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Приклад 6. Обчислити координати центра маси піварки
циклоїди  ttax sin ,  tay cos1 ,  t0 .

Знайдемо за формулами (11) статичні моменти лінії від-
носно осей Ox і Oy відповідно, розрахувавши спочатку dl:

   dttadttatadl cos22sincos1 2222

;
2

sin2
2

sin2 2 dttadtta 

     


0
2

sin2cos1, dttatadlyyxM
L

x







  



0

22
2

sin1
2

cos212 dttta

 


0

22

0

2
2

sin
2

cos4
2

sin4 dtttadtta







 



0

22

0

2
2

cos
2

cos8
2

cos8 tdtata

,
3

16
3
88

2
cos

3
88

2
22

0

3
2

2 aaataa 

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   













0

22

0

2

0

2
cos

2
sin4

2
sin2

2
sin2sin,

dtttadttta

dttattadlxyxM
L

y

,
3

16
3

88
2

sin
3
188

2
sin

2
sin82

22
2

0

322

0

22
1

2

aaataa

tdtaIa

















де

















 



2
cos2,

2
sin

,,

2
sin

0
1 tvdvdtt

dudtut
dtttI

.4
2

sin4
2

cos2
2

cos2
000




 tdtttt

Маса лінії:

  



00

2
cos4

2
sin2, tadttadlyxm

L

.40cos
2

cos4 aa 





 


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Тоді, застосувавши формули (10), обчислюємо координа-
ти центра маси лінії:

.
3

4
43

16 2 a
a

ayx CC 




Приклад 7. Обчислити моменти інерції відносно коорди-
натних осей першого витка гвинтової лінії х = a cos t, y = a sin t,

.
2

thz




Знаходимо моменти інерції за формулами (12), причому

,
2

4
4

cossin
222

2

2
2222 dthadthtatadl









тоді

  

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 
2

0

2
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2
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222
22

4
sin

2
4 dtthtahadlzyI

L
x

  

















 
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0

2
2

22222

4
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
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2

22222
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2sin
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4 thttaha
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


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  
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  ,;
1




n

i
iii xP                               (1)

де ix  – проекція вектора ii AA 1  на вісь Ox.

Якщо існує скінченна границя при 0max
1




i
ni

x  інте-

гральної суми (1), яка не залежить ні від розбиття кривої AB,
ні від вибору точок Mi, то цю границю називають криволіній-

Лекція 6. Обчислення та застосування
криволінійних інтегралів ІІ роду. Формула Гріна.

Інтегрування повних диференціалів

Нехай у площині Oxy зада-
но гладку криву AB (рис. 35),
на якій визначено обмежену
функцію  yxP , . Розіб’ємо кри-
ву AB точками A = A0, A1, ... ,
Ai–1, Ai, ... , An–1, An = B на n до-
вільних частин; на кожній ча-

стинній дузі 


ii AA 1  виберемо
точку  ,; iiiM   ni ,...,2,1
і складемо сумуРис. 35
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ним інтегралом від функції  yxP ,  по координаті x вздовжж
кривої AB:

    .;lim,
1

0





n

i
iii

AB

xPdxyxP                (2)

Аналогічно криволінійний інтеграл від функції  yxQ ,  по
координаті y:

    ,;lim,
1

0





n

i
iii

AB

yQdyyxQ                   (3)

де iy  – проекція вектора  на вісь Oy (див. рис. 35).
Сума  (4) називається криволінійним інтегралом по коор-

динатах або криволінійним інтегралом ІІ роду.

Обчислення криволінійних інтегралів ІІ роду

Нехай крива AB задана параметричними рівняннями
 txx  ,  tyy  ,  t , де функції  tx  та  ty  на відрізку

[; ] неперервні разом зі своїми похідними  tx  і  ty ; точці A
кривої відповідає параметр , а точці B – параметр ; функції
 yxP , ,  yxQ ,  – неперервні на кривій AB, тоді

     
AB

dyyxQdxyxP ,,

               .,,




 dttytytxQtxtytxP             (5)
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Якщо крива AB задана рівнянням  xyy  , bxa  , де
функція  xy  та її похідна  xy  неперервні на  ba; , тоді

             .,,,,  
b

aAB

dxxyxyxQxyxPdyyxQdxyxP  (6)

Аналогічно, якщо крива AB задана рівнянням  yxx  ,
dyc  , де функції  yx  і  yx  неперервні на  dc; , то

              .,,,,  
d

cAB

dyyyxQyxyyxPdyyxQdxyxP   (7)

Поняття криволінійного інтеграла ІІ роду можна пошири-
ти на випадок просторових кривих. Нехай функції  zyxP ,, ,
 zyxQ ,, ,  zyxR ,,  визначені і неперервні на просторовій кри-

вій AB, яку задано рівняннями

 txx  ,    tyy  ,    tzz  ,    t ,

де функції  tx ,  ty ,  tz  та їхні похідні  tx ,  ty ,  tz  непе-
рервні на проміжку  ; , тоді справедлива формула:


AB

dzRdyQdxP

                            .,,,,,,




 dttztztytxRtytztytxQtxtztytxP  (8)

Криволінійний інтеграл ІІ роду залежить від напрямку
шляху інтегрування і при зміні напрямку змінює свій знак:

. 
BAAB

dyQdxPdyQdxP                      (9)



81

Кратні, криволінійні, поверхневі інтеграли. Елементи теорії поля

Криволінійні інтеграли, в яких початкова і кінцева точки
контуру інтегрування збігаються (замкнені контури без точок
самоперетину), є інтегралами по замкненому контуру. Для
замкненого контуру існує два напрями обходу: проти стрілки
годинника (додатна орієнтація контуру) та за стрілкою годин-
ника (від’ємна орієнтація контуру). Криволінійний інтеграл
ІІ роду по додатно орієнтованому контуру L позначається так:

    .,, 
L

dyyxQdxyxP

Застосування криволінійного інтеграла ІІ роду

Нехай на площині задана пра-
вильна область (рис. 36):

    .,21 bxaxyyxyD 

Межу області D, тобто криву
PNQM, позначимо L і вважатиме-
мо додатно орієнтованою.

Тоді площа S правильної
області D, обмеженої кривою L,
знаходиться за формулою

.
2
1  

L

dxydyxS           (10)

Якщо сила     jyxQiyxPF  ,,  виконує роботу A при
переміщенні матеріальної точки вздовж кривої L, функції
 yxP ,  і  yxQ ,  неперервні на кривій L, тоді

    .,, 
L

dyyxQdxyxPA                    (11)

Рис. 36
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Приклад 1. Обчислити криволінійний інтеграл ІІ роду

    ,22 22 
AB

dyyxydxxyx  де AB – дуга параболи у = х2

від точки А(1; 1) до точки В(2;4).
Застосуємо формулу (6), тоді:

          
2

1

433222 22222 dxxxxxxdyyxydxxyx
AB

  









 

2

1

65432

1

5432

35
4

23
242 xxxxdxxxxx







 

3
1

5
4

2
1

3
1

3
64

5
128

2
16

3
8

.
30
1940

30
1219

5
124

2
15

3
70



Приклад 2. Обчислити інтеграл ,22 
L

dyxdxy  де L – верх-

ня половина еліпса tax cos , tby sin , напрям обходу – за
годинниковою стрілкою.

Оскільки   tatx sin  і   tbty cos , то за формулою (5)

    


0

222222 coscossinsin dttbtatatbdyxdxy
L
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     


0

22

0

22 cossin1sincos1 dtttbadtttab

  


0

22

0

2 coscossin tdtabdttab

  


0

22

0

2 sinsincos tdtbadttba




0

3
2

0

2

0

3
2

0

2
3

sinsin
3

coscos tbatbatabtab

3
4

3
22

2
22 ababab 

Ураховуючи, що обхід контуру здійснюється за годинни-
ковою стрілкою, тобто у від’ємному напрямку, знак результа-
ту змінюємо на протилежний, тому

.
3

4 2
22 abdyxdxy

L



Приклад 3. Обчислити 
 

 





2;

0;0

sincos dyxydxyx  вздовж

відрізка, що сполучає точки  0;0  і   2; .
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Рівняння прямої, що сполучає точки  0;0  і   2; :




 2
yx

 або xy 2 , тоді 2y . За формулою (6)

 

 


 2;

0;0

sincos dyxydxyx

   ,42sin22cos 21
0

 


IIdxxxxx

де

















 



xvdvdxx

dudxux
dxxxI 2sin

2
1,2cos

,,
2cos

0
1

;02cos
4
12sin

2
12sin

2 000



















 xdxxxx












 


xvdvdxx
dudxux

dxxxI
cos,sin

,,
sin4

0
2

  .4sincos4coscos4
000


































 xdxxxx
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Приклад 4. Обчислити криволінійний інтеграл вздовж

заданих ліній:  
 

 
;

1;1

0;0
  dyxydxxyI  а) у = х; б) у = х2;

в) у2 = х.
У завданнях а), б) використаємо формулу (6), у завданні

в) – (8).

а) Оскільки у = х, dxdy  , то ;
3
1

1

0

2   dxxI

б) Тут у = х2, xy 2 , тоді

     .
12
1

3
2

4
3232

1

0

341

0

23
1

0

23 









  xxdxxxdxxxxxI

в) Запишемо функцію ,2yx   тоді dyydx 2 , отже

  .
30
17

3
1

2
1

5
2

325
22

1

0

3251

0

23 









 yyydyyyyyI

Приклад 5. Обчислити ,3535

22

 



L

yx
dxydyxI  де L – чверть

астроїди ,cos3 tRx   tRy 3sin  від точки  0;R  до точки
 R;0 .
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Заданим точкам відповідає значення параметра ,
2

0 
 t

тоді враховуючи, що

  ,sincos3 2 ttRtx     ,cossin3 2 ttRty 

за формулою (5) одержуємо:

   





 
 2

0
353353

273723

sincos

cossin3cossin3 dt
tRtR

ttRttRI

 





 
 2

0
55

5522

35

3

sincos
sincoscossin3 dt

tt
tttt

R
R

 
 2

0

234
2

0

22
34

2sin
4
3cossin4

4
3 dttRdtttR

  





 




2

0

34
2

0

34 4sin
4
1

8
34cos1

8
3 ttRdttR

.
16
3

28
3 334 RRR 




Приклад 6. Обчисліть   ,1 
L

dzyxdyydxxI  де L –

відрізок прямої від точки (1; 1; 1) до точки (2; 3; 4).
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Складемо рівняння прямої, яка проходить через задані

точки ,
3

1
2

1
1

1 





 zyx  звідки виражаємо 12  xy . Тодіді

dxdy 2  і 23  xz , dxdz 3 . Отже, за формулою (8)

      
2

1

322212 dxxxxxI

    .1387814
2

1
2

2

1

  xxdxx

Приклад 7. Обчислити , 
OA

dzzxdyyzdxxyI  де OA –

чверть кола, заданого параметричними рівняннями tx cos ,
ty sin , 1z ; обхід здійснюється у напрямку зростання па-

раметра t.

      
 2

0

2
2

0

2 sinsinsincossinsincos tdttdtttttI

.
6
1

3
1

2
1

2
sin

3
1

2
sin

2
1

3
sin

2
sin 32

2

0

32




















tt

Приклад 8. Знайти площу фігури, обмеженої кардіоїдою
ttx 2coscos2  , tty 2sinsin2  .
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Для знаходження площі візьмемо формулу (10):

 
L

dxydyxS
2
1

        
2

0

2sin2sin22sinsin22cos2cos22coscos2
2
1 dttttttttt





2

0

22 2cos2coscos2coscos2cos22
2
1 tttttt

   dttttttt 2sin2sinsin2sinsin2sin2 22

   
2

0

2222 2sin2sinsin3sin22cos2coscos3cos2 dttttttttt

       .6sin3cos132sinsin2coscos33
2

0

2

0

2

0




 ttdttdttttt

Приклад 9. У кожній точці площини на матеріальну точ-
ку діє сила ,F  проекції якої на координатні осі Ox і Oy відпо-
відно дорівнюють   xyyxP ,  і   yxyxQ , . Обчислити
роботу сили F  при переміщенні точки з початку координатт
(0; 0)  в точку (1; 1): а) по прямій xy  ; б) по параболі у = х2.

Для знаходження роботи сили     jyxQiyxPF  ,,
застосуємо формулу (11):

а)  
 

 
  ;

3
4

3
2

1

0

2
31

0

2
1;1

0;0











  xxdxxxdyyxdxxyA



89

Кратні, криволінійні, поверхневі інтеграли. Елементи теорії поля

б)     
 

 
    

1

0

23
1;1

0;0

2 dxxxxxdyyxdxxyA

  .
12
17

3
2

4
323

1

0

341

0

23 









  xxdxxx

Приклад 10. Знайти роботу силового поля, в кожній точці
 yx;  якого напруженість (сила, яка діє на одиницю маси)

  ,jxiyxp   коли точка масою m описує коло tax cos ,
tay sin , рухаючись за годинниковою стрілкою.

Оскільки точка рухається по колу за годинниковою стріл-
кою, тобто у від’ємному напрямку, то формула (11) запишеть-
ся так:

       
 LL

dymxdxyxmdyyxQdxyxPA ,,

      
2

0

coscossinsincos dttatmatatatam

  





  

 2

0

2
2

0

2 2sin
2
11cossin1 dttmadtttma

.22cos
4
1 2

2

0

2 mattma 





 


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Формула Гріна

Формула Гріна пов’язує подвійний інтеграл по області D
з криволінійним інтегралом по межі L цієї області.

Нехай D – деяка правильна область, обмежена замкне-
ним контуром L (див. рис. 36), і функції  yxP ,  і  yxQ ,  непе-

рервні разом зі своїми частинними похідними 
y
P

  та 

x
Q

  в цій

області. Тоді справедлива формула Гріна:

. 














LD

dyQdxPdxdy
y
P

x
Q              (12)

Приклад 1. Обчислити     
L

dyyxdxyxI 2222  за

формулою Гріна, якщо L – контур трикутника LMN з верши-
нами L(1; 1), М(2; 2), N(1; 3), обхід здійснюється проти го-
динникової стрілки. Результат перевірити безпосереднім інтег-
руванням.

Знайдемо частинні похідні  ;2 yx
x
Q



  .4y

y
P



  Область

інтегрування D – це трикутник LMN, рівняння сторін якого
LM: xy  , MN: 4 xy , NL: 1x . Тоді за формулою (12)

        
DL

dxdyyyxdyyxdxyx 422 222

     
x

xD

dyyxdxdxdyyx
42

1

22
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    





 










 


 2

1

222
2

1

4

2
14

2
142

2
2 dxxxxxxdxyxy

x

x

  .
3
44

3
24444

2

1

3
2

2

1

2 









  xxxdxxx

Обчислимо інтеграл безпосередньо – по контуру трикут-
ника LMN, тоді :321 IIII 

    ;
3

56
3
882

2

1

3
2

1

2222
1   xdxxdxxxdxxxI

LM

       
MN

dxxxdxxxI 222
2 442

  ;
3
4168

3
416164

1

2

23
1

2

2 





   xxxdxxx

        ;
3

56648
3
11

3
111

1

3

3
1

3

22
3   ydyydyyI

NL

.
3
4

3
56

3
4

3
56

I
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Приклад 2. Обчислити за формулою Гріна криволінійний

інтеграл ,22 
L

dyxydxyx  де L – коло ,222 Ryx   обхід

контуру проти годинникової стрілки.

Знаходимо ,, 22 x
y
Py

x
Q







  тоді за формулою (12):

   
*

22222

DDL

dddxdyyxdyxydxyx

.
24

4

0

42

00

3
2

0

Rdd
RR











Приклад 3. За формулою Гріна обчислити інтеграл

,ln 2222 





 





 

L

dyyxxxyydxyx  де L – контур пря-

мокутника 41  x , 20  y .
Оскільки







































2222
11

yx

x

yxx
yy

x
Q























22

22

22

1

yx

xyx

yxx
yy
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2222
2

22
і1

yx

y
y
P

yx

yy
yx

yy

























то







 





 

L

dyyxxxyydxyx 2222 ln



















 

D

dxdy
yx

y

yx

yy
2222

2

.8
3
83

3

2

0

34

1

2

0

2
4

1

2   yxdyydxdxdyy
D

Умови незалежності криволінійного інтеграла
від форми шляху інтегрування

Значення криволінійного інтеграла, як було показано,
залежить від того, якою кривою сполучено крайні точки шля-
ху інтегрування. Проте існують інтеграли, значення яких
не залежить від форми шляху інтегрування. З’ясуємо умови,
за яких значення інтеграла залишається однаковим по всіх
можливих кривих, які сполучають кінцеві точки кривої інте-
грування.

Теорема. Нехай функції  yxP ,  та  yxQ ,  визначені і не-

перервні разом зі своїми частинними похідними 
x
Q

y
P





 та

в деякій замкненій однозв’язній області D. Тоді наступні
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чотири умови еквівалентні, тобто виконання якої-небудь
однієї з них тягне за собою виконання інших трьох:

1) для довільної замкненої гладкої кривої, що належить
області D,

;0
L

dyQdxP

2) для довільних двох точок M та N області D значення
інтеграла

 
MN

dyQdxP

не залежить від форми шляху інтегрування, який лежить
в області D;

3) вираз dyQdxP   є повним диференціалом деякої
функції, визначеної в області D, тобто існує така функція
 yxF , , визначена в області D, що dyQdxPdF  ;

4) в усіх точках області D виконується рівність

.
x
Q

y
P






                                       (13)

З еквівалентності умов 1–4 теореми випливає, що умови
3 і 4 є необхідними і достатніми, за яких криволінійний інте-
грал не залежить від форми шляху інтегрування. Проте для
застосування найбільш зручною, необхідною і достатньою
умовою є рівність (13).

Теорема справедлива для випадку криволінійного інте-
грала ІІ роду вздовж просторових кривих.

Приклад. Обчислити криволінійний інтеграл

   
AB

dyxydxyx 222
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по довільній кривій, яка сполучає точки  0;0A  та  1;1B .
Оскільки для заданого інтеграла виконується рівність (13):

,2y
x
Q

y
P







  то значення інтеграла не залежить від фор-

ми шляху інтегрування, а залежить лише від точок A і B.
Обчислимо інтеграл по прямій xy  , яка ці точки сполучає,
тоді

      
1

0

22222 22 dxxxxdyxydxyx
AB

.
3
2

3
22

1

0

3
1

0

2   xdxx

Інтегрування повних диференціалів

Нехай у деякій однозв’язній області D функції  yxP , ,

 yxQ ,  і їхні частинні похідні 
x
Q

y
P





 і  неперервні, причому

.
x
Q

y
P






  Зафіксуємо точку  00; yxM  і розглянемо функцію

 
 

 
,,

;

; 00

 
yx

yx

dyQdxPyxF

тоді повний диференціал цієї функції

 .dyQdxPdF                                 (14)
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Проте існує нескінченна кількість функцій двох змін-
них, для яких (14) є повним диференціалом. Всі такі функції
визначаються формулою   Cyxu , , де  yxu ,  – яка-небудьдь
з первісних, а C – const.

Кожну з цих функцій називають первісною для повного
диференціала (14):

 

 
  .,

;

; 00

CyxudyQdxP
yx

yx



Поклавши х = х0, у = у0, знаходимо  ,; 00 yxuC   тому

 

 
   .,, 00

;

; 00

yxuyxudyQdxP
yx

yx



Зокрема при х = х1, у = у1 маємо

 

 
   .,, 0011

;

;

11

00

yxuyxudyQdxP
yx

yx

                (15)

Вираз (15) називається формулою Ньютона–Лейбніца для
криволінійного інтеграла від повного диференціала.

Оскільки криволінійний інтеграл не залежить від форми
шляху інтегрування, то для знаходження первісної  yxu ,  до-
сить обчислити інтеграл по довільній лінії, яка сполучає точ-
ки M0 і M. Проте найзручніше інтегрувати по ламаній лінії,
яка сполучає точки M0 і M так, що сторони ламаної паралельні
осям координат (рис. 37).
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Тоді на відрізку M0N у = у0, 0dy , а на відрізку NM
constx , 0dx . Отже,

     
x

x

dxyxPyxu
0

0,,

  .,

0

CdyyxQ
y

y

        (16)

де перший визначений інтеграл
обчислюється при сталому зна-
ченні у = у0, а другий – при ста-
лому значенні x.

Аналогічно при інтегруванні по ламаній M0PM (див.
рис. 37):

      CdyyxQdxyxPyxu
y

y

x

x

 
00

,,, 0           (17)

Формули (16), (17) дають змогу знайти первісну; почат-
кову точку (х0; у0) треба вибирати так, щоб підінтегральні ви-
рази якомога спрощувались.

Приклад 1. Обчислити інтеграл

   
 

 
.22

1;2

0;0

2222  dyyxyxdxyxyxI

Оскільки для даного інтеграла виконується рівність

(13), тобто ,22 yx
x
Q

y
P







  то він не залежить від шляхуу

Рис. 37
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інтегрування. Виконаємо інтегрування
по ламаній OAB (рис. 38).

На відрізку OA: у = 0, dy = 0, 0 x ;
на відрізку AB: 2x , 0dx , 10  y ,
тоді

   
1

0

2
2

0

2 44 dyyydxxI

.5
3
124

3
8

3
24

3

1

0

3
2

2

0

3













yyyx

Приклад 2. Обчислити    
 

 
.33

3;2

1;1
  dyxydxyxI

Заданий інтеграл не залежить від шляху інтегрування,

оскільки .3







x
Q

y
P  Здійснимо інтегрування по ламаній,

ланки якої паралельні осям координат; на першій ланці 1y ,
0dy , 21  x ; на другій ланці 2x , 0dx , 31  y , отже,

    




















 

3

1

22

1

23

1

2

1

6
2

3
2

63 yyxxdyydxxI

.
2
1206

2
118

2
93

2
162 

Рис. 38
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Приклад 3. Знайти первісну функцію  yxu , , якщо її по-
вний диференціал:

а)    dyyxdxyxdu 6224  ;

б)      ;11ln dyexdxxydu y

в) .211
2 dy

y
x

y
dx

yx
du 





















а) Умова (13) виконується: ;2







x
Q

y
P  візьмемо х0 = 0,

у0 = 0, тоді

    CyxyxCdyyxdxxyxu
yx

  22

00

322624,

   або

    .223246, 22

00

CxyxyCdxyxdyyyxu
xy

 

б) Оскільки ,1







x
Q

y
P  тоді нехай х0 = 0, у0 = 0, звідки

первісна функція

       
y

y
x

dyexdxxyxu
00

11ln,

       
yyx eyxyxxxx
001ln1ln

    .11ln1 Ceyxyxxx y 
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в) Знаходимо .1
2yx

Q
y
P







  За початкову точку поча-

ток координат (0; 0) взяти не можна, оскільки в цій точці функ-
ції  yxP ,  і  yxQ ,  не визначені. Тому за початкову точкуу
візьмемо нехай (1; 1), тоді первісна

  .1ln2ln211,
1

2
1

C
y
xyxdy

y
x

y
dx

x
yxu

yx


















  
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Лекція 7. Поверхневі інтеграли

Нехай у точках деякої гладкої поверхні  визначена обме-
жена функція    zyxfMf ,, . Розіб’ємо поверхню  на n
довільних частин і без спіль-
них внутрішніх точок (рис. 39).
Нехай i  –  площа, а  idiam  –
діаметр частини поверхні і,

.,...,2,1 ni   У кожній части-
ні і виберемо довільну точку

 iiiiM  ;;  і складемо суму

  ,;;
1




n

i
iiiif     (1)

яку назвемо інтегральною сумою для функції  zyxf ,,  по по-
верхні .

Якщо існує скінченна границя інтегральної суми (1) при
  ,0diammax

1


 ni
i  яка не залежить ні від способу розбит-

тя поверхні  на частини і, ні від вибору точок Mi, то цю

Рис. 39
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границю називають поверхневим інтегралом І роду:

     .;;lim,,
1

0






n

i
iiiifdzyxf          (2)

Функція  zyxf ,,  називається інтегровною по поверхні ,
а поверхня  – областю інтегрування. Якщо функція  zyxf ,,
неперервна на поверхні , то вона інтегровна по .

Нехай гладка поверхня , задана рівнянням  yxzz , ,
проектується на площину Oxy в область D. Припустимо, що
функція  zyxf ,,  неперервна на поверхні , а функції  yxz , ,

 yxzx , ,  yxzy ,  неперервні в області D, тоді поверхневий
інтеграл (2) обчислюється за формулою:

         .1,,,,, 22 
 xyD

yx dxdyzzyxzyxfdzyxf  (3)

Формула (3) виражає поверхневий інтеграл І роду через
подвійний інтеграл по проекції поверхні  на площину Oxy.

Аналогічно, якщо поверхня  задається рівнянням
 zxyy ,  або  zyxx , , то

         
 xzD

zx dxdzyyzzxyxfdzyxf 221,,,,,

або

         ,1,,,,, 22 
 yzD

zy dydzxxzyzyxfdzyxf
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де Dxz, Dyz – проекції поверхні  на координатні площини Oxz
і Oyz відповідно.

Якщо у формулі (2) покласти   1,, zyxf  на поверхні ,

то інтеграл 


 dP  (4) виражає площу поверхні .

Якщо на гладкій поверхні  розподілено масу з поверхне-
вою густиною  zyx ,, , то:

а) маса матеріальної поверхні

  ;,,


 dzyxm                                (5)

б) координати центра маси поверхні:

,,,
m

M
z

m
My

m
M

x xy
C

xz
C

yz
C                    (6)

де

 


dzMdyMdxM xyxzyz ,,    (7)

статичні моменти поверхні  відносно координатних пло-
щин Oyz, Oxz, Oxy відповідно;

в) моменти інерції поверхні відносно осей координат
і початку координат:

    ,, 2222 


 dzxIdzyI yx

    ., 22222 


 dzyxIdyxI Oz      (8)
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Приклад 1. Обчислити ,
3
42









  dyxz    – частина

площини ,1
432


zyx  яка розмі-

щена в І октанті.
Поверхнею інтегрування

є ABC (рис. 40), проекцією якого
на площину Oxy є AOB:

 ,
2

130 





 

xy  .20  x

Обчислимо d:

;
3
4,2

32
14 






  yx zzyxz

.
3
61

9
1641 dxdydxdyd 

Застосуємо формулу (3):







 






  

 xyD

dxdyyxyxdyxz
3
42

3
424

3
61

3
42







  







 

2

0

2
13

0

2

0
2

13
3
614

3
614

3
614 dxxdydxdxdy

x

Dxy

Рис. 40
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  .61412614
4

614
2

0

2













xx

Приклад 2. Обчислити ,


dxyz  де   – частина пло-

щини 1 zyx , розміщена в І октанті.
Рівняння поверхні yxz  1 , звідки ,1 yx zz  тоді

.3111 dxdydxdyd   Отже,

   
 xyD

dxdyyxxydxyz 13

     














xx

yyxdxxdyyyxdxx
1

0

321

0

1

0

2
1

0
32

1313

      





  

1

0

3
1

0

33 1
6
31

3
11

2
13 dxxxdxxxx

  









 

1

0

54
3

21

0

432

54
3

26
333

6
3 xxxxdxxxxx

.
120

3
20
1

6
3

5
1

4
31

2
1

6
3







 
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Приклад 3. Обчислити   ,22


 dyx  де  – частина ко-

нічної поверхні ,222 yxz   розміщена між площинами 0z
і 1z .

Оскільки рівняння поверхні ,22 yxz   то ,
22 yx

xzx




,
22 yx

yzy


  тоді

.21 22

2

22

2
dxdydxdy

yx
y

yx
xd 







отже поверхневий інтеграл:

     
 xyxy DD

dddxdyyxdyx 32222 22

.
2
2

4
22

1

0

42

0

1

0

3
2

0







 dd

Приклад 4. Обчислити ,


dx  де  – частина сфери

,2222 Rzyx   яка розміщена в І октанті.
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З рівняння сфери 222 yxRz   знаходимо

,,
222222 yxR

yz
yxR

xz yx










тоді

;1
222222

2

222

2

yxR

dxdyRdxdy
yxR

y
yxR

xd










отже,








 

 xyxy DD R

ddR
yxR

dxdyxRdx
22222

cos





 

 R

R

ddR
0

22

22

0

cos





















2,0,cos

,arcsin,sin

21 zzdzzRd
R

zzR





 
 2

0
222

222

0 sin

cossinsin
zRR

dzzRzRR
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   
 2

0

32

0

22 2cos1
2

sin dzzRdzzRR

.
422

2sin
2
1

2

332

0

3 RRzzR 










 



Приклад 5.  Знайти момент інерції півсфери
222 yxaz   відносно осі Oz.

За формулами (8):

   


dyxI z
22

  





 
xyD

dxdy
yxa

y
yxa

xyx 222

2

222

2
22 1

 















 





a

DD a

dda
a

ddadxdy
yxa

yxa

xyxy 0
22

32

0
22

3

222

22


























0,,

,,

21
22

22
22

tatta

dt
ta

tdta
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   





 

0

22

2222
2

a tat

dtttataa

  .
3
4

3
2

3
22 4

3
3

0

3
2

0

22 aaaattaadttaa
aa






















 

Приклад 6. Обчислити координати центра маси частини
площини z = x, яка обмежена площинами x + y = 1, y = 0, x = 0.

Застосуємо формули (6) і (7):

,2,0,1 dxdydzzxz yx 

тоді

 




x

D

dydxdxdydm
xy

1

0

1

0

22

  ;
2
2

2
212

1

0

21

0











  xxdxx

   




1

0

1

0

1

0

122 dxxxdydxxdxM
x

yz

;
6
2

32
2

1

0

32













xx
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





xx

xz
ydxdyydxdyM

1

0

21

0

1

0

1

0
2

22

  ;
6
2

32
221

2
2

1

0

3
2

1

0

2 









  xxxdxxx

.
6
22  



dxdzM xy

Таким чином, .
3
1

 CCC zyx

Приклад 7. Знайти центр маси однорідної поверхні конуса

 ,22222 yxbza   .0 bz 

Конус 22 yx
a
bz   проектується на площину Oxy в ко-

ло радіуса a:

;
, 2222

22
ayxbyx

a
b

bz

yx
a
bz












,,
2222 yx

y
a
bz

yx

x
a
bz yx






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тоді







 dxdy
yx

y
a
b

yx
x

a
bd 22

2

2

2

22

2

2

2
1

   ;1 22

22

2222
dxdy

a
badxdy

yx
yxba

a














 
 xyxy DD

dd
a

badxdy
a

badm
2222














aa

a
badd

a
ba

0

22

0

22

0

2

0

22

2

;
2

2 22
222

baaa
a

ba








 
 xyD

yz dd
a

badxM cos2
22

;0cos
0

2
2

0

22



 

 a

dd
a

ba
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


 
 xyD

xz dd
a

badyM sin2
22

;0sin
0

2
2

0

22



 

 a

dd
a

ba




 
 xyD

xy dxdyyx
a
b

a
badzM 22

22







 




a

D

dd
a

babdd
a

bab

xy 0

2
2

0
2

22
2

2

22

;
3

2
3

2 22
3

2

22
baaba

a
bab









.
3
2;0 bzyx CCC 

Приклад 8. Знайти момент інерції частини бічної поверхні

конуса ,22 yxz   hz 0  відносно осі Oz.

За умовою ,22 yxz   тоді

.,
2222 yx

yz
yx

xz yx






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 Отже

.21 22

2

22

2
dxdydxdy

yx
y

yx
xd 





 .

Шуканий момент інерції:

     
 xyxy DD

z dddxdyyxdyxI 32222 22

.
2
2

4
22

4
22 4

4

0

42

00

3
2

0

hhdd
hh









Приклад 9. Знайти площу частини поверхні конуса

,22 xyz   розміщеної в першому октанті між площинами 2x ,
4y .
Застосуємо формулу (4):

     
 xyD

yx dxdyzzdP 221




 
xyxy DD

dxdy
xy
yxdxdy

xy
x

xy
y

222
1

22




















 

4

0

2

0

4

0

2

0
2

1
2

1 dy
x
y

y
xdxdy

xy
y

xy
xdx
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


















 

2

0

4

0

232

0
3
164

2
1

23
12

2
1 dx

x
xy

x
yxdx







 












2

0

23
2

0

23

3
32

3
8

2
12

3
16

23
4

2
1 xxxx

 .од.кв.16
3

482
3

322
3

16
2

1







 

Приклад 10. Знайти масу півсфери, якщо в кожній
її точці поверхнева густина дорівнює відстані від точки до ра-
діуса, перпендикулярного до основи півсфери.

Рівняння півсфери ,222 yxRz   звідки

,,
222222 yxR

yz
yxR

xz yx










тоді

.1
222222

2

222

2

yxR

dxdyRdxdy
yxR

y
yxR

xd










Знайдемо масу за формулою (5):

,


 dm  де густина .22 yx 
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Отже,





 

 xyD yxR

dxdyyx
Rdyxm

222

22
22

,
2

32

0
22

22

0
22

2 R

R

ddR
R

ddR
R

Dxy












 





де






























2
,0,cos

,arcsin,sin

210
22

2

ttdttRd
R

ttR

R

d
R








 

 2

0

2
2

0
222

22

2
2cos1

sin

cossin dttR
tRR

dttRtR

.
4

2sin
2
1

2

22

0

2 RttR 







 



Поверхневі інтеграли ІІ роду
Розглянемо поняття сторони поверхні. Візьмемо на гладкій

поверхні  довільну точку M, проведемо в ній нормаль n пев-
ного напряму і розглянемо на поверхні  довільний замкне-
ний контур, який виходить з точки M і повертається в точку M,
не перетинаючи при цьому межі поверхні . Якщо у довільну



116

Н. О. Романчук,  Н. О. Шаповал, О. В. Майборода

точку M поверхні  після обходу довільного замкненого кон-
туру, який розміщений на поверхні  і не перетинає її межу,
ми повертаємось з початковим напрямом нормалі n , то по-
верхню називають двосторонньою; якщо напрям нормалі
змінюється на протилежний, то односторонньою.

Двосторонню поверхню називають орієнтовною, а вибір
певної її сторони – орієнтацією поверхні. Надалі розглядати-
мемо двосторонні поверхні.

Нехай  – орієнтовна поверх-
ня, обмежена контуром L, який
не має точок самоперетину. Вва-
жатимемо за додатній той на-
прям обходу контуру L, при яко-
му спостерігач, розміщений так,
що напрям нормалі збігається
з напрямом від ніг до голови при
русі, залишає поверхню зліва
від себе (рис. 41). Протилеж-
ний напрям обходу називається
від’ємним. Якщо змінити орієн-
тацію поверхні, то і напрями

обходу контуру L поміняються місцями.
Нехай  – гладка поверхня, задана рівнянням  yxfz , ,

і  zyxR ,,  – обмежена функція, визначена в точках поверхні
. Розіб’ємо  на n довільних частин. Позначимо: Di – проек-
ція i-ї частини поверхні i на площину Oxy, а Si – площа Di,
взята зі знаком "+", якщо обрана зовнішня сторона поверхні ,
і знаком "" – якщо внутрішня.

Виберемо в кожній частині i довільну точку  iiiiM  ;;
і складемо суму

  ,;;
1




n

i
iiii SR                               (9)

Рис. 41
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яку назвемо інтегральною сумою. Нехай  i
ni

d 
1

max  – мак-

симальний діаметр поверхонь i.
Якщо при 0  існує границя інтегральних сум (9), яка

не залежить ні від способу розбиття поверхні , ні від вибору
точок Mi, то цю границю називають поверхневим інтегра-
лом ІІ роду:

    .;;lim,,
1

0






n

i
iiii SRdxdyzyxR        (10)

При зміні сторони поверхні на протилежну інтеграл
змінює знак, бо змінює знак Si.

Якщо поверхню  проектувати на координатні площини
Oxz і Oyz, то матимемо ще два поверхневі інтеграли:

   


dxdzzyxP ,,  і   ,,,


dydzzyxQ

де  zyxP ,,  і  zyxQ ,,  – функції, визначені в точках поверхні .

Оскільки
 ddxdy cos ,

 ddxdz cos ,

 ddydz cos
(рис. 42), де d – елемент площі
поверхні ; , ,  – кути між
нормаллю до поверхні  та ося-
ми Ox, Oy, Oz відповідно, то
справедливі формули: Рис. 42
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    ,cos,,,, 


 dzyxPdydzzyxP

    ,cos,,,, 


 dzyxQdxdzzyxQ

    .cos,,,, 


 dzyxRdxdyzyxR

На практиці часто застосовують формулу




dxdyRdxdzQdydzP

  .coscoscos


 dRQP                 (11)

Для обчислення загального інтеграла (11) поверхню 
проектують на всі три координатні площини, тоді має місце
формула

      


dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ,,,,,,

       
xzyz DD

dxdzzzxyxQdydzzyzyxP ,,,,,,

   ,,,,

xyD

dxdyyxzyxR                         (12)
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де Dyz, Dxz, Dxy – проекції поверхні  на координатні площини
Oyz, Oxz, Oxy відповідно. Знак "+" у формулі (12) беремо тоді,
коли нормаль до поверхні утворює відповідно з віссю Ox, Oy,
Oz гострий кут; знак ""  коли тупий. Правильність вибору
знаків перед подвійними інтегралами у формулі (12) можна
перевірити за допомогою формули

     
,

2220
zyx

zyx kji
n






яка визначає одиничний нормальний вектор до поверхні
  0,,  zyx . Подвійний знак у цій формулі відповідає двомм

сторонам поверхні . З формули (11) випливає, що знак пе-
ред подвійним інтегралом збігається зі знаком відповідного
напрямного косинуса нормалі n:

;,coscos;,coscos 00 jnOyninOxn 




















.,coscos 0 knOzn 











Приклад 1. Обчислити поверхневий інтеграл

   ,22


 dydzzy

де  – зовнішня сторона частини параболоїда x = a2 – y2 – z2,
яка відтинається площиною Oyz.
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Проекцією параболоїда на площину Oyz буде коло
y2 + z2 = a2 або a , тоді

     
 yzyz DD

dddydzzydydzzy 32222

.
24

2
4

44

0

42

0

2

0 0

3 aadd
aa









 

Приклад 2. Обчислити

,222


 dxdyzdzdxydydzxI

де  – зовнішня сторона поверхні півсфери x2 + y2 + z2 = a2

( 0z ).
Оскільки рівняння площини Oxy z = 0, то

 
;002  

 xyD

dxdydxdyz

проекції півсфери на площини Oyz і Oxz – це півкола ра-
діуса a, тоді

     
 yzyz DD

ddadydzzyadydzx 222222

  ;
44242

444

0

422

0

32

0

aaaadad
aa























 



 


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    ;
4

4
222222 addadzdxzxadzdxy

zxzx DD


 



таким чином .
2

0
44

444 aaaI 








Приклад 3. Обчислити

,2 2


 dydzzxdxdzydxdyI

де  – зовнішня сторона частини еліпсоїда ,444 222  zyx
розміщена в першому октанті.

Знайдемо проекції частини еліпсоїда на координатні пло-
щини:

 ,10;440 2  xxyDxy

,
2

0;10






 

 
xzxz DD

 ,10;440 2  zzyDyz

тоді

 




1

0

2
44

0

1

0
1 1422

2

dxxdydxdxdyI
x
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
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
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
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2
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21 ttdttdx
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 
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  












  

3
222

1

0

12
12
1112 zzzdzz

      





  

1

0

232232232
1

0

1
3
41

12
812 dzzzzzdzz

     .
15
4

25
1

3
212

3
2

1

0

2521

0

232 


  zdzzz

Отже, інтеграл .
15
4

3
4

15
4

4321 





 IIII

Приклад 4. Обчислити

 ,


 dxdyzdxdzydydzxI

де  – додатня сторона куба, складеного площинами x = 0,
y = 0, z = 0, x = 1, y = 1, z = 1.

Три грані куба – це координати площини Oxy, Oxz, Oyz,
рівняння яких z = 0, y = 0, x = 0; dz = 0, dy = 0, dx = 0. Отже,
поверхневий інтеграл по цих трьох гранях дорівнює нулю.
Обчислимо інтеграл по трьох гранях: x = 1 (dx = 0, y = 0, z = 0);
y = 1 (dy = 0, x = 0, z = 0); z = 1 (dz = 0, x = 0, y = 0), тоді

,1
1

0

1

0
1  



dzdydydzdydzxI
yzD
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аналогічно

.1

,1

3

2













xy

xz

D

D

dxdydxdyzI

dxdzdxdzyI

Таким чином, .3111 I

Приклад 5. Обчислити

,


 dydzydxdzxdxdyzI

де  – зовнішня сторона трикутника, утвореного при перетині
площини 1 zyx  з координатними площинами.

Область інтегрування  та її проекції на координатні
площини Oxy, Oxz, Oyz зображено на
рис. 43 та рис. 44,а–в відповідно.

Визначимо нормальний вектор

0n  до поверхні :

  ;1,,  zyxzyx

;1,1,1  zyx

.
3

1
3

1
3

1
0 kjin 

Рис. 43
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а                                                         б

 

в

Рис. 44

Оскільки
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
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jnOyn
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knOzn
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то перед першим і третім інтегралами будуть знаки "+", а перед
другим – знак "", тобто ,321 IIII   де

     
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0
1 11
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 
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1
3 1 dyyydzdyydydzydydzyI

y

Dyz

  .
6
1

3
1

2
1

32

0

1

320

1

2 





 













 yydyyy

Отже, .
2
1

6
1

6
1

6
1

I
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Лекція 8. Формули Остроградського-Гаусса і Стокса.
Елементи теорії поля

Формула Остроградського-Гаусса встановлює зв’язок між
поверхневим інтегралом по замкненій поверхні і потрійним
інтегралом по просторовій області, обмеженій цією поверх-
нею.

Нехай  – замкнена гладка поверхня, яка обмежує об’єм G,
і функції  zyxPP ,, ,  zyxQQ ,, ,  zyxRR ,,  – непе-
рервні разом зі своїми частинними похідними першого по-
рядку в замкненій області G. Тоді справедлива формула
Остроградського-Гаусса:

. 



















 G

dxdydz
z
R

y
Q

x
PdxdyRdxdzQdydzP  (1)

За формулою Остроградського-Гаусса обчислити наступні
поверхневі інтеграли.

Приклад 1. ,222


 dxdyzdxdzydydzxI  де  – зовні-

шня сторона поверхні куба ax 0 , ay 0 , az 0 .
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Тут ,,, 222 zRyQxP   тоді

.2,2,2 z
z
Ry

y
Qx

x
P













Скористаємося формулою (1):

     
aaa

G

dzzyxdydxdxdydzzyxI
000

2222

    




















 

aaaaa

dyayxadxzzyxdydx
0

2

00

2

00
2

2
2

2

































 

aaa

dxaaxaayyaaxdx
0

33
2

0

22

0
22

2
22

2

.3
2

2
2

2 44
4

0

3
22

aaaxaxa
a
























Приклад 2. ,


 dxdyzdzdxydydzxI   – зовнішня

сторона піраміди, обмеженої площинами x + y + z = a, x = 0,
y = 0, z = 0.

Оскільки ,1











z
R

y
Q

x
P  то за формулою (1)
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   
 xaayxaxaa

G

dyyxadxdzdydxdxdydzI
00000

333

     










 











 

 axaa

dxxaxayyxadx
0

2
2

0

2

0
2

3
2

3

      .
2

0
2
1

32
3

2
3 3

3

0

3

0

2 aaxadxxa
aa




 

Приклад 3. ,333


 dxdyzdzdxydydzxI  де  – зовні-

шня сторона сфери .2222 azyx 

Оскільки ,3,3,3 222 z
z
Ry

y
Qx

x
P











  то за форму-

лою (1):

   
*

4222 sin33
GG

ddddxdydzzyxI

  






aa

ddd
0

5

0

2

00

4

0

2

0
5

cos3sin3

  .
5

12
5

cos0cos23
55 aa 


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Приклад 4. ,


 dxdyzdxdzydydzxI  де  – зовніш-

ня сторона поверхні циліндра ,222 ayx   hzh  .
За формулою (1)

 


 h

h

a

G

dzdddxdydzI
0

2

0

33

.62
2

23
2

3 2
2

0

22

0

hahaz
h

h

a









Формула Стокса
Формула Стокса встановлює зв’язок між поверхневим

і криволінійним інтегралами. Нехай  – поверхня, задана
рівнянням  yxzz , , функції  yxz , ,  yxzx , ,  yxz y ,  –
неперервні в області D – проекції поверхні  на площину Oxy;
L – контур, який обмежує , l – проекція контуру L на пло-
щину Oxy, тобто l – межа області D. Тоді має місце формула
Стокса:


L

dzRdyQdxP

.















































 dxdy
y
P

x
Qdxdz

x
R

z
Pdydz

z
Q

y
R  (2)

Формула (2) дає змогу обчислювати криволінійні інтегра-
ли на замкнених контурах за допомогою поверхневих інтегралів.
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З формули Стокса випливає, що за умови виконання
рівностей

x
R

z
P

z
Q

y
R

y
P

x
Q




















 ,,

криволінійний інтеграл по довільному просторовому замк-

неному контуру L дорівнює нулю: ,0
L

dzRdyQdxP  тоб-

то криволінійний інтеграл не залежить від форми контуру інте-
грування, а вираз RdzQdyPdx   є повним диференціалом
деякої функції  zyxu ,, , знайти яку можна за формулою

        .,,,,,,,,

000

000  
z

z

y

y

x

x

dzzyxRdyyyxQdxzyxPzyxu   (3)

За формулою Стокса обчислити наступні інтеграли.

Приклад 1. ,222 
ABCA

dzxdyzdxyI  де ABCA – контур

ABC з вершинами А(а; 0; 0), В(0; а; 0), С(0; 0; а).

Тут ,,, 222 xRzQyP   тоді

,220,220 xx
x
R

z
Pzz

z
Q

y
R

















.220 yy
y
P

x
Q








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Застосуємо формулу (2):

 


ydxdyxdxdzdydzzI 222

 
xzyz DD

dxdzxdydzz 22

,2

xyD

dxdyy

де Dyz, Dxz, Dxy – проекції по-
верхні  на координатні пло-
щини Oyz, Oxz, Oxy відповідно
(рис. 45). Тоді

 
 xaaxaaya

dyydxdzdxxdzzdyI
00000

2

0

222

  



xaaaya

a

a
ydxdxxaxzdy

0

2

00

2

0
2

22
2

2

       
aaa

dxxadxxaxdyya
0

2

0

2

0

2 2

      















 3

0

3

0

32

0

3
0

3
1

332
2

3
axaxaxya

aaa

  .
33

2
6

2
3

20
3
1

32
2 3

3
3

33
3

33
aaaaaaaa













Рис. 45
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Приклад 2. ,32 
L

dzzdydxyxI  де L – коло x2 + y2 = r2,

z = 0.

Оскільки ,,1,32 zRQyxP   то

.3,0,0 22 yx
y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
R

























Тоді за формулою (2)

 
 xyD

dddxdyyxI 222222 sincos33



 

 rr

ddd
0

62

0

2

0

5
2

0

22
6

2sin
4
3cossin4

4
3

.
8

2
16

4sin
4
1

162
4cos1

8

662

0

62

0

6 rrrdr 







 








Елементи теорії поля
Застосування інтегрального числення до питань матема-

тичної фізики і механіки часто зручно здійснювати у векторній
формі. Розглянемо основні поняття векторного аналізу, які
приводять до векторної інтерпретації інтегральних перетво-
рень і формул інтегрального числення, які ці перетворення
пов’язують.

Скалярним полем називається плоска чи просторова
область, з кожною точкою P якої пов’язане певне значення
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деякої скалярної фізичної величини  Puu  . Задання поля
скалярної величини u рівносильне заданню скалярної (чи-
слової) функції    zyxfPu ,, .

Поверхнею рівня просторового скалярного поля назива-
ється сукупність точок площини, в яких функція цього поля
має однакові значення.

Градієнтом поля  Pfu   в точці P називається вектор

  .grad k
z
uj

y
ui

x
uPu












                    (4)

Напрям вектора ugrad  в кожній точці P збігається з на-
прямом нормалі до поверхні рівня, яка проходить через цю
точку.

Якщо напрям задано одиничним вектором

  ,cos;cos;cos l

то















 coscoscosgradgrad

z
u

y
u

x
uulu

l
u

l (5)

– похідна функції u за напрямом l .
Із всіх похідних функції  Pu , взятих за різними напря-

мами, найбільше значення завжди буде за напрямом градієнта:

,grad
222




































z
u

y
u

x
uu

l
u

gr
           (6)

тобто градієнт є вектором швидкості найбільшого зростання
(спадання) функції.
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Приклад 1. Знайти похідну функції 1 yzxyu  за на-
прямом вектора  4;3;12 l  в будь-якій точці та в точках
А(0; –2; –1) і В(3; 3; 5).

Знайдемо частинні похідні функції u і напрямні косинуси
вектора l:

;,, y
z
uzx

y
uy

x
u













.
13
4cos,

13
3cos,

13
12cos 

Тоді, застосувавши формулу (5), знайдемо похідну функції
u за напрямом вектора l  в будь-якій точці:

    ,
13
38

13
4

13
3

13
12 zxyyzxy

l
u 





та в точках A і B:

    .0,1 





 B

l
uA

l
u

Приклад 2. З якою найбільшою швидкістю може зростати

функція  
1

10
222 


zyx

Pu  при переході точки  zyxP ;;

через точку  ?2;2;10 P
Найбільша за абсолютною величиною швидкість зміни

(зростання чи спадання) функції  Pu  при переході точки P
через точку P0 числово дорівнює модулю градієнта функції
в точці P.
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Тоді за формулами (4) і (6) відповідно знаходимо:

   ,
1

20grad 222 kzjyix
zyx

u 




   ,22
5
1grad 0 kjiPu 

  .
5
3

5
2

5
2

5
1grad

222

0 



















Pu

Приклад 3. Знайти точки, в яких функція

  yyxez x 33 

стаціонарна (тобто точки, в яких похідна за будь-яким напря-
мом дорівнює нулю).

Знаходимо  133 

 yyxe
x
z x  і  ,13 2ye

y
z x 

  тоді,

розв’язавши систему ,0


x
z  ,0



y
z  знаходимо точки А(–3; 1)

і В(1;–1), в яких задана функція стаціонарна.

Векторне поле. Потік, дивергенція,
циркуляція і ротор векторного поля

Векторним полем називається плоска чи просторова
область, з кожною точкою P якої пов’язане певне значення
деякої векторної фізичної величини  Paa  .

Потоком векторного поля, створеного вектором
 ,;; zyx aaaa   через поверхню  називається поверхневий
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інтеграл (скаляр):

   .


 dxdyadxdzadydzaП zyx                   (7)

Якщо вектор a  визначає поле швидкостей протікаючої
рідини, то інтеграл П виражає кількість рідини, яка протікає
через поверхню  за одиницю часу. Якщо  – замкнена по-
верхня, яка обмежує область G, то при 0П  із області G
витікає рідини більше, чим у неї затікає, що вказує на наявність
у цій області джерел, які живлять потік рідини. При 0П  із
області G витікає рідини менше, чим затікає, що вказує на
наявність у цій області стоків, де рідина відділяється від пото-
ку. При 0П  із області G витікає рідини стільки ж, скільки
в неї і затікає.

Дивергенцією векторного поля, яке визначається векто-
ром a , називається скаляр

.div
z

a
y

a
x

aa zyx












                           (8)

Якщо   ,0div 0 Pa  то точка P0 називається джерелом;

якщо   ,0div 0 Pa  то точка P0 називається стоком. Абсолют-

на величина  0div Pa  характеризує потужність джерела або
стоку.

Векторне поле, у всіх точках якого дивергенція дорівнює
нулю, називається соленоїдальним. Потік такого поля через
будь-яку замкнену поверхню дорівнює нулю.

За формулою Остроградського–Гаусса, потік і диверген-
ція векторного поля пов’язані між собою рівністю
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 


dxdyadxdzadydzaП zyx

.div 




















GG

zyx dxdydzadxdydz
z

a
y

a
x

a     (9)

Лінійним інтегралом вектора a  вздовж лінії l називаєть-
ся криволінійний інтеграл

. 
l

zyx dzadyadxaC                       (10)

У силовому полі інтеграл (10) виражає роботу сил поля
при переміщенні точки вздовж лінії l. У випадку замкненої
кривої інтеграл (10) називається циркуляцією поля вектора a
по контуру l. Циркуляція характеризує обертальну здатність
поля на контурі l.

Ротором векторного поля, яке визначається вектором ,a
називається вектор













zyx aaa
zyx

kji

arot

.k
y

a
x

a
j

x
a

z
ai

z
a

y
a xyzxyz
















































     (11)

Якщо через точку P поля a  провести площину , за-
дану одиничним нормальним вектором n , то скалярний
добуток   nPa rot  характеризує обертальну здатність цьогоо
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поля в точці P, яка досягає найбільшої величини, рівної

 ,rot Pa  тоді, коли площина  перпендикулярна векторуу

 Parot .
Векторне поле, у всіх точках якого вектор  Parot  дорів-

нює нулю, називається потенціальним (або безвихровим).
У потенціальному полі лінійний інтеграл (робота) не зале-
жить від форми лінії, що сполучає будь-які дві його точки,
а циркуляція завжди рівна нулю.

Векторне поле, яке одночасно і соленоїдальне, і потенці-
альне, називається гармонічним.

Згідно з формулою Стокса, циркуляція і вихровий вектор
(ротор) поля пов’язані між собою рівністю:


l

zyx dzadyadxa

      .rotrotrot


 dxdyadxdzadydza zyx          (12)

Циркуляція вектора по замкненому контуру l дорівнює
потоку ротора (вихора) вектора через поверхню , обмежену
цим контуром.

Приклад 1. Знайти дивергенцію векторного поля:

а) ;kzjyixa 

б) 
 

;
3 2zyx

kjip





 в)  .kxyixjyeq xy 
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Застосуємо формулу (8):

а)   ,3111div 













z

a
y

a
x

aMa zyx  що означає,

що кожна точка поля вектора a  є джерелом постійної потуж-
ності;

б)                   ,32 zyxppp zyx

 
,

3

2
3 5zyxz

p
y

p
x

p zyx
















     ,2div 35 MfzyxMp  

тобто точка M поля вектора p  в залежності від її координатт
може бути джерелом або стоком; наприклад точка М1(0; 0; 1),
в якій   ,02div 1 Mp  є стоком, а точка М2(–1; 0; 0), де

  ,02div 2 Mp  є джерелом;

в)           ;,, xy
z

xy
y

xy
x exyqeyqexq 

    ;0,1,1 












z
qxye

y
q

xye
x

q zxyyxyx

  .0div Mq

отже, в полі вектора q  немає ні джерел, ні стоків; потік тако-
го соленоїдального поля через довільну замкнену поверхню
дорівнює нулю.

Приклад 2.  Знайти потік векторного поля
kzjyixq 333   через повну поверхню конусаа

,222 zyx   Hz 0  зсередини цієї поверхні.
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Ураховуючи формули (8) і (9), знаходимо:

   
GG

dxdydzzyxdxdydzqП 2223div

     


 HH

G

dzzdddzddz 22

0

2

0*

22 33










 











 


33

6
3

6
3

3
3

2

0

3
2

0

HHdzzd
HHH










 

















 

HH
HHdHH

0

5234

0

4
3

3
53

4
234

6
3
4

3
6

.
10

9
15

4
64

6
5555 HHHH 













Приклад 3.  Перевірити, що векторне поле
 kzjyixyzp  4  є соленоїдальним.

Тут ;,,4 22 yzpzypxyzp zyx   тоді ,4 yz
x

px 



.2,2 yz
z

pyz
y

p zy 








Дійсно, ,0224div 












 yzyzyz
z

p
y

p
x

pp zyx  а то-

му поле вектора p  є соленоїдальним, тобто потік такого век-
тора через будь-яку поверхню дорівнює нулю.
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Приклад 4. Обчислити циркуляцію поля вектора:
а) jxr   вздовж кола tax cos , tay sin ;

б)     kzjyxixp 22   вздовж периметра трикут-
ника з вершинами А(1; 0; 0), В(0; 1; 0), С(0; 0; 1);

в)  xyyzxzq ;; 2  вздовж замкненої лінії L: z = x2 – y2 +2a2,
x2 + y2 = a2 і вихровий вектор цього поля в точці А(0; –а; а2).

Застосуємо формулу (10):

а)       
 2

0

22

0

22 2cos1
2

cos dttadttadyxС
L

  ;2sin
2
1

2
2

2

0

2
atta







 



б)     .22 
ABCA

dzzdyyxdxxC

Периметр ABCA складається з трьох відрізків, тому кри-
волінійний інтеграл по контуру ABCA обчислюється як сума
інтегралів по відрізках AB, BC і CA, рівняння яких:

AB: 1 yx , 0z ;
BC: 1 zy , 0x ;
CA: 1 zx , 0y .

Тоді

          ,
2
5

2
3312

0

1

20

1
1 


  xdxxdxxxdxxI

AB
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        ,
2
3

2
2212

0

1

20

1
2 


  ydyydyydyyI

BC

       .
2
1

2
122

1

0

21

0
3   xdxxdxxdxxI

CA

Таким чином, .
2
1

2
1

2
3

2
5

321  IIIC

в) .2 
L

dzxydyyzdxxzC

Перетворимо задані рівняння кривої L в параметричні:

нехай tax cos , тоді tay sin ,  .2cos22 taz 
Отже,

      
L

dttattadttattaC cos2cos2sinsin2cos2cos 253

     
2

0

4
22 2cos22sin

4
2sin2cossin dtttadttatta

   
 2

0

24
2

0

2
6

2sin2cos22sin
2

dttadttta

        
 2

0

2
62

0

4
2cos22cos2

4
2cos22cos2

4
tdtatdta
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     











2

0

362

0

242

0

4

3
2cos2

42
2cos2

4
4cos1

2
tatadtta

.4sin
4
1

2
4

2

0

4
atta







 



Знайдемо вихровий вектор (ротор) за формулою (11):
    ,2rot jyxiyzxq   який у точці А(0; –а; а2) дорівнює

  .2rot 3 iajaAq 

Приклад 5. Довести, що векторне поле градієнта функції
43 zyxu   є потенціальним.

За формулою (4) знаходимо градієнт функції  zyxu ,, :

.
432

grad
4 3

3

3 2

443
k

z

yx
j

y

zxi
x

zy
u










Тоді ротор вектора градієнта за формулою (11) буде:

  












 i

zy

x

yz

xu
4 33 23 24 3 4

1

33

1

4
gradrot














 j

xz

y

zx
y

2
1

44

1
2 4 3

3

4 3

3

.000
3

1
22

1

3 3 2

4

3 2

4
kjik

yx
z

xy

z
















Отже поле градієнта функції  zyxu ,,  є потенціальним.
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Приклад 6. Перевірити, чи буде векторне поле вектора

 3222 zyx

kzjyixa



  гармонічним.

Координати вектора a :

   
,,

32223222 zyx

ya
zyx

xa yx







 
.

3222 zyx

zaz




Тоді

 
 










3222

2223222 2
2
3

zyx

xzyxxzyx

x
ax

 
   

.23
25222

222

3222

2222222

zyx

zyx

zyx

xzyxzyx











Аналогічно

   
.2,2

25222

222

25222

222

zyx

zyx
z

a

zyx

zyx
y

a zy


















Тоді за формулою (8) .0div 













z

a
y

a
x

aa zyx  Отже,

поле вектора a  є соленоїдальним.
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Знайдемо ротор вектора a  за формулою (11):

    ,32
2
3 2522225222 







 


 zyxyzyzyxz

y
az

    ,32
2
3 2522225222 







 




zyxyzzzyxy

z
ay

тоді .0








z
a

y
a yz

Аналогічно

    ,033
2522225222 



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тобто ,000rot kjia   а тому поле вектора a  є потен-
ціальним.

Таким чином, оскільки поле a  є соленоїдальним і потен-
ціальним, то воно є гармонічним.
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