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ÊÎÃÍÈÒÈÂÍÎ-ÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ 

ÊÐÈÂÛÕ ÝÐÌÈÒÀ-ÊÓÍÑÀ 5-ÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ 

 

Аннотация. Рассматриваются кривые Кунса 5-го порядка, 

обеспечивающие непрерывность функции, а также первой и второй 

производной (
2C -гладкость). Обычно для построения полинома Кунса 

составляют и решают систему линейных алгебраических уравнений с 

матрицей 66× . В статье предложен нематричный метод 

конструирования кривых Кунса, который сводится к интегрированию 

простого дифференциального уравнения 2-го порядка. Получены 

полиномы Кунса на двух канонических интервалах: [ ]1,0  и [ ]1,1− . 

Когнитивно-графический анализ обнаруживает тесные связи полиномов 

Кунса  5-го порядка с полиномами 2-го порядка Бернулли и Лежандра, 

определяющими координаты расчетных узлов квадратуры Гаусса 

повышенной точности (модифицированная формула трапеций). 

Ключевые слова: интерполяционные функции Кунса, конечный элемент, 

когнитивно-графический анализ. 

 

Ââåäåíèå. Â òåîðèè ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè íàèáîëü-

øåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè äâå âåðñèè: èíòåðïîëèðîâàíèå ñ ïðî-

ñòûìè óçëàìè (ïî Ëàãðàíæó) è èíòåðïîëèðîâàíèå ñ êðàòíûìè óçëàìè 

(ïî Ýðìèòó). Èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû Êóíñà – ÷àñòíûé ñëó÷àé 

èíòåðïîëÿöèè ïî Ýðìèòó. 

Ñ 1967 ã. êðèâûå Êóíñà óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ â ÑÀÏÐ êóçîâà 

ëåãêîâîãî àâòîìîáèëÿ. Ïîëèíîìû 3-ãî ïîðÿäêà îáåñïå÷èâàþò 1C - 

ãëàäêîñòü, êîãäà íåïðåðûâíà ñàìà ôóíêöèÿ è åå êàñàòåëüíûå. Âïî-

ñëåäñòâèè ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèé àýðîäèíàìèêè ïîòðåáîâàëàñü 2C  - 

ãëàäêîñòü, îáåñïå÷èâàþùàÿ åùå  è íåïðåðûâíîñòü êðèâèçíû. Äëÿ 

ýòîãî óæå íåîáõîäèìû ïîëèíîìû Êóíñà 5-ãî ïîðÿäêà. Òðàäèöèîííûé 

ïîäõîä ïðåäóñìàòðèâàåò ñîñòàâëåíèå è ðåøåíèå ÑËÀÓ ñ ìàòðèöåé 

66× . Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàçðàáîòêà äðóãèõ (íåìàòðè÷íûõ) ìåòîäîâ 

êîíñòðóèðîâàíèÿ êðèâûõ Êóíñà. 
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Àíàëèç ïðåäøåñòâóþùèõ ïóáëèêàöèé. Î êðèâûõ Êóíñà è èõ 

ðîëè â ÑÀÏÐ àâòîìîáèëÿ ìîæíî ïî÷èòàòü â [1]. Òàì æå ïðèâåäåíû  

âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Êóíñà  3-ãî è 5-ãî ïîðÿäêîâ. Âåðîÿòíîñò-

íî-ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä êîíñòðóèðîâàíèÿ ïîëèíîìîâ Êóíñà 3-ãî ïî-

ðÿäêà îïèñàí â [2]. 

Öåëü ñòàòüè – ïîñòðîåíèå êðèâûõ Êóíñà 5-ãî ïîðÿäêà ïóòåì 

êîãíèòèâíî-ãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà èõ îñîáåííîñòåé, ÷òî îñâîáîæäàåò 

îò íåîáõîäèìîñòè ñîñòàâëÿòü è ðåøàòü ÑËÀÓ. Ïîäîáíûé àíàëèç ïî-

ðîæäàåò íîâûå çíàíèÿ î êðèâûõ Êóíñà, â ÷àñòíîñòè, èõ ñâÿçè ñ 

ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëà-

ìè Ãàóññà. Ôàêòè÷åñêè, äëÿ êðèâûõ Êóíñà 5-ãî ïîðÿäêà ìû ðåøàåì 

îáðàòíóþ çàäà÷ó íà êðèâèçíó, äëÿ êðèâûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà  - ýòî îá-

ðàòíàÿ çàäà÷à íà êàñàòåëüíóþ.  

Îñíîâíàÿ ÷àñòü.  Íèæå ïîëó÷åíû ïîëèíîìû Êóíñà 5-ãî ïðÿäêà 

íà êîíå÷íûõ íîñèòåëÿõ [ ]1,0  è [ ]1,1− . Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì èíòåðâàë 

[ ]1,0  è ñôîðìóëèðóåì èíòåðïîëÿöèîííóþ ãèïîòåçó Ýðìèòà-Êóíñà. 

Íàøà çàäà÷à - ïîñòðîèòü áàçèñ Êóíñà, ò.å. ñèììåòðè÷íóþ ïàðó 

êðèâûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ àññîöèèðóåòñÿ ñ êîíêðåòíûì óçëîì íà 

êîíöå èíòåðâàëà. Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü ìîäåëè Ýðìèòà – èñïîëüçîâà-

íèå êðàòíûõ óçëîâ. Ïîëíûé ïîëèíîì 5-ãî ïîðÿäêà ñîäåðæèò 6 ïàðà-

ìåòðîâ, ïîýòîìó êðàòíîñòü óçëà ðàâíà 3. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êàæ-

äîì óçëå èçâåñòíî íå òîëüêî çíà÷åíèå ôóíêöèè (êàê â ìîäåëè Ëà-

ãðàíæà), íî è çíà÷åíèÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ.  

Ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ [1], çàïèøåì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëè-

íîì â âèäå: 
5

6
4

5
3

4
2

321 xxxxxGi αααααα +++++=  ,    1,0=i , (1) 

ãäå i - íîìåð ïîëèíîìà.  

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:  

( )




≠
=

=
.,0

,,1

ki

ki
xGi  ( ) 0=′ ki xG ,  ( ) 0=′′ ki xG ,  1,0=k ,  (2) 

ãäå k - íîìåð óçëà.  

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) ñâîäÿò çàäà÷ó ê îïðåäåëåíèþ êîýôôè-

öèåíòîâ jα  ( 6,1=j ). Îïóñêàÿ ïðîöåäóðó ñîñòàâëåíèÿ è ðåøåíèÿ 

ÑËÀÓ ñ ìàòðèöåé 66× , çàïèøåì èñêîìûå ïîëèíîìû  
543

0 615101 xxxG −+−= , (3) 
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543
1 61510 xxxG +−= . 

Ãðàôèêè êðèâûõ Êóíñà ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. 

 
Ðèñóíîê 1 - Êðèâûå Êóíñà (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ  - ( )xG1 ,  

ïóíêòèðíàÿ - ( )xG0  ) 

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íà [ ]1,0  ìîæíî óêàçàòü, ïî êðàéíåé ìåðå, 

òðè ïàðû ñèììåòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ (1-ãî, 3-ãî è 5-ãî ïîðÿäêîâ), îá-

ëàäàþùèõ îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè. Èíà÷å ãîâîðÿ, â ýòîé èåðàðõèè 

êàæäàÿ ïàðà ïîëèíîìîâ íàñëåäóåò òèïè÷íûå ñâîéñòâà ïðåäûäóùèõ 

ïàð. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî çäåñü ìû èìååì äåëî ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè 

ñîáûòèÿìè: 

( ){ }xвточкислучайнойпопаданиеA ,0= , 

( ){ }1,xвточкислучайнойпопаданиеA = . 

Ïîëèíîìû ñ íîìåðîì 1 îáëàäàþò òèïè÷íûìè ñâîéñòâàìè ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Îíè îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòü ( )Ap . 

Ïîëèíîìû ñ íîìåðîì 0 îïðåäåëÿþò ( )Ap . Ïîýòîìó ñóììà êàæäîé ïà-

ðû ïîëèíîìîâ äàåò åäèíèöó. Íàïðèìåð, ( ) ( ) 110 =+ xGxG . 

Óêàæåì íà åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî: 

( ) 1
1

0
1 =′∫ dxxG . (4) 

Íàñëåäñòâåííîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî ýòè ñâîéñòâà ïðèñóùè 

ïîëèíîìàì 3-ãî ïîðÿäêà: 

( ) 132 23
0 +−= xxxF , ( ) 23

1 32 xxxF +−= , (5) 

à òàêæå ïîëèíîìàì 1-ãî ïîðÿäêà: 

( ) xxL −=10 , ( ) xxL =1 . (6) 
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Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ðàâåíñòâî (4) íàçûâàþò óñëîâèåì íîð-

ìèðîâêè, ãäå ( )xG1′ - ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.  

×òîáû âîññòàíîâèòü ïîëèíîìû ( )xGi , äîñòàòî÷íî ñõåìàòè÷åñêè 

èçîáðàçèòü ãðàôèêè ( )xGi′  è ( )xGi′′  (ðèñ. 2). 

  
Ðèñóíîê 2 - Ãðàôèêè ïðîèçâîäíûõ  ( )xGi′  è ( )xGi′′  

Íàïîìíèì, ÷òî ( )xGi′  îïèñûâàåò çàêîí èçìåíåíèÿ òàíãåíñà óãëà 

íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êðèâîé ( )xGi , à ( )xGi′′  îòðàæàåò õàðàêòåð èçìå-

íåíèÿ êðèâèçíû êðèâîé  ( )xGi . 

Ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ ( )xGi  çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëü-

íîì èíòåãðèðîâàíèè ïðîèçâîäíûõ, íà÷èíàÿ ñ ( )xGi′′ . Íàïðèìåð, ïîëè-

íîì 3-ãî ïîðÿäêà ( )xG1′′  ëåãêî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ 

ëèíåéíûõ ôóíêöèé 

( ) ( )( )xxxxG +−=′′ 111 µ ,  (7) 

ãäå µ - ïàðàìåòð, ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ. 
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (7) èíòåãðèðóåòñÿ äâàæäû ñ ó÷å-

òîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2), à íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü îïðåäåëÿåòñÿ 

èç óñëîâèÿ (4). 

Òàêèì  îáðàçîì,  íà îòðåçêå [ ]1,0  ïîëèíîìû Êóíñà 5-ãî ïîðÿäêà 

èìåþò âèä: 
543

1 61510 xxxG +−= , 543
0 615101 xxxG −+−= . (8) 
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Èíòåðåñíî, ÷òî ýêñòðåìóìû ( )xGi′′  â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò íó-

ëÿì ïîëèíîìà Áåðíóëëè âòîðîãî ïîðÿäêà ( ) 0=′′′ xGi , ò.å. ñîâïàäàþò ñ 

óçëàìè âûñîêîòî÷íîé êâàäðàòóðû Ãàóññà-Áåðíóëëè. Íàïîìíèì, ÷òî 

ýòè óçëû ëåæàò â òî÷êàõ: 
6
3

2
1

2,1 ±=x . 

Ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ( )xG1  íà îòðåçêå [ ]1,1−   ïîêà-

çàí íà ðèñ. 3 è ïðàêòè÷åñêè íå íóæäàåòñÿ â ïîÿñíåíèÿõ. 

Øàã 1 Øàã 2 

 
 

Øàã 3 Øàã 4 

  
Ðèñóíîê 3 - Ãåîìåòðèÿ ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ ( )xG1  

Íà 1-ì øàãå âûáðàíû òðè ïðÿìûå, îáåñïå÷èâàþùèå íóëè â 

òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ( )xG1′′  ñ  îñüþ Ox . Ýòî àáñöèññû òî÷åê ïåðåãèáà 

ãðàôèêà ( )xG1 (ñì. ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ). Íà 2-ì øàãå ïóòåì ïåðåìíîæå-

íèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé ïîëó÷àåì ïîëèíîì 3-ãî ïîðÿäêà: 

( ) ( )12
1 −=′′ xxxG µ . 

Íà 3-ì øàãå ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ( )xG1′′  ïîëó÷àåì  

( ) ( )22
1 1

16
15 −=′ xxG . 

Íàêîíåö, 4-é øàã (èíòåãðèðîâàíèå ( )xG1′ ) äàåò 

( ) 53
1 16

3
8
5

16
15

2
1

xxxxG +−+= . 
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Òîãäà  

( ) 53
1 16

3
8
5

16
15

2
1

xxxxG −+−=− . 

Ëåãêî äîãàäàòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ýêñòðåìóì ôóíêöèè ñîîò-

âåòñòâóåò íóëÿì ïîëèíîìà Ëåæàíäðà 2-ãî ïîðÿäêà, ò.å. ñîâïàäàåò ñ 

óçëàìè êâàäðàòóðû Ãàóññà-Ëåæàíäðà. Êàê èçâåñòíî, ýòè óçëû ëåæàò â 

òî÷êàõ 
3

1
2,1 ±=x . 

Âûâîäû. Â çàäà÷àõ èíòåðïîëÿöèè ïî Ýðìèòó óçëû èíòåðïîëÿ-

öèè õðàíÿò ñîäåðæàòåëüíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ îá èíòåð-

ïîëÿöèîííîì ïîëèíîìå. Êîãíèòèâíî-ãðàôè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîå-

íèþ ïîëèíîìà ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò òðàäèöèîííîé ïðîöåäóðû ñî-

ñòàâëåíèÿ è ðåøåíèÿ ÑËÀÓ, çàìåíèâ åå èíòåãðèðîâàíèåì ïðîñòîãî 

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.  
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