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Abstract. In the contemporary practice of engineering evaluations, the assessment of the buckling of the plate elements is 
preferably recommended to be performed separately from each operating load. Failure to take into account the factor of the 
combined action of a set of simple loads leads to a significant mistake of calculations in the dangerous direction due to a 
significant overestimation of the Euler critical stresses. The possible arrangement of a cutout in the plate element significantly 
affects its stress-strain state and leads to decreasing  of coefficients of stability of the plate under separate and simultaneous 
action of simple loads in its plane. Such a cutout requires the installation of reinforcement, which makes it possible to increase 
the coefficient of stability of the plate to the value of the coefficient of solid or even exceed it. The choice of optimal parameters 
of reinforcing elements, both geometric and structural, is an urgent task, especially in conditions of complex load. The history 
of the problem of estimating the buckling of a plate element under a complex load in its plane, from its delivery in the 30s of 
the last century, to the present and the degree of its solution were analyzed. Contemporary results of researches of buckling of 
plates at two-component loading are shown. The concept of the boundary surface and, for a two-component load, the boundary 
curve are described and a number of them are shown. Also in the work the methods and results of calculation of buckling of case 
designs which structure includes rectangular plate elements, including with cutouts of various forms and the sizes with complex 
loading in their plane are analyzed. The unsolved problems in estimating the stability of lamellar elements under complex loads 
are identified and described, and the direction for future research is outlined.
The current methods of the hull constructions buckling estimation including rectangular plate elements with cutouts 
of various shapes and sizes, under complex loading in their planes are considered. The scope of contemporary hull 
constructions design methods to determine the buckling of plates under complex loading has been reviewed to highlight 
a variety of their advantages and disadvantages. 
Key words: rectangular plates; plates with  cutouts; complex load; buckling; boundary surface.

Анотація. У сучасній практиці інженерних розрахунків оцінку стійкості пластинчатого елементу переважно 
рекомендується виконувати окремо від кожного діючого навантаження. Неврахування фактора сумісної дії деякої 
сукупності простих навантажень призводить до значної похибки в розрахунках у небезпечний бік через суттєве зави-
щення ейлеревих критичних напружень. Можливе влаштування вирізу в пластинчатому елементі суттєво впливає 
на його напружено-деформований стан і призводить до зниження коефіцієнтів стійкості пластини при окремій 
і одночасній дії простих навантажень в її площині. Такий виріз потребує установки підкріплення, що дає змогу 
підвищити коефіцієнт стійкості  пластини до величини коефіцієнта суцільної або навіть перевищити його. Вибір 
оптимальних параметрів підкріплюючих елементів, як геометричних, так і конструктивних, є актуальною задачею, 
особливо в умовах складного навантаження. Було проаналізовано історію розвитку проблеми оцінки стійкості пла-
стинчатого елементу при складному навантаженні у його площині, починаючи з її поставки у 30-х роках минулого 
століття, до сьогодення і ступінь її вирішення. Показано сучасні результати досліджень стійкості пластин при двоком-
понентних навантаженнях. Описано поняття граничної поверхні і для двокомпонентного навантаження граничної 
кривої та зображено деяку кількість із них. Також у роботі проаналізовано методи і результати розрахунку стійкості 
корпусних конструкцій, до складу яких входять прямокутні пластинчаті елементи, в тому числі з вирізами різних форм 
та розмірів, при складному навантаженні в їх площині. Визначені і описані невирішені проблемі в оцінці стійкості 
пластинчатих елементів при складному навантаженні та окреслено напрям для майбутніх досліджень.
Ключові слова: прямокутні пластини; пластини з вирізами; складне навантаження; стійкість; гранична 
поверхня.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ
Корпус суден здебільшого являє собою сукуп-

ність конструкцій, що можуть включати у себе тонко-
стінні пластинчаті елементи, в тому числі з вирізами. 

З моменту використання сталей підвищеної міц-
ності, товщини корпусних конструкцій суден почали 
різко зменшуватись, що призвело до зниження їх кри-
тичних навантажень, тобто тих, у разі перевищення 
яких пластина втрачає стійкість. Ця проблема стала 
однією з вирішальних у проєктуванні корпусних кон-
струкцій. 

У більшості конструкцій для зменшення ваги або 
з метою забезпечення проведення експлуатаційних 
та ремонтних робіт влаштовуються вирізи. Ці вирізи 
мають суттєвий вплив на напружено-деформований 
стан пластин і призводять до суттєвого зниження їх 
стійкості та в деяких випадках потребують підкрі-
плень. Вибір типу геометричних характеристик і спо-
собу розташування таких підкріплень також має вели-
ке значення для підвищення рівня стійкості пластини.

Складне навантаження,  при якому одночасно 
діють кілька простих навантажень, значно ускладнює 
розрахунок стійкості таких конструкцій, особливо 
якщо в них влаштовані вирізи. Тому отримання прак-
тичних формул для оцінки стійкості прямокутних 
пластинчатих елементів, в яких можуть бути влашто-
вані вирізи різних форм та розмірів, є актуальною 
задачею. 

АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ 
І ПУБЛІКАЦІЙ

Великий внесок у дослідження стійкості пластин-
чатих елементів корпусних конструкцій із наявними 
або відсутніми в них підкріпленнями зробили І. Г. Буб-
нов, С. П. Тимошенко, П. Ф. Папкович, А. С. Вольмір, 
Я. І. Короткін, О. З. Локшин, М. Л. Сіверс, М. С. Соло-
менко, К. Г. Абрамян, В. В. Сорокін, Я. Г. Пановко, 
В. П. Бєлкін, Е. І. Григолюк, Л. І. Коростильов, Г. Бра-
йєн, Ф. Блейх та ін. Результати численних досліджень 
були викладені в монографіях [1–11], довідковій літе-
ратурі [12–15] та в статтях [16–19].

Вирішення задачі стійкості для пластин із виріза-
ми вимагає розв’язку двох послідовних задач: визна-
чення докритичного напруженого стану, а потім без-
посередньо задачі стійкості. Публікації з досліджен-
ням стійкості пластин із вирізами у пружній області 
виконані у порівняно невеликій кількості, більшість 
із них стосуються часткових випадків навантаження 
і не охоплюють усіх можливих на практиці. Експери-
ментальне дослідження стійкості прямокутної плас-
тини з круглим вирізом при одночасній дії зсувного 
та стискаючого напруження було виконано тільки 
Л. І. Коростильовим [17].

Теоретичні методи дослідження стійкості можна 
умовно розділити на три групи:

1) варіаційні методи;

2) методи, що базуються на математичній дискре-
тизації;

3) методи, що базуються на фізичній дискретизації.
Характерними для першої групи є методи Рітца 

та Бубнова-Гальоркіна. Функція прогину пластини 
при втраті стійкості в цих методах апроксимується 
у вигляді ряду, а процедури розрахунку базуються на 
енергетичних теоремах і принципах [20; 21].

Методи математичної дискретизації використову-
ють заміну диференційних операторів рівнянь стій-
кості на різницеві оператори [20]. Використовується 
варіаційно-різницевий метод (ВРМ), що базується 
на заміні варіаційної задачі непереривної функції на 
варіаційну задачу дискретної функції прогину [22].

З розвитком засобів для виконання обчислень 
у сучасних дослідженнях став домінувати метод 
фізичної дискретизації, а саме метод скінченних 
елементів (МСЕ). Дослідження нині виконуються 
за допомогою спеціальних програмних комплексів 
Ansys, SolidWorks та ін., що базуються на зазначено-
му вище методі. 

Теоретичне дослідження втрати стійкості суціль-
них прямокутних пластин при одночасній дії зсувних 
τ і стискаючих σ напружень із використанням МСЕ 
викладено в роботі [23]. У разі аналогічних наван-
тажень стійкість прямокутних пластин із круглим 
вирізом досліджено в роботі [24]. При одночасній дії 
згинальних σ0 і зсувних τ напружень у площині плас-
тини та одноосьового стискання σ і зсуву стійкість τ 
квадратних пластин із квадратним вирізом було вико-
нано в роботі [25].

Особливості впливу на стійкість суцільної плас-
тини підкріплюючого елемента у вигляді суцільної 
полоси під час одночасної дії згинального σ0 і зсувно-
го τ напружень досліджено в роботах [26; 27].

Нині відсутні роботи, пов’язані з оцінкою впливу 
підкріплень та їх розташуванням на стійкість пластин 
із вирізами при дії складного навантаження. Огляд 
публікацій показав, що відсутня достатня експери-
ментальна база для досліджень стійкості пластин при 
складному навантаженні.

МЕТА ДОСЛІДЖЕННЯ
Метою роботи є аналіз методів і результатів роз-

рахунку стійкості пластинчатих елементів корпусних 
конструкцій, в яких можуть бути влаштовані вирізи 
різних форм та розмірів, в умовах одночасної дії кіль-
кох простих навантажень, тобто складного наванта-
ження в їх площині.

ОСНОВНИЙ МАТЕРІАЛ
Стінки балок, настили і обшивки суднових кор-

пусних конструкцій діляться здебільшого на прямо-
кутні поля. Такі поля утворюються за допомогою 
вертикальних ребер жорсткості, що підкріплюють 
балку, або за допомогою балок іншого напряму. 
Разом з обшивкою, настилом або вільним пояском 
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вони утворюють опорний контур для цього поля. Від-
ношення сторін цього опорного контуру, як правило, 
рідко перевищує 2–3. 

Так, стінки повздовжніх балок (вертикального 
кіля, днищевих та бортових стрингерів тощо) одно-
часно знаходяться під дією загального повздовжньо-
го згину корпусу (стискаючі напруження σ), а також 
під дією згинальних σ0 та зсувних τ напружень, що 
спричинені місцевими навантаженнями. Стінки 
поперечних балок (флорів, бімсів тощо) знаходяться 
під одночасною дією згинальних σ0 і зсувних τ напру-
жень у своїй площині, від місцевих навантажень (гід-
ростатичного тиску, вантажу тощо).

У загальному випадку можна вважати, що таке 
прямокутне поле пластини знаходиться під дією 
стискаючих σ, згинальних σ0 і зсувних τ напружень 
в її площині. Розрахункову схему такої прямокутної 
пластини наведено на рисунку 1. 

На практиці розрахунок стійкості плоских еле-
ментів, що знаходяться в умовах складного наван-
таження, переважно виконується при дії кожного 
окремого типу простого навантаження [28–30]. Тобто 
складні навантаження поділяють на сукупність про-
стих, у процесі окремої дії яких використовують відо-
мі розрахункові формули для ейлеревих критичних 
напружень. Очевидно, що неврахування фактора їх 
одночасної дії призводить до похибки в оцінці стій-
кості і завищення коефіцієнта стійкості [31].

 

  
 

Рисунок 1 – Розрахункова схема прямокутної пластини з вирізом при 
складному навантаженні: 

1 – виріз в пластині; 2 – підкріплення вирізу ребрами 
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Рис. 1. Розрахункова схема прямокутної пластини з 
вирізом при складному навантаженні: 1 – виріз у пластині;  
2 – підкріплення вирізу ребрами

Принципове вирішення цієї складної пробле-
ми для пружних систем отримано професором 
П. Ф. Папковичем на початку 30-х років минулого 
століття. Користуючись енергетичними теоремами 
і принципами, він ввів поняття граничної поверхні 
для зображення силового простору з довільним чис-
лом простих навантажень, якою цей простір поді-
ляється на області стійкості і нестійкості, а також 
дослідив її характер. На основі доказу низки теорем 
встановлено, що гранична поверхня є випуклою і ця 
випуклість спрямована в бік області нестійкості сило-
вого простору.

Тоді, спираючись на результати досліджень 
П. Ф. Папковича, при трикомпонентному наванта-
женні по контуру пластинчатого елементу напружен-
нями σ, σ0 і τ (див. рис. 1) істинну граничну поверх-
ню і її наближену плоску форму, які представлені на 
рисунку 2, можна описати залежністю

�
�

�
�

�
�

å

å

a

å

å

b

å

å

c*
,
*

,

*

,
�

�
�

�

�
� �

�

�
��

�

�
�� �

�

�
�

�

�
� �0

0

1                   (1)

де  σå
* , σ0, *å , τå

* – ейлереві критичні напруження при 
одночасній дії стискаючих σ, згинальних σ0 і зсувних 
τ напруженнях відповідно;

σе, σ0,е, τе – ейлереві критичні напруження при 
окремо діючих σ, σ0 і τ напруженнях відповідно;

a, b, c – показник ступеню впливу на стійкість 
елементу одночасної дії простих навантажень.

Наближена оцінка стійкості пластинчатих еле-
ментів товщиною s із вирізами, що знаходяться під 
впливом одночасної дії стискаючого σ, зсувного τ 
і згинального σ0 напружень виконана, згідно з тео-
ремами П.  Ф.  Папковича [4], Л.  І.  Коростильовим 
і представлена в галузевих нормативних докумен-
тах [32; 33]. За цими документами, істинна гранична 
поверхня замінюється граничною площиною, тобто 
показники степені a, b, c приймаються рівними оди-
ниці (див. рис. 2).

 

  
 

Рисунок 1 – Розрахункова схема прямокутної пластини з вирізом при 
складному навантаженні: 

1 – виріз в пластині; 2 – підкріплення вирізу ребрами 
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Рис. 2. Гранична поверхня при трико- 
мпонентному навантаженні: 1 – істинна 
гранична поверхня; 2  –  гранична площина 
при a = b = c = 1

Стійкість пластинчатого елементу буде забезпече-
на, якщо виконуватиметься умова 

� �� � � ,
де η – фактичний коефіцієнт запасу стійкості, який 
визначається за формулою
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документів.

Ейлереві критичні напруження в пластинчатих 
елементах стінок балок із вирізами σе, σ0,е, τе при 
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окремо діючих навантажень за рекомендаціями галу-
зевого нормативного документа [33] визначаються за 
формулами
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Аналіз сучасних публікацій показав, що майже 
всі роботи присвячені теоретичному дослідженню 
стійкості пластинчатих елементів при двокомпонент-
ному навантаженні (стискання і зсув, зсув і згинання, 
двоосьове стискання). Для таких типів навантажень 
гранична поверхня трансформується у граничну кри-
ву. Теоретичне дослідження стійкості при двоком-
понентному навантаженні виконано для таких типів 
пластинчатих елементів:

–	 прямокутні суцільні;
–	 прямокутні з круглим або квадратним вирізами.
Стійкість суцільних прямокутних пластин при 

двокомпонентному навантаженні. Розрахунок стій-
кості суцільних прямокутних пластин було виконано 
для різних комбінацій навантажень, а саме згин і зсув 
та стискання і зсув. 

На основі теоретичних розрахунків у 60-х роках 
минулого століття А. С. Вольміром в [5] запропонова-

но формули граничної кривої для різних типів наван-
таження:

–	 при одночасній дії згинаючих та зсувних 
напружень
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Сучасні дослідження стійкості таких пластин 
проводяться за допомогою програмних комплексів на 
базі метода скінченних елементів. 

У статті [26] представлені граничні криві при 
одночасній дії зсувних τ і згинальних σ0 напружень за 
методом скінченних елементів для суцільної пласти-
ни із співвідношенням сторін γ = l / H, рівними 1, 2, 
4. Результати для різних співвідношень γ  виявились 
близькими між собою.

Аналіз стійкості пластини з різними відношення-
ми сторін γ та різними співвідношеннями між стиска-
ючими σ та зсувними τ напруженнями ± ��� �/  було 
виконано в роботі [23] та наведено в таблиці 1.

Рис. 3. Форма граничної кривої при 
одночасній дії зсувних τ і згинальних σ0  на-
пружень у площині суцільних пластин із 
різним співвідношенням сторін γ [26]

Таблиця 1. Коефіцієнт стійкості пластини при одночасній дії зсувних τ і стискаючих σ напружень  
при різних величин γ та α

Зсув та стискання
γ α γ α

-1,0 -0,80 -0,60 -0,40 -0,20 -0,10 -1,0 -0,80 -0,60 -0,40 -0,20 -0,10
0,1 102 127 169 252 396 465 2,0 3,10 3,54 4,08 4,75 5,57 6,04
0,2 26,8 33,4 44,1 64,4 101,5 119,2 2,5 3,09 3,48 3,95 4,52 5,21 5,60
0,4 8,17 10,05 12,98 17,97 26,98 33,03 3,0 3,00 3,40 3,88 4,46 5,11 5,46
0,6 4,83 5,86 7,38 9,72 13,43 15,96 3,5 2,98 3,35 3,80 4,34 4,98 5,34
0,8 3,80 4,54 5,56 7,04 9,16 10,52 4,0 2,96 3,33 3,79 4,31 4,91 5,25
1,0 3,45 4,06 4,86 5,94 7,39 8,29 2,0 3,10 3,54 4,08 4,75 5,57 6,04
1,2 3,39 3,92 4,60 5,46 6,57 7,23 2,5 3,09 3,48 3,95 4,52 5,21 5,60
1,4 3,46 3,94 4,53 5,26 6,17 6,70 3,0 3,00 3,40 3,88 4,46 5,11 5,46
1,6 3,37 3,87 4,51 5,19 5,96 6,41 3,5 2,98 3,35 3,80 4,34 4,98 5,34
1,8 3,19 3,66 4,24 4,97 5,85 6,25 4,0 2,96 3,33 3,79 4,31 4,91 5,25
2,0 3,10 3,54 4,08 4,75 5,57 6,04 5,0 2,93 3,30 3,73 4,24 4,83 5,16
2,5 3,09 3,48 3,95 4,52 5,21 5,60 6,0 2,92 3,28 3,70 4,20 4,79 5,12
3,0 3,00 3,40 3,88 4,46 5,11 5,46 7,0 2,92 3,26 3,68 4,18 4,76 5,09
3,5 2,98 3,35 3,80 4,34 4,98 5,34 8,0 2,90 3,25 3,67 4,17 4,75 5,07
4,0 2,96 3,33 3,79 4,31 4,91 5,25 ∞ 2,88 3,21 3,67 4,12 4,73 5,01
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У роботі [24] було проведено аналіз стійкості 
прямокутної пластини зі співвідношенням сторін 
γ = 3 при рівномірному стисканні вздовж висоти Н 
і довжини l пластини. Автор виконував розрахунок за 
допомогою методу скінченних елементів і описував 
форму граничної кривої за формулою
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де σ* ,l å , σ* ,H å , – ейлереві критичні напруження, при 
одночасному стисканні за довжиною та висотою 
пластини відповідно;

σl,е, σH,е, – розрахункові критичні ейлереві напру-
ження за довжиною та висотою пластини відповідно.

Результати його досліджень наведені на рисунку 4.

Рис. 4. Гранична крива при двоосьо-
вому стисканні суцільної прямокутної 
пластини при γ = 3 [24]: • – розрахунок 
методом скінченних елементів; 
1 –  гранична крива за формулою (2)

Прямокутні пластини з круглим або квадрат-
ним вирізами. Вирізи мають значний вплив на стій-
кість пластинчатих елементів корпусних конструк-
цій. У деяких випадках вони призводять до значного 
зниження стійкості таких конструкцій і є причиною 
багатьох аварійних ситуацій. Це підтверджується 
аналізом пошкоджень, що був виконаний Н. В. Бара-
бановим, а також В. В. Козляковим, О. І. Максимаджи 
та Л. М. Бєленьким в їхніх працях [34–39]. 

У роботі [25] автори запропонованим ними тео-
ретичним методом досліджували стійкість квадратної 
пластини з квадратним вирізом із різними співвід-
ношеннями висоти вирізу до висоти пластини h  / H  
при одночасній дії зсувних τ і стискаючих σ напру-
жень  та зсувних τ і згинальних σ0  напружень. Гра-
ничні криві представлені на рисунках 5 та 6.

Отримані результати показують, що в разі збіль-
шення розмірів вирізу стійкість пластини зменшуєть-
ся. Найбільш інтенсивно пластина втрачає стійкість 
під дією стискаючих напружень. У комбінації зсув-
них τ і згинальних σ0 напружень у разі збільшення 
розміру вирізу пластина суттєво втрачає стійкість від 
дії зсувних напружень.

Рис. 5. Граничні криві квадратної пластини 
з квадратним вирізом при одночасній дії 
зсувних τ і стискаючих σ напружень [25]:
0 – суцільна квадратна пластина; 
1 – з вирізом h / H = 0,24; 
2 – з вирізом h / H = 0,43; 
3 – з вирізом h / H = 0,62

Рис. 6. Граничні криві квадратної 
пластини з квадратним вирізом при 
одночасній дії зсувних τ і згинальних σ0 
напружень [25]:
0 – суцільна квадратна пластина; 
1 – із квадратним вирізом h / H = 0,24; 
2  – із квадратним вирізом h / H = 0,43; 
3 – із квадратним вирізом h / H = 0,62

Теоретичні дослідження стійкості прямокутних 
пластин із круглим вирізом при одночасній дії напру-
жень σ і τ представлені в роботі [24]. Розміри пласти-
ни 2400х800 мм, а співвідношення висоти вирізу до 
висоти пластини h / H = 0,4. Автор також досліджував 
вплив товщини s пластини на її стійкість. Результати 
наведені на рисунку 7.

Рис. 7. Граничні криві пластини з круглим 
вирізом при одночасній дії зсувних τ  
і стискаючих σ напружень [24]
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ВИСНОВКИ
Аналіз сучасних досліджень показав, що біль-

шість із них було виконано за допомогою теоретичних 
чисельних методів. Практично відсутні експеримен-
тальні дані для підтвердження отриманих  результатів.

Результати теоретичних розрахунків є частковими і не 
охоплюють важливі практичні випадки оцінки стійкості 
пластинчатих елементів корпусних конструкцій, а саме:

–	 трикомпонентне навантаження як суцільних 
пластинчатих елементів, так і з вирізами;

–	  вплив вирізів для проходу в стінках балок 
ребер жорсткості і комунікацій, а також великих 
овальних вирізів тощо на стійкість пластинчатих  
елементів при дво- та трикомпонентному наванта-
женнях;

–	 оцінка різних типів підкріплюючих елементів 
при дво- та трикомпонентному навантаженнях на під-
вищення стійкості пластинчатих елементів.

Подальші дослідження будуть проводитись 
у напрямі вирішення зазначених вище задач.
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