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НЕМАТРИЧНЫЕ СХЕМЫ КОНДЕНСАЦИИ НА СЕРЕНДИПОВЫХ ЭЛЕМЕНТАХ 

 
В работе на примере конечного элемента бикубической интерполяции конструируются 

математически обоснованные и физически адекватные серендиповы базисы путем исключения 
«внутренних» функций бикубического лагранжева базиса. Предложенная мультимодальная схема редукции 
позволяет устранить внутренние узлы, сохранив неузловые параметры в интерполяционном полиноме. 
Именно неузловые параметры позволяют управлять интегральными характеристиками 
конечноэлементных моделей. 

Ключевые слова: конечный элемент, базисные функции, интерполяционный полином, 
нематричные схемы конденсации.    
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НЕМАТРИЧНІ СХЕМИ КОНДЕНСАЦІЇ НА СЕРЕНДИПОВИХ ЕЛЕМЕНТАХ 
 

У роботі на прикладі скінченного елемента бікубічної інтерполяції побудовані математично 
обґрунтовані і фізично адекватні серендипові базиси шляхом виключення «внутрішніх» функцій бікубічного 
лагранжева базису. Запропонована мультимодальна схема редукції дозволяє виключити внутрішні вузли, 
при цьому зберігаючи невузлові параметри в інтерполяційному поліномі. Саме невузлові параметри 
дозволяють керувати інтегральними характеристиками скінченноелементних моделей. 

Ключові слова: скінченний елемент, базисні функції, інтерполяційний поліном, нематричні схеми 
конденсації.    
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NON-MATRIX SCHEMES OF CONDENSATION ON SERENDIPITY ELEMENTS 
 

In the research by the example of finite element of biquadratic interpolation the mathematically proved and 
physically adequate serendipity bases are built by means of excluding of “internal” functions of bicubic  Lagrange 
bases. The suggested multimodal scheme of reduction allows to eliminate internal nodes keeping non-nodal 
parameters in the interpolation polynomial.  These are non-nodal parameters which allow to control integral 
characteristics of finite element models. 

Key words: finite element, basis functions, interpolation polynomial, non-matrix schemes of condensation 
 

Введение 
Термин «конденсация» в методе конечных элементов (МКЭ) означает снижение размерности системы 

уравнений при помощи исключения некоторых степеней свободы. Чтобы сократить общее число исходных 
степеней свободы, редуцированная система уравнений должна быть выражена в терминах заранее выбранных 
степеней свободы, которые хотят оставить. На конечных элементах высших порядков обычно избавляются от 
внутренних степеней свободы. Правда, матричный подход, как правило, приводит к физически неадекватным 
моделям. Поэтому лучше начинать с интегральных  характеристик базисных функций. Речь идет о спектре 
узловых нагрузок, вызванных силой тяжести элемента. Понятно, что это обратная задача, когда по заказному 
спектру находят базис, реализующий такой спектр. Как известно, обратные задачи решаются неоднозначно, так 
что у пользователя появляется возможность выбирать. В статье на примере элемента бикубической интерполяции 
(12 узлов) конструируются математически обоснованные и физически адекватные серендиповы базисы путем 
исключения «внутренних» функций лагранжева базиса (12 узлов). 
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Анализ предшествующих результатов, цель работы 

Матричная конденсация (редукция) описана в [1, 2]. Нематричные подходы описаны в [3, 4]. В 
работе [3] преобразование лагранжевых моделей в серендиповы выполнено в терминах узловых нагрузок. 
Процедура распределения внутренних нагрузок по граничным узлам основана на линейной комбинации 
вкладов отдельных внутренних узлов. В настоящей работе предложены более простые и понятные схемы 
конденсации. В статье [4] все внутренние нагрузки сконцентрированы в барицентре элемента. Такая 
унимодальная схема порождает семейство 13-параметрических моделей. Ниже мы используем мультимодальную 
схему, позволяющую увеличить число параметров, управляющих формообразованием базисных функций. Цель 
работы – привлечь внимание разработчиков математического обеспечения к нематричным схемам конденсации. 

 
Основная часть 

На рис. 1 показаны схемы исключения внутренних узлов лагранжева КЭ бикубической 
интерполяции (16 узлов). 
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Рис. 1. Схемы исключения внутренних узлов лагранжева КЭ 

 
Для получения серендипова базиса (12 полиномов) мы используем следующие функции лагранжева 

базиса: 

).31()31()1()1(
256
81),(

),91()1()31()1(
256
9),(

),91()91()1()1(
256
1),(

22
13

22
5

22
1

yxyxyxN

yyxxyxN

yxyxyxN

−−−−=

−−−−−=

−−−−=

     (1) 

Остальные функции ),( yxNi  лагранжева базиса генерируются функциями (1). Достаточно 
применить осевую и центральную симметрию и перестановку х и у. Все «угловые» функции получаются из 
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),(1 yxN , «промежуточные» функции – из ),(5 yxN , «внутренние» – из ),(13 yxN . Интерполянт 

записывают так: 

i
i

i fyxNyxf ⋅= ∑
=

),(),(
16

1
,       (2) 

где if  – известные значения функции ),( yxf  на границе КЭ и его внутренних узлах. Базисные функции 
удовлетворяют гипотезе Лагранжа: 

.1),(
;,0
,,1

),(
16

1
=





≠
=

= ∑
=

yxN
кі
кі

yxN
і

iккi       (3) 

В данном случае интерполянт (2) на границах квадрата 1±=х , 1±=у  изменяется по закону 
кубической параболы (бикубическая интерполяция). 

Спектр узловых нагрузок от силы тяжести КЭ, как обычно, определяется по правилу интегрального 
усреднения: 

,),(1 dydxyxN
S D

ii ∫∫=γ       (4) 

где D  – область интегрирования )1,1( ≤≤ yx , S  – площадь области D , iγ  – нагрузка в узле i . 
Вычисления по формуле (4) дают: 

.16,15,14,13,
64
9;12,...,6,5,

64
3;4,3,2,1,

64
1

====== iii iii γγγ  

Заметим, что классическая задача лагранжевой интерполяции функции одного аргумента легко 
обобщается на функции двух аргументов путем прямого перемножения коэффициентов Лагранжа (1). В 
отличие от лагранжевых, серендиповы КЭ не имеют одномерных аналогов. Эта специфическая особенность 
серендипова семейства вызывает определенные трудности и привлекает внимание заинтересованных 
специалистов.  

Предлагаемые схемы (рис. 1) исключают появление физически неадекватных спектров узловых 
нагрузок типа модели Зенкевича [5]. Моделирование серендипова базиса почти не нуждается в пояснениях. 
Каждая внутренняя функция корректирует три граничных функции. Получение функций ),(),,( 51 yxNyxN  и 

),(12 yxN  покажем на модели А. 
Выберем физически естественный спектр узловых нагрузок. Например, 

.12,...,5,
8
1;4,3,2,1,0 ==== ii ii γγ  Узловые нагрузки серендипова и лагранжева базисов связаны 

следующей корректирующей зависимостью: 
.;; 13121213551311 γβγγγβγγγαγγ ⋅+=⋅+=⋅+=    (5) 

В данном случае .
9
5;

9
1

=−= βα  

Заметим, что .12 =+ βα  
Из (5) следует: 

).,(
9
5),(),(

),,(
9
5),(),();,(

9
1),(),(

131212

13551311

yxNyxNyxN

yxNyxNyxNyxNyxNyxN

⋅+=

⋅+=−=
  (6) 

Подстановка полиномов (1) в (6) дает: 

.)16()1()1(
64
9),(

),16()1()1(
64
9),(

),334()31()31()1()1(
128

1),(

2
12

2
5

1

+−−−−=

+−−−−=

−−−−−−−=

уххуyxN

ухухyxN

ухухухyxN

  (7) 

Этих функций достаточно, чтобы получить весь базис модели А. 
Если воспользоваться схемой С, получим новый базис с тем же спектром узловых нагрузок: 
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.)21()31()31)(1()1(
64
9),(

),2()31()31()1()1(
128

9),(

),9364()31()31()1()1(
128

1),(

2
12

2
6

1

хуххуyxN

уухухyxN

хуухухухyxN
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+−+−−=

−−−−−+−−=

  (8) 

Этих функций достаточно, чтобы получить весь базис модели С. Аналогично получается модели В и 
D. Во всех случаях удовлетворяется интерполяционная гипотеза (3), а интерполянт (2) имеет теперь 12 
слагаемых. Интересно отметить, что «угловые» поверхности всех моделей в центре КЭ имеют одинаковые 

аппликаты .4,3,2,1,
32
1)0;0( =−= iN i  Такое же свойство имеют все «промежуточные» поверхности 

.12,...,5,
64
9)0;0( == iN i  Вдоль границ КЭ все функции изменяются одинаково по закону кубической 

параболы так, что сохраняется межэлементная непрерывность. Внутри КЭ рельеф поверхности ),( yxNi  
существенно зависит от схемы конденсации. Деформация квадратного шаблона в прямоугольный (рис. 1) 
вызывает нарушения геометрической изотропии базисной функции. Однако это не имеет нежелательных 
последствий, так как аномалии сглаживаются под действием других функций базиса. 

Выводы 
Мультимодальная схема редукции позволяет устранить внутренние узлы, сохранив неузловые 

параметры. Именно неузловые параметры позволяют управлять интегральными характеристиками моделей. 
При алгебраическом подходе такая возможность исключена. 
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