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Abstract. The key tasks of the modern IT project management consist in e൶cient allocation of resources, optimization 
of working processes and increasing of the team e൶ciency. Purpose. The purpose of the research is to improve planning 
methods under conditions of multiple-factor uncertainty attributable to up-to-date project environments. The proposed 
optimization mechanisms allow minimizing the time and resources expenditure, increasing the teamwork e൶ciency, 
and ensuring the Àexibility of management solutions in IT projects. Method. One of the best practices of solving 
these problems provides for using the discrete optimization methods, particularly the 3D-Assignment Problem. This 
problem involves the simultaneous distribution of three types of objects – for example, tasks, performers, and project 
stages – taking into account certain optimality criteria. The research examines optimization mechanisms based on the 
3D-Assignment Problem in the context of IT project management. Results. The research con¿rmed that the 3D assignment 
problem e൵ectively models the process of distributing managers, tasks, and performers. Scienti¿c novelty. The work 
demonstrates a mathematical model that allows for the e൵ective allocation of resources, tasks, and time intervals, taking 
into account constraints and optimality criteria. This is an important step in the development and analysis of existing 
approaches to solving the problem and substantiating the choice of optimization methods. This approach to assigning 
performers to implement the project showed that the optimal result signi¿cantly depends on the ratio of the number 
of project stages and the number of performers, and the cost minimization 

1 1

n n

I ij iji j
W c x min

= =
= →∑ ∑  corresponds to 

a game-theoretic situation, which is commonly called the Nash equilibrium situation. Practical importance. The work 
is relevant from both a scienti¿c and practical point of view, contributing to the development of new research methods. 
The results obtained demonstrate the possibilities of improving IT project planning, minimizing costs, and increasing 
team productivity. Conclusions are drawn regarding the practical application of the proposed mechanisms in real 
project management conditions.
Key words: optimization; three-dimensional assignment problem; project management; IT project; resources 
allocation; mathematic modeling; heuristic algorithms.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ
Відомий формалізований підхід до розв’язку цієї 

оптимізаційної задачі припускає, що кожен викона-
вець може бути задіяним тільки на одному етапі про-
єкту та кількість виконавців дорівнює кількості ета-
пів проєкту – m = n. У разі призначення i-го виконавця 
на реалізацію j-го етапу проєкту змінна величина xij, 
приймає значення xij = 1, і навпаки, xij = 0. В цьому 
випадку оптимізаційна задача про розподіл учасників 
за етапами загального проєкту або задача про призна-
чення, коли m = n, має вигляд:
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де n – кількість етапів загального проєкту; m – кіль-
кість виконавців (m = n); сij – витрати по призначенню 
j-го виконавця на виконання i-го етапу проєкту.

Матриця припустимих планів цієї оптимізаційної 
задачі має вигляд
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та містить по одній одиниці в кожному рядку і в кож-
ному стовпчику.

Аналіз такого підходу по призначенню виконав-
ців для реалізації проєкту показує, що оптимальний 

результат суттєво залежить від співвідношення кіль-
кості етапів проєкту та кількості виконавців, а міні-
мізація витрат 1 1

n n

I ij iji j
W c x min

= =
= →∑ ∑  відповідає 

теоретико-ігровій ситуації, яку прийнято називати 
ситуацією рівноваги за Нешом.

АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ 
 І ПУБЛІКАЦІЙ

Оптимізаційні задачі у менеджменті ІТ проєкту 
є предметом активних досліджень у різних наукових 
напрямах, включаючи дискретну математику, опера-
ційний аналіз та інтелектуальні системи управління. 
Одним із важливих підходів до вирішення пробле-
ми ефективного розподілу ресурсів є використан-
ня задачі про призначення, зокрема її тривимірного  
узагальнення.

Класична задача про призначення була запропо-
нована Куном [1, 2] і розв’язується методом угорсько-
го алгоритму. У подальших дослідженнях [3, 4] було 
розглянуто її узагальнені варіанти, включаючи бага-
товимірні моделі. Тривимірна задача про призначен-
ня є NP-складною і вимагає використання спеціаль-
них методів для її розв’язання.

У науковій літературі представлено широкий 
спектр методів для розв’язання тривимірної задачі 
про призначення. Дослідження Gavish & Graves [5] 
запропонували комбінаторні підходи, тоді як сучас-
ні роботи [6, 7] розглядають застосування лінійно-
го програмування та метаевристичних алгоритмів, 
таких як генетичні алгоритми та алгоритми рою  
частинок.

Анотація. У сучасному менеджменті ІТ проєкту ключовими завданнями є ефективний розподіл ресурсів, опти-
мізація робочих процесів і підвищення продуктивності команди. Мета. Метою дослідження є вдосконалення 
методів планування в умовах багатофакторної невизначеності, що характерна для сучасних проєктних сере-
довищ. Необхідні оптимізаційні механізми, які дозволяють мінімізувати витрати часу та ресурсів, підвищи-
ти ефективність роботи команди та забезпечити гнучкість управлінських рішень в ІТ проєктах. Методика. 
Одним із перспективних підходів до вирішення цих проблем є використання методів дискретної оптимізації, 
зокрема тривимірної задачі про призначення (3D-Assignment Problem). Ця задача передбачає одночасний роз-
поділ трьох типів об'єктів – наприклад, завдань, виконавців і етапів проєкту – з урахуванням певних критері-
їв оптимальності. У ході дослідження розглядаються оптимізаційні механізми на основі тривимірної задачі 
про призначення у контексті управління ІТ проєктами. Результати. Дослідження підтвердило, що тривимір-
на задача про призначення ефективно моделює процес розподілу менеджерів, завдань і виконавців. Наукова 
новизна. Робота демонструє математичну модель, що дозволяє ефективно розподіляти ресурси, завдання та 
часові інтервали з урахуванням обмежень і критеріїв оптимальності. Це є важливим кроком у розвитку і  ана-
лізі існуючих підходів до розв’язання задачі та обґрунтованню вибору методів оптимізації. Такий підхід по 
призначенню виконавців для реалізації проєкту показав, що оптимальний результат суттєво залежить від спів-
відношення кількості етапів проєкту та кількості виконавців, а мінімізація витрат 
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відповідає теоретико-ігровій ситуації, яку прийнято називати ситуацією рівноваги за Нєшом. Практична зна-
чимість. Робота є актуальною як з наукової, так і з практичної точки зору, сприяючи розвитку нових методів 
дослідження. Отримані результати демонструють можливості покращення планування ІТ проєктів, мінімізації 
витрат і підвищення продуктивності команди. Зроблено висновки щодо практичного застосування запропоно-
ваних механізмів у реальних умовах управління проєктами.  
Ключові слова: оптимізація; тривимірна задача призначення; управління проєктами; ІТ-проєкт; розподіл 
ресурсів; математичне моделювання; евристичні алгоритми.
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Управління проєктами передбачає ефектив-
ний розподіл ресурсів, що є предметом досліджень 
у працях Shen & Wang [8], де представлено адаптив-
ні моделі на основі математичного програмування. 
Інші роботи [9, 12, 15] аналізують розподіл завдань 
у реальних умовах із динамічними обмеженнями.

Сучасні дослідження [10] вказують на можли-
вість використання машинного навчання та глибоких 
нейронних мереж для покращення результатів опти-
мізації у складних проєктах. Інтеграція тривимірної 
задачі про призначення з цифровими платформами 
управління проєктами є перспективним напрямом 
розвитку.
ВІДОКРЕМЛЕННЯ НЕВИРІШЕНИХ РАНІШЕ 

ЧАСТИН ЗАГАЛЬНОЇ ПРОБЛЕМИ
На практиці виникають задачі, в яких необхід-

но відхилитися від вимог класичної задачі про при-
значення – один виконавець на один етап проєкту 
і навпаки. Такою задачею є відома комбінаторна зада-
ча про систему різних представників [11]. В цьому 
типі задач на вакантне місце треба призначити вже 
декілька виконавців.

Не менш важливим є набір задач про при-
значення виконавців за додаткової вимоги або 
властивості(стать, вік, стаж і таке інше). Окрім тра-
диційних двох властивостей (i, j) претендент має тре-
тю – (k). Матриця призначень C = ‖ Сijk ‖n×n×n стає вже 
тривимірною. 

Аналіз проблеми демонструє значну увагу до 
оптимального призначення ресурсів у проєктному 
менеджменті. Тривимірна задача про призначення 
є важливим інструментом у вирішенні подібних проб-
лем, а її вдосконалення можливе завдяки поєднанню 
математичних та інтелектуальних методів.

З огляду на це, доцільно розробити модель три-
вимірної класичної  і узагальненої задачі про призна-
чення та навести алгоритми їх розв’язку. Використан-
ня цієї моделі у проєктному менеджменті сприятиме 
формуванню оптимального мережевого графіка  та 
розподілу ролей у команді проєкту.

МЕТА ДОСЛІДЖЕННЯ
Метою статті є розробка та обґрунтування оптимі-

заційних механізмів на основі тривимірної задачі про 
призначення для підвищення ефективності управлін-
ня ресурсами ІТ проєкту. У дослідженні передбача-
ється аналіз існуючих підходів до розв’язання зада-
чі призначення, побудова математичної моделі для 
оптимального розподілу ресурсів, завдань і часових 
інтервалів, а також розробка алгоритмічних рішень 
із застосуванням методів лінійного програмування 
та евристичних алгоритмів. Очікуваним результатом 
є підвищення продуктивності проєктних команд та 
мінімізація витрат шляхом впровадження запропоно-
ваних механізмів у процес планування та управління 
проєктами. 

Для досягнення поставленої мети необхідно вирі-
шити такі завдання:

1.	 Розробити математичну модель тривимірної 
задачі про призначення виконавців ІТ проєкту з ура-
хуванням обмежень, характерних для проєктного 
менеджменту.

2.	 Запропонувати оптимізаційні механізми для 
ефективного розподілу ресурсів, завдань і часових 
інтервалів у рамках проєктних процесів.

3.	 Розробка та тестування алгоритмічного рішен-
ня на основі запропонованої моделі для оцінки його 
ефективності в реальних сценаріях управління ІТ 
проєктами.

МЕТОДИ, ОБ’ЄКТ ТА ПРЕДМЕТ 
ДОСЛІДЖЕННЯ

Відомо, що двоіндексною або класичною двови-
мірною задачею про призначення є задача вигляду:
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де C = ‖ Сij ‖n×n  – матриця значень ефективності при-
значення; X=‖ xij ‖n×n – план призначення.

Тривимірною класичною задачею про призначен-
ня назвемо задачу вигляду: 
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де C = ‖ Сijk ‖n×n×n – матриця значень по призначенню; 
X = ‖ xijk ‖n×n×n – план призначення.

Теоретичне обґрунтування розв’язку тривимір-
ної задачі про призначення (3) проведемо з позицій 
планарної декомпозиції. Це означає що тривимір-
ну матрицю C = ‖ Сijk ‖n×n×n декомпозуємо на набір 
двовимірних задач. Кожна спрощена двовимірна 
задача є результат планарного(площинного) розрі-
зу тривимірної матриці по рядкам та стовпчикам. 
Кількість таких наборів залежить від n і дорівнює 3n 
декомпозованих задач. Кожну таку задачу вже мож-
ливо розв’язати за угорською методикою. Сумар-
ний аналіз, отриманих розв’язків дозволяє отрима-
ти розв’язок тривимірної задачі про призначення 
в цілому.
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Назвемо тривимірною узагальненою (глибини h) 
задачею про призначення задачу вигляду:

 
 
Теоретичне обґрунтування розв’язку тривимірної задачі про 

призначення (3) проведемо з позицій планарної декомпозиції. Це означає що 

тривимірну матрицю � � � ���������� декомпозуємо на набір двовимірних 

задач. Кожна спрощена двовимірна задача є результат 

планарного(площинного) розрізу тривимірної матриці по рядкам та 

стовпчикам. Кількість таких наборів залежить від ݊ і дорівнює 3݊ 

декомпозованих задач. Кожну таку задачу вже можливо розв’язати за 

угорською методикою. Сумарний аналіз, отриманих розв’язків дозволяє 

отримати розв’язок тривимірної задачі про призначення в цілому. 

Назвемо тривимірною узагальненою (глибини ) задачею про 

призначення задачу вигляду: 

      �ܹ � � � � ����ݔ����
���

�
���

�
��� → ݉݅𝑚𝑚,𝑚

:�ߗ
⎩⎪⎪
⎨⎪⎪
⎧∑ ���ݔ � ℎ,   ݆ 𝑗 1𝑗 ǥ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ����  ݇ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘    ∑ ���ݔ � ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖     ����  ݇ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘    ∑ ���ݔ � ℎ,   ݇ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘    ����  ݆ 𝑗 1𝑗 ǥ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ∑ ���ݔ � ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖     ����  ݆ 𝑗 1𝑗 ǥ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ∑ ���ݔ � ℎ,   ݇ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘    ����  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖     ∑ ���ݔ � ℎ,   ݆ 𝑗 1𝑗 ǥ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ����  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖    

  

���ݔ        � 0 ∨ 1,  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖        
Теоретичне обґрунтування до розв’язку узагальненої задачі про 

призначення проінтерпретуємо з позицій задачі динамічної оптимізації. 

Згідно з концепцією динамічної оптимізації весь ланцюг розв’язку задачі 

розбивають на окремі елементарні етапи. На кожному такому етапі 

розв’язується однотипна спрощена задача. Водночас, побудова такого 

алгоритму підкорюється відомому принципу Р. Белмана [12]. Принцип Р. 

Белмана ґрунтується на тому, що яким би не було початкове становище 

системи на довільному поточному етапі оптимізації, наступний етап 

обирається з умови оптимальності відносно попереднього стану. Такий 

Ω惗烰:
⎩⎪⎪⎨
⎪⎪⎧∑ ௜௝௞ݔ � ݆ ݊௡௜=1 ݇ ݊∑ ௜௝௞ݔ � ݅ ݊௡௝=1 ݇ ݊∑ ௜௝௞ݔ � ݇ ݊௡௜=1 ݆ ݊∑ ௜௝௞ݔ � ݅ ݊௡௞=1 ݆ ݊∑ ௜௝௞ݔ � ݇ ݊௡௝=1 ݅ ݊∑ ௜௝௞ݔ � ݆ ݊௡௞=1 ݅ ݊

Теоретичне обґрунтування до розв’язку уза-
гальненої задачі про призначення проінтерпретує-
мо з позицій задачі динамічної оптимізації. Згідно 
з концепцією динамічної оптимізації весь ланцюг 
розв’язку задачі розбивають на окремі елементарні 
етапи. На кожному такому етапі розв’язується одно-
типна спрощена задача. Водночас, побудова такого 
алгоритму підкорюється відомому принципу Р. Бел-
мана [12]. Принцип Р. Белмана ґрунтується на тому, 
що яким би не було початкове становище системи 
на довільному поточному етапі оптимізації, наступ-
ний етап обирається з умови оптимальності відносно 
попереднього стану. Такий підхід забезпечує у лан-
цюгах розв’язку не локально оптимальний, а глобаль-
но оптимальний розв’язок для процесу в цілому.

В нашому випадку для розв’язку узагальненої 
задачі про призначення фіксується попередній опти-
мальний стан підстановкою граничних значень (вели-
ких або маленьких) в залежності від смислу задачі, 
у матрицю C(k-const) = ‖ Сijk ‖n×n×n. Наступну задачу 
розв’язують канонічним методом (угорський метод). 
Потім знову в оптимальні позиції вже зміненої матри-
ці C(k-const) =‖ Сijk ‖n×n×n підставляють граничні значення 
та розв’язують задачу. Кількість ітерацій дорівнює 
максимальній глибині узагальнення задачі про при-
значення. Наприкінці залишається вибрати опти-
мальний план.

ОСНОВНИЙ МАТЕРІАЛ
Застосуємо запропонований підхід для розв’язку 

модельних задач.
Розглянемо знаходження оптимального відобра-

ження між трьома множинами M (Менеджери / Керів-
ники), T (Завдання / Проєкти), W (Виконавці / Ресур-
си з використанням класичної тривимірної задачі 
призначення. Завдання полягає в тому, щоб знайти 
таке зіставлення пар (M, T, W), яке мінімізує або мак-
симізує певний цільовий критерій (витрати, продук-
тивність, час виконання тощо).

У ІТ компанії, що  виконує кілька проєктів одно-
часно, і необхідно призначити менеджерів (M) до про-
єктів, команд виконавців – до проєктів (T), виконавців 
(W) – до конкретних завдань у межах цих проєктів. 

Рішення цієї задачі дозволяє оптимально розподілити 
відповідальність і ресурси, враховуючи компетент-
ностей, завантаженість, дедлайни та інші обмеження.

Компанія розподіляє ІТ-проєкти серед менедже-
рів і виконавців, при цьому менеджери мають різний 
рівень досвіду та компетенцій, проєкти мають різний 
рівень складності та бюджету, виконавці мають різні 
навички та продуктивність. Потрібно знайти опти-
мальне (M, T, W) призначення, щоб менеджери керу-
вали відповідними проєктами, виконавці отримали 
завдання відповідно до своїх компетентностей, міні-
мізувати витрати та час реалізації проєктів.

Застосування 3D-задачі призначення дозволяє 
розробити матрицю відповідності між менеджерами, 
проєктами та виконавцями, де кожна комбінація має 
свою вартість або ефективність. Після розв’язання 
отримуємо оптимальний набір призначень.
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௜=1  ݆ = 1, … ,3,
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௞=1  ݅ = 1, … ,3,

        

 
 
Теоретичне обґрунтування розв’язку тривимірної задачі про 

призначення (3) проведемо з позицій планарної декомпозиції. Це означає що 

тривимірну матрицю � � � ���������� декомпозуємо на набір двовимірних 

задач. Кожна спрощена двовимірна задача є результат 

планарного(площинного) розрізу тривимірної матриці по рядкам та 

стовпчикам. Кількість таких наборів залежить від ݊ і дорівнює 3݊ 

декомпозованих задач. Кожну таку задачу вже можливо розв’язати за 

угорською методикою. Сумарний аналіз, отриманих розв’язків дозволяє 

отримати розв’язок тривимірної задачі про призначення в цілому. 

Назвемо тривимірною узагальненою (глибини ) задачею про 

призначення задачу вигляду: 

      �ܹ � � � � ����ݔ����
���

�
���

�
��� → ݉݅𝑚𝑚,𝑚

:�ߗ
⎩⎪⎪
⎨⎪⎪
⎧∑ ���ݔ � ℎ,   ݆ 𝑗 1𝑗 ǥ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ����  ݇ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘    ∑ ���ݔ � ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖     ����  ݇ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘    ∑ ���ݔ � ℎ,   ݇ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘    ����  ݆ 𝑗 1𝑗 ǥ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ∑ ���ݔ � ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖     ����  ݆ 𝑗 1𝑗 ǥ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ∑ ���ݔ � ℎ,   ݇ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘    ����  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖     ∑ ���ݔ � ℎ,   ݆ 𝑗 1𝑗 ǥ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ����  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖    

  

���ݔ        � 0 ∨ 1,  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖        
Теоретичне обґрунтування до розв’язку узагальненої задачі про 

призначення проінтерпретуємо з позицій задачі динамічної оптимізації. 

Згідно з концепцією динамічної оптимізації весь ланцюг розв’язку задачі 

розбивають на окремі елементарні етапи. На кожному такому етапі 

розв’язується однотипна спрощена задача. Водночас, побудова такого 

алгоритму підкорюється відомому принципу Р. Белмана [12]. Принцип Р. 

Белмана ґрунтується на тому, що яким би не було початкове становище 

системи на довільному поточному етапі оптимізації, наступний етап 

обирається з умови оптимальності відносно попереднього стану. Такий 

         (4)

     0 1, , , 1, ,3,i jkx i j k= ∨ = …

де, ( ) ( ) ( )1 2 3

3 3 3
 6

= = =

× ×

     
     = = ∪ ∪ = ∪ ∪     
          

k k k

ijkC c C C C

( ) ( ) ( )3

7 4 1 2 8 2 1 7 5

6 8 2 3 8 6 3 3

2 5 5 4 9 9 7 3 8

= = =

× ×

     
     = = ∪ ∪ = ∪ ∪     
          

k

Ланцюги всіх модифікацій згідно запропонованої 
методики наведено нижче:

min( )

const

7 4 1 6 3 0 6 3

6 6 8 0 0 2 0 2

2 5 5 0 3 3 3

0

0

0 3

-

-

     
     → →     
          

ij ijc c

i
,

min( ) min( )

const const

2 8 2 0 6 0 0 5

2 3 8 0 1 6 0 6

4 9 9 0 5 5 4 5

0

0

0

- -

- -

     
     → →     
          

ij ij ij ijc c c c

i j
,
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min( )

const

0

0

0

1 7 5 6 5

6 3 3 3 0

7 3 8 4 5

-

-

   
   →   
      

ij ijc c

i
.

Червоними нулями позначені позиції оптималь-
них розв’язків. З останніх ланцюгів перетворень має-
мо оптимальні розв’язки за планарними перерізами 
C (k=1),C (k=2),C (k=3).

( )1 ( 1)

6 3 0 0 1

: 0 2 0 1 0

3 3 1 0 0

0

0

0

= =

   
   → =   
      

k k

optC X

( )2 ( 2)

0 5 0 0 1

: 0 6 0 1 0

4 5 1 0 0

0

0

0

= =

   
   → =   
      

k k

optC X

( )3 ( 3)

6 5 1 0 0

: 3 0 0 0 1

4 5 0 1 0

0

0

0

= =

   
   → =   
      

k k

optC X

Сумарний аналіз цих трьох частинних розв’язків 
дозволяє отримати глобальний оптимальний 
розв’язок:

opt ( 1) ( 2) ( 3)

min 3 3 3
 1 0 0= = =

× ×

     
     = = ∪ ∪ = ∪ ∪     
          

k k k

ijk opt opt optX x X X X

0 1 0 0 0 1 1 0 0

0 1 0 0 0 1

0 0 1 1 0 0 0 1 0

= = =

× ×

     
     = = ∪ ∪ = ∪ ∪     
          

kX

Класична тривимірна задача призначення є потуж-
ним інструментом для розподілу ресурсів у проєктно-
му менеджменті. Її розв’язок забезпечує оптималь-
не призначення менеджерів, проєктів та виконавців 
з урахуванням обмежень та бізнес-метрик, що підви-
щує ефективність управління проєктами.

З використанням тривимірної узагальненої задачі 
про призначення (3D-Assignment Problem) змоделює-
мо ситуацію, коли необхідно оптимально розподілити 
три типи ресурсів між собою. Для глибини h = 2 можна 
розглядати призначення у вигляді взаємопов'язаних 
рівнів:

•	 Рівень 1 (Менеджери → Завдання): кожному 
менеджеру призначається відповідний набір завдань.

•	 Рівень 2 (Завдання → Виконавці): кожне 
завдання розподіляється між виконавцями відповідно 
до їхніх компетенцій.

Тобто, процес розподілу ресурсів має дворівневу 
структуру, оскільки необхідно провести призначення 
менеджерів на певні групи завдань, а також окремих 
виконавців на конкретні завдання в межах цих груп. 
Розв’язок задачі сприяє оптимальному розподілу 
ресурсів у ІТ проєктах з мінімізацією витрат або часу 
виконання.

У компанію, що керує кількома паралельними 
IT-проєктами, кожен менеджер (M) може керувати 
обмеженою кількістю, у кожному проєкті є набір 
завдань (T), які потрібно виконати, для кожного 
завдання є доступні виконавці (W), що мають різний 

рівень кваліфікації та продуктивності. Необхідно зна-
йти такий розподіл (M → T → W), щоб мінімізува-
ти загальні витрати (час, бюджет) або максимізувати 
продуктивність проєктної команди.

Знайдемо розв’язок тривимірної узагальненої 
задачі про призначення (глибини h = 2)
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Розв’язок: Розрахунки для узагальненої задачі 
мають вигляд:
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const const

5 1 5 4 0 4 1 4

5 2 8 3 0 6 0 6

8 9 2 6 7 0 3 7

0

0

0

- -

- -

     
     → →     
          

ij ij ij ijc c c c

i j
.

Червоними нулями позначені позиції опти-
мальних розв’язків за планарними перерізами 
C (k=1),C (k=2),C (k=3).

Другий модифікаційний крок пов’язаний з уза-
гальненням задачі. В кожному рядку та стовпчику 
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оптимальної матриці призначення необхідно мати не 
одну, а дві одиниці. Відповідні перетворення наведені 
нижче:

( ) min( ) min( )1

const const

2 4 0 2 2

: 4 0 4 0 4

3 6 0 3

0

0

0 3

- -=
- -

     
     → →     
          

ij ij ij ijc c c ck

i j
C

M M M

M M M

M M M

,

( ) min( )2

const

0 2 0 00 0

: 0 7 0 5 0

2 0 02

0

0 2

-=
-

     
     → →     
          

ij ijc ck

j
C

M M M

M M M

M M M

,

( ) min( ) min( )3

const const

1 4 0 3 0

: 0 6 0 6 3

3 7 0 4 0 4

0

0
- -=
- -

     
     → →     
          

ij ij ij ijc c c ck

i j
C

M M M

M M M

M M M

.

Червоною літерую позначено достатньо велике 
число, яке не чутливе до віднімання від нього скінче-
них чисел матриці.

З останніх ланцюгів перетворень маємо опти-
мальні розв’язки за планарними перерізами 

( ) ( ) ( )1 2 3
, ,

= = =k k k
C C C

( )1 ( 1)

2 1 0 1

: 4 0 1 1

3 1 0

0

0 1

0
= =

   
   → =   
      

k k

optX

M

M

M

C ,

( )2 ( 2)

0 1 1 0

: 0 1 0 1

2 0 1 1

0

0

0

= =

   
   → =   
      

k k

optX

M

M

M

C ,

( )3 ( 3)

0 0 1 1

: 3 1 1 0

4 1 0 1

0

0

0

= =

   
   → =   
      

k k

optX

M

M

M

C .

Сумарний аналіз цих трьох частинних розв’язків 
дозволяє отримати глобальний оптимальний 
розв’язок

opt ( 1) ( 2) ( 3)

min 3 3 3
 1 0 1= = =

× ×

     
     = = ∪ ∪ = ∪ ∪     
          

k k k

ijk opt opt optX x X X X .

1 1 0 1 0 1 0 1 1

0 1 1 1 1 0

0 1 1 1 1 0 1 0 1

= = =

× ×

     
     = = ∪ ∪ = ∪ ∪     
          

kX

Глибина h = 2 у тривимірній задачі про призначен-
ня відображає дворівневу ієрархію розподілу ресур-
сів у проєктному управлінні. Це допомагає будувати 
ефективні моделі управління командами та знижува-
ти ризики перевантаження ключових виконавців.

В середовищі комп’ютерного пакету Maple® 
перевірено правильність розв’язання тривимірних 
узагальнених задач про призначення. Фрагмент 
вихідного коду програми наведений нижче:
zf:=add( add( add(A[i,j,k]*x[i,j,k],i=1..nr), j=1..nr ), 
k=1..nr);
#~~~~~~~~~~

prhc:=2;
#############

for k to nr do
eq[1,k]:=seq(add(x[i,j,k],j=1..nr)=prhc,i=1..nr);
eq[2,k]:=seq(add(x[i,j,k],i=1..nr)=prhc,j=1..nr);
od:

eqf11:= {seq(eq[1,i],i=1..nr)}:

eqf12:= {seq(eq[2,i],i=1..nr)}:
eqf1s:= eqf11 union eqf12:

for i to nr do
eq[3,i]:=seq(add(x[i,j,k],j=1..nr)=prhc,k=1..nr):
eq[4,i]:=seq(add(x[i,j,k],k=1..nr)=prhc,j=1..nr):
od:

eqf21:= {seq(eq[3,i],i=1..nr)}:
eqf22:= {seq(eq[4,i],i=1..nr)}:
eqf2s:= eqf21 union eqf22:

for j to nr do
eq[5,j]:=seq(add(x[i,j,k],i=1..nr)=prhc,k=1..nr):
eq[6,j]:=seq(add(x[i,j,k],k=1..nr)=prhc,i=1..nr):
od:

eqf31:= {seq(eq[5,i],i=1..nr)}:
eqf32:= {seq(eq[6,i],i=1..nr)}:
eqf3s:= eqf31 union eqf32:
##########

eqfss:= eqf1s union eqf2s union eqf3s;
##########

`Binary `;
with(Optimization):
ss1:=LPSolve(zf, eqfss, assume = {binary});
Aoptb:=Matrix(nr):
for i to nr do
for j to nr do
Aoptb[i,j]:=rhs(ss1[2,nr*(i-1)+j])
end do:
end do:

ss1m:=LPSolve(zf, eqfss, assume = {binary},maximize);
Aoptb1:=Matrix(nr):
for i to nr do
for j to nr do
Aoptb1[i,j]:=rhs(ss1m[2,nr*(i-1)+j])
end do:
end do:
###

X[optmin]=Aoptb,  X[optmax]=Aoptb1;
W[min]=ss1[1],W[max]=ss1m[1];

Порівняння комп’ютерного та ручного розрахун-
ків показує збіг результатів.

ВИСНОВКИ 
У статті розглянуто оптимізаційні механізми, 

побудовані на основі тривимірної задачі про призна-
чення, та їх застосування в контексті управління ІТ 
проєктом. Проаналізовано методи розв’язання задачі 
та можливі критерії оптимізації, зокрема мінімізацію 
витрат, часу виконання та балансування навантажен-
ня ресурсів.
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Дослідження підтвердило, що тривимірна задача 
призначення ефективно моделює процес розподілу 
менеджерів, завдань і виконавців, що дозволяє:

•	 Забезпечити оптимальну відповідність між 
менеджерами, ІТ проєктами та виконавцями.

•	 Мінімізувати витрати за рахунок ефективного 
розподілу навантаження.

•	 Підвищити продуктивність шляхом оптималь-
ного використання кваліфікаційного потенціалу учас-
ників проєкту.

•	 Скоротити час реалізації ІТ проєктів через 
узгодження процесів на декількох рівнях прийняття 
рішень.

Практична значущість підходу полягає у можли-
вості його інтеграції в автоматизовані системи управ-
ління проєктами для підтримки прийняття рішень 
щодо розподілу ресурсів у великих організаціях. 
Подальші дослідження можуть бути спрямовані на 
адаптацію моделі до динамічних умов управління, 
коли змінюються вимоги до проєктів або доступність 
ресурсів.

Отримані результати можуть бути корисними для 
керівників проєктів, які прагнуть оптимізувати пла-
нування та реалізацію завдань, а також для розроб-
ників інтелектуальних систем підтримки прийняття 
рішень у сфері управління ІТ проєктами.
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