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ПРЕДИСЛОВИЕ

Для будущего инженера очень важно уметь применять определен-
ные интегралы для решения задач геометрии, физики, механики и техники.

В пособии рассматриваются основные свойства определенного
интеграла и умение их применять на практике; способы точного приме-
нения формулы Ньютона–Лейбница, а также методика вывода рекуррент-
ных  формул;  при  нахождении  приближенных  значений  интегралов  по
формуле Симпсона приведены программы расчетов на языке Pascal;
рассматриваются способы нахождения несобственных интегралов.

Данный  практикум  серии  РЕШЕБНИК  содержит  решение  почти
200 задач, взятых в основном из известного "Сборника задач по курсу
математического анализа" Г.Н. Бермана.

Каждому разделу предшествуют краткие теоретические положения.
Это дает возможность студенту решать столько задач, сколько ему необ-
ходимо, чтобы приобрести устойчивые навыки по указанной тематике.
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§ 1. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО
ИНТЕГРАЛА

1.1. Геометрическая интерпретация определенного
интеграла

Определенный интеграл ∫
b

a

dxxf )(  с точки зрения геометрии есть

площадь криволинейной трапеции, заключенной
между кривой y = f (x), осью  абсцисс  и  прямыми

x = a  и  x = b: .)(∫=
b

a

dxxfS

Если площадь S ограничена двумя непрерыв-
ными кривыми y = f1(x) и y = f2(x), а также двумя вертикалями x = a

и x = b, где f1(x) ≥ f2(x) при a ≤ x ≤ b, то .))()(( 21∫ −=
b

a

dxxfxfS

При вычислении определенного интеграла
пользуемся  формулой  Ньютона–Лейбница

),()()( aFbFdxxf
b

a

−=∫  где F'(x) = f (x).

1. Выразить при помощи интеграла площадь фигуры, ограниченной
дугой синусоиды, которая соответствует интерва-
лу  0 ≤ x ≤ 2π,  и  осью абсцисс.

Решение

.sin2sin
0

2

0
∫∫
ππ

== dxxdxxS

y = f x( )

x
ba0

y

y = f x
1( )

x
ba0

y

y = f x2( )

x
0

y

2ππ
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2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболами y = x2 –
– 2x – 3 и y = –x2 + 6x – 3.

Решение
Ищем точки пересечения кривых:

,0,082
36
,32

1
2

2

2
==−⇒





−+−=
−−= xxx
xxy

xxy

.42 =x
Строим кривые

4)1(32 22 −−=−−= xxxy

.6)3(36и 22 +−−=−+−= xxxy

Площадь =+−=−−−−+−= ∫∫
4

0

2
4

0

22 )82())32()36(( dxxxdxxxxxS

.
3

6444
3
24

3
2 33

4

0

23 =+⋅−=



 +−= xx

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривыми y = x3 – x
и y = x4 – 1.

Решение
Ищем точки пересечения кривых:

1
1

, 43
4

3
−=−⇒







−=
−=

xxx
xy

xxy
 или

⇒++−=+− )1)(1)(1()1)(1( 2xxxxxx x1 = –1,
x2 = –1.

x
0

y y = –x  + x – 2 6 3

y = x  – x – 2 2 3
–4
–3

431

1.1. Геометрическая интерпретация определенного интеграла

 

x
0

y
y = x  – x3

y = x  – 4 1–1

–1
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Строим кривые. Площадь =−−−= ∫
−

1

1

43 ))1()(( dxxxxS












+−−=+−−=

−−
∫

1

1

5241

1

43

524
)1( xxxxdxxxx 1

5
1

2
1

4
1 −+−−=

.
5
81

5
1

2
1

4
1 =+−+−

1.2. Оценка интеграла

Если f (x) ≤ ϕ(x) при a ≤ x ≤ b, то

.)()(∫ ∫ϕ≤
b

a

b

a

dxxdxxf

Если f (x) непрерывна при a ≤ x ≤ b, m – наименьшее, а M –
наибольшее значение функции f (x) на отрезке [a; b], то

∫ −≤≤−
b

a

abMdxxfabm ).()()(

4. Доказать, что ∫ +

10

0
3 16x

dxx
 меньше, чем .

6
5

Доказательство

;
)16(

216)(;
16

)( 23

3

3 +
−=′

+
=

x
xxf

x
xxf  f '(x) = 0 при x = 2.

§  1.  ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ОПРЕДЕЛЕННОГО  ИНТЕГРАЛА
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,
12
1

12
1)2(;

1016
10)10(;0)0( =⇒=== Mfff  тогда

,
6
510

12
1

16

10

0
3∫ =⋅≤

+x
dxx  что и требовалось доказать.

5. Доказать, что ∫ −=
2

0

2

dxeI xx  заключен между 
4
2
e

 и 2e2.

Доказательство

0)(;)12()(;)(
22

=′−=′= −− xfexxfexf xxxx  при ;
2
1=x

.;1
2
1;)2(;1)0( 2

4
412 eM

e
mefeff ==⇒=





== −

,22 2
4

eI
e

≤≤  что и требовалось доказать.

В задачах 6–11 оценить интеграл.

6. .
1

5,3

5,1

2
Idx

x
x =
−∫

Решение

;
)1(
2)(;

1
)( 2

22

−
−=′

−
=

x
xxxf

x
xxf  f '(x) = 0 при x = 0 ∉ [1,5; 3,5] и x = 2.

;9,4
5,2
25,12)5,3(;5,4

5,0
25,2)5,1( ==== ff

f (2) = 4  ⇒  m = 4; M = 4,9. 29,424 ⋅≤≤⋅ I  или .8,98 ≤≤ I

1.2. Оценка интеграла
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7. .
2
5

2

0
2

2
Idx

x
x =

+
+∫

Решение

;
)2(

6)(;
2
5)( 222

2

+
−=′

+
+=

x
xxf

x
xxf  f '(x) = 0 при x = 0.

f (0) = 2,5; f (2) = 1,5 ⇒ m = 1,5; M = 2,5.
25,225,1 ⋅≤≤⋅ I  или .53 ≤≤ I

8. .)sin1(
45

4

2∫
π

π

=+ Idxx

Решение

,02sin0)(;2sin)(;sin1)( 2 =⇒=′=′+= xxfxxfxxf

...).,1,0(
2

,2 ±=π=π= nnxnx

;
4

5;
4

,
2 



 ππ∈ππ=x

;
2
3

4
sin1

4
sin1

4
5;

2
3

2
11

4
22 =π+=





 π+π+=





 π=+=





 π ff

.2.2;1101)(;211
2

π≤≤π==⇒=+=π=+=




 π IMmff

9. .
1

2/5

2/1
2∫ =

+
Idx

x
x

§  1.  ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ОПРЕДЕЛЕННОГО  ИНТЕГРАЛА
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Решение

;
)1(

1)(;
1

)( 22

2

2 x
xxf

x
xxf

+
−=′

+
=

f '(x) = 0 при 



∈=

2
5;

2
11x  и х = –1.

;
29
10

2
1)1(;

29
10

2
5;4,0

2
1 =⇒==





=





 mfff

2
2
12

29
10.

2
1 ⋅≤≤⋅= IM  или .1

29
20 ≤≤ I

10. .arctg
3

33
∫ = Idxxx

Решение

0)(;
1

arctg)(;arctg)(
2

=′
+

+=′= xf
x

xxxfxxxf   при

.3;
3
30












∉=x

( ) .
3
33arctg33;

18
3

63
3

3
3arctg

3
3

3
3 π==π=π⋅==










ff

3
32

3
3

3
32

18
3 ⋅π≤≤⋅π I  или .

3
2

9
π≤≤π I

1.2. Оценка интеграла
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11. .
1

2 2

Idxex
e

e

x =∫ −

Решение

0)0(;22)(;)(
222 32 =′−=′= −−− fexxexfexxf xxx

при ,;10 



∉= e
e

x  при 



∉−= e
e

x ;11  и при .;11 



∈= e
e

x

;1 2
2

12
2

1
e

e
e

e
e

e
f −−

−
==







 .)1(;)( 1222 222 −−−− ===⋅= efeeeeef exe

,2121 2
2 e

e
−>−−>−  значит { ,

22 2121
321
m

ee

M
eee

=

−−−

=

− >>  тогда

12 112 −− 




 −<<





 − e

e
eI

e
ee e  или .11

2

2

1

2

2 e
eI

e

e
e

−<<−
−

12. Выяснить, какой из интегралов больше:

1) dxI x∫=
1

0

1
2

2  или .2
1

0

3
3

dxI x∫=

Решение

,]1;0[22
32

∈∀≥ xxx  поэтому .21 II ≥

2) dxI x∫=
2

1

1
2

2  или .2
2

1

2
3

dxI x∫=

Решение

,]2;1[22
32

∈∀≤ xxx  поэтому .21 II ≤

§  1.  ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ОПРЕДЕЛЕННОГО  ИНТЕГРАЛА
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3) ∫=
2

1

1 ln dxxI  или .)(ln
2

1

2
2 ∫= dxxI

Решение
,]2;1[)(lnln 2 ∈∀≥ xxx  поэтому .21 II ≥

4) ∫=
4

3

1 ln dxxI  или .)(ln
4

3

2
2 ∫= dxxI

Решение
,]4;3[)(lnln 2 ∈∀≤ xxx  поэтому .21 II ≤

13. Доказать, что ,
2
510

1

0

3∫ <+< dxx  воспользовавшись нера-

венством Коши–Буняковского:

.))(())(()()( 2
2

2
121 ∫∫∫ ⋅≤

b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf

Убедиться в том, что применение общего правила дает менее точ-
ную оценку.

Решение

Пусть .1)(;1)( 2
3

1 =+= xfxxf  Тогда

;
2
5

4
)1(1 1

0

1

0

41

0

1

0

3
1

0

3 =⋅











+=⋅+≤+ ∫∫∫ xxxdxdxxdxx

01]1;0[01
1

0

33 >+⇒∈∀>+ ∫ dxxxx  и  dxx∫ =+
1

0

31

1.2. Оценка интеграла
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dxx∫ +=
1

0

31   и  данное  неравенство  справедливо:

.
2
510

1

0

3 <+< ∫ dxx

Применим общее правило оценки интеграла:

0)(;
12

3)(
3

2

1 =′
+

=′ xf
x

xxf  при .]1;0[0∈=x

.2;12)1(;1)0( 11 ==⇒== Mmff

.211
1

0

3 ≤+≤ ∫ dxx

10;414,12;118,1
2
5 <≈≈   и  2

2
5 <  и, как видим, примене-

ние общего правила дает менее точную  оценку.

14. Доказать, исходя из геометрических соображений, следующие
предложения:

1) если функция f (x) на отрезке [a; b] возрастает и имеет вогнутый
график, то

.
2

)()()()()()( bfafabdxxfafab
b

a

+−<<− ∫

§  1.  ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ОПРЕДЕЛЕННОГО  ИНТЕГРАЛА
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Доказательство

;)( крив.трап.Sdxxf
b

a

=∫
;)()( aACbSafab =−

.
2

)()()( aABbSbfafab =+−

Как видно из рисунка, ,крив.трап. aABbaACb SSS <<  что и требовалось
доказать;

2) если функция на отрезке [a; b] возрастает и имеет выпуклый гра-

фик, то .)()()(
2

)()()( bfabdxxfbfafab
b

a

−<<+− ∫
Доказательство

;)( кpив.трап.∫ =
b

a

Sdxxf

;
2

)()()( aABbSbfafab =+−

.)()( aCBbSbfab =−

Как видно из рисунка, ,трап.крив. aCBbaABb SSS <<  что и требовалось
доказать.

15. Оценить интеграл ,
1

3

2
2

2

∫ + x
dxx

 пользуясь результатом задачи 14.

1.2. Оценка интеграла

 

x
ba0

y

f b( )

f a( )

A C

B

x
ba0

y

f b( )
f a( )

A

C B

 



14

Решение

.9,0
91

9)3(;8,0
41

4)2(;1;
1

)( 2

2
=

+
==

+
==−

+
= ffab

x
xxf

;
)1(

2
)1(

2)1(2)( 2222

32

x
x

x
xxxxf

+
=

+
−+=′

0
)1(

312
)1(

2)1(2)1(2)( 32

2

42

222
<

+
−⋅=

+
⋅⋅+−+⋅=′′

x
x

x
xxxxxf

,]3;2[∈∀x   то  есть  функция  на  [2; 3]  возрастает  и  имеет  выпуклый
график.

Применяем пункт 2 задачи 14:

.90,085,090,0
12

9,08,0
3

2
2

2
<<⇒<

+
<+ ∫ I

I

x
dxx

43421

16. Оценить интеграл ,1
1

0

4 dxx∫ +  пользуясь:

а) основной теоремой об оценке интегралов;
б) результатом задачи 14;
в) неравенством Коши–Буняковского.

Решение

а) 0)(;
1

2)(;1)(
4

3
4 =′

+
=′+= xf

x

xxfxxf

при .2)1(;1)0(;]1;0[0 ==∈= ffx

.414,121 ≈<< I

§  1.  ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ОПРЕДЕЛЕННОГО  ИНТЕГРАЛА
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б) ;
)1(

2312
1

12

413
2)( 234

4
2

4

4

33
42

x
xx

x
x

xxxx
xf

+
−=

+
+

⋅−+
⋅=′′

]1;0[0)( ∈∀>′′ xxf  – кривая вогнута на [0; 1].

2
211 +<< I   или  .207,11 << I

в) .1)(;1)( 2
4

1 =+= xfxxf

095,1
5
6

5
)1(1 1

0

1

0

51

0

1

0

4
1

0

4 ≈=⋅











+=⋅+≤+ ∫∫∫ xxxdxdxxdxx

тогда .095,11 << I

1.3. Среднее значение функции

Если функция f (x) непрерывна на [a; b], то найдется такая точ-
ка ξ ∈ (a; b), что

.

)(

)(
ab

dxxf

f

b

a

−
=ξ
∫

                                (1)

f (ξ) называется средним значением функции на промежутке
[a; b].

17. Вычислить среднее значение линейной функции y = kx + b на
отрезке  [x1; x2].  Найти  точку,  в  которой  функция  принимает  это
значение.

1.3. Среднее значение функции
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Решение

Согласно (1) ( )
)()(

2

)(

12

12
2
1

2
2

12

2

1

xx

xxbxxk

xx

dxbkx

f

x

x =
−

−+−
=

−

+

=ξ
∫

,)(
2 12 bxxk +−=  с другой стороны )(

2 12 bxxkbk ⇒+−=+ξ

.
2

21 xx +
=ξ⇒

18. Вычислить среднее значение квадратной функции y = ax2 на
отрезке [x1; x2]. В скольких точках интервала функция принимает это
значение?

Решение

.)(
3

)(
3)( 2

121
2
2

12

3
1

3
2

12

2
2

1 xxxxa
xx

xxa

xx

dxx

f

x

x ++=
−

−
=

−
=ξ
∫

.
3

)(
3

2
121

2
2

2,1
2
121

2
2

2 xxxx
xxxxaa

++
±=ξ⇒++=ξ

а) Если x1x2 ≥ 0, то есть x1 и x2 одного знака, то тогда либо ξ1 ∈ (x1; x2),
либо ξ2 ∈ (x1; x2). Значит, функция принимает среднее значение в од-
ной точке.

б) Пусть x1 < 0 и x2 > 0. Выясним, при каких условиях ξ1 < 0 и ξ2 > 0
попадают в интервал (x1; x2).

Из рисунка видно, что
.2211 xx ≤ξ<ξ≤

1) x1 ≤ ξ1 или

  .02
3

2
121

2
2

2
121

2
2

1 ≥−−⇒
++

−≤ xxxx
xxxx

x               (2)

§  1.  ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ОПРЕДЕЛЕННОГО  ИНТЕГРАЛА

0x1 ξ1 ξ2
x2
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В случае равенства 12
11

2
1

2
11

2 4
3

4
8

xx
xxxxx

x =′±
=

+±
=  (не под-

ходит); .
2
1

12 xx −=′′  Неравенство (2) справедливо при .
2
1

12 xx −≥

2) ξ2 ≤ x2 или  .02
3

2
121

2
22

2
121

2
2 ≥−+⇒≤

++
xxxxx

xxxx
       (3)

В случае равенства 12
11

2
1

2
11

2 ,2
2

3
2

8
xx

xxxxx
x −=′±−

=
+±−

=

x2 = x1 (не подходит). Неравенство (3) справедливо при .2 12 xx −≤

Итак,  если  x1 < 0  и  x2 > 0,  то  при  соблюдении  неравенства

12
1 2

2
xx

x
−≤≤−  функция принимает среднее значение в двух точках,

в противном случае – в одной.

19. Вычислить среднее значение функции y = 2x2 + 3x + 3 на отрезке
[1; 4].

Решение

( ) =



 ++⋅=

++

=ξ
∫ 4

1

23

4

1

2

3
2
3

3
2

3
1

3

)332(

xxx

dxxx

f

.5,249
2
4542

3
133)116(

2
3)164(

3
2

3
1 =





 ++=





 ⋅+−+−=

20. Исходя из геометрических соображений, вычислить среднее

значение функции 22 xay −=  на отрезке [–a; a].

1.3. Среднее значение функции
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Решение

=−=− ∫∫
−

aa

a

dxxadxxa
0

2222 2

==
















π
=

=
= ∫

π 2

0

22 cos2
2

00
,cos

,sin
dtta

a

tx

dttadx
tax

⇒π=



 +=+=

ππ

∫ 2
2sin

2
1)2cos1(

22

0

2
2

0

2 attadtta

( ) .
42

22

a
a

dxxa

f

a

a π=

−

=ξ⇒
∫
−

21. Исходя из геометрических соображений, указать среднее зна-
чение непрерывной нечетной функции на интервале, симметричном от-
носительно начала координат.

Решение

f (ξ) = 0, так как 0)( =∫
−

a

a

dxxf  ( f (x) – нечетная функция).

22. Сечение желоба имеет форму параболического сегмента. Осно-
вание его a = 1 м, глубина h = 1,5 м (см. рис.). Найти среднюю глуби-
ну желоба.

Решение

.6
1
64

4
; 2

2
2 ===⇒==

a
hkakhkxy  Поскольку y = 6x2, то

§  1.  ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ОПРЕДЕЛЕННОГО  ИНТЕГРАЛА

 

x
a0

y

–a

22 xay −=
a
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( )
2
1

8
1

8
12

3
6

1

6
5,0

5,0

3

5,0

5,0

2

=




 +=⋅==ξ

−

−
∫

x
dxx

f  (м),

то есть средняя глубина желоба .
3
2 hAB =

23. Напряжение электрической цепи в течении минуты равномерно
увеличивается от E0 = 100 В до E1 = 120 В. Найти среднюю силу тока за
это время. Сопротивление цепи 10 Ом.

Решение
20100120, 10 =⇒+=+= kkEktE  и .10020 += tE  Для посто-

янного тока .
R
EI =

.)(11
10
110

10

]10010[

1

)10020(
1
0

2

1

0
cp A

tt

R

dtt

I ==
+

=
⋅

+

=
∫

24. Напряжение электрической цепи равномерно падает, убывая на
0,4 В в минуту. Начальное напряжение в цепи 100 В. Сопротивление цепи
5 Ом. Найти среднюю мощность в течении первого часа работы.

Решение
Напряжение по условию задачи E = 100 – 0,4t. Для постоянного тока

мощность тока =
⋅

−

=
⋅

==
∫∫

605

)4,0100(

.

60

0

2

0

2

cp

2
dtt

TR

dtE

W
R

EW

t

[ ] .Вт1558)76100(
360

1)4,0100(
6034,0

1 3360
0

3 ≈−=−
⋅⋅

−= t

 

x

a

0

y

A

B
h

ξ

1.3. Среднее значение функции
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1.4. Интеграл с переменным пределом

Пусть функция f (x) интегрирована на отрезке [a; b] и непре-

рывна в точке x0 ∈ [a; b]. В этом случае функцию ∫=
x

a

dttfxF )()(

называют интегралом с переменным верхним пределом, а произ-
водная от нее в точке ).()( 000 xfxFx =′  При выполнении этих

условий функция ∫=
b

x

dtxfxF )()(  дифференцирована в точке x0

и ).()( 00 xfxF −=′

25. Вычислить  интеграл  с  переменным  верхним  пределом

.
45

1

43

∫ 









−

x

dxxx

Решение

.
202020

)(
54

1

54 xxxxxF
x

−=











−=

26. Скорость движения тела пропорциональна квадрату времени.
Найти зависимость между пройденным расстоянием S и временем t,
если известно, что за первые 3 с тело прошло 18 см, а движение нача-
лось в момент t = 0.

Решение

Скорость .
3

)(;
3

0

22 ktdtkttSkt
dt
dsv

t

==== ∫
.

3
2)(и2

3
2718 3ttSkk ==⇒⋅=

§  1.  ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ОПРЕДЕЛЕННОГО  ИНТЕГРАЛА
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27. Сила, действующая на материальную точку, меняется равно-
мерно относительно пройденного пути. В начале пути она равнялась 100
Н, а когда точка переместилась на 10 м, сила возросла до 600 Н. Найти
функцию, определяющую зависимость работы от пути.

Решение
Сила  F = kS + F0,  100 = k ⋅ 0 + F0  ⇒   F0 = 100;  F = 100 + kS,

600 = 100 + k ⋅ 10   ⇒   k = 50. Итак,  F = 100 + 50S. Если A – работа, то

dA = F ⋅ dS и .)(Дж25100)50100( 2

00

SSdSSdSFA
SS

+=+=⋅= ∫∫

28. Напряжение электрической цепи равномерно меняется. При
t = t1 оно равно E1; при t = t2 оно равно E2. Сопротивление R постоянно,
самоиндукцией и емкостью пренебрегаем. Выразить работу тока как
функцию времени t, прошедшего от начала опыта.

Решение

.,
,

12

2121

12

12

22

11

tt
tEtE

tt
EE

tE
tE

tE
−
−

=β
−
−

=α⇒




β+α=
β+α=

⇒β+α=

Элементарная работа тока ∫ β+α==
t

dtt
R

Adt
R

EdA
0

2
2

)(1,

и .
3

1 2
3











β+αβ+α= ttt

R
A

29. Теплоемкость тела зависит от температуры так: C = C0 + αt +
+ βt2. Найти функцию, определяющую зависимость количества тепла,
полученного телом при нагревании от нуля до t, от температуры t.

Решение
Теплоемкостью данного тела называется количество теплоты,

необходимое для нагревания этого тела на 1°С. Если тело массы dm,

1.4. Интеграл с переменным пределом
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то при нагревании его за промежуток времени dt будет израсходовано
количество тепла dQ = C dt, тогда

.
32

)( 32
0

0

2
0

0

tttCdtttCdtCQ
tt

β+α+=β+α+== ∫∫

30. Криволинейная трапеция ограничена параболой y = x2, осью
абсцисс и подвижной ординатой. Найти значение приращения ∆S и диф-
ференциала dS площади трапеции при x = 10 и  ∆x = 0,1.

Решение

.
3

3

0

2 xdxxS
x

== ∫  Приращение

.10033,10)101,10(
3
1 33 =−=∆S  Дифференциал

.101,010022 =⋅=∆== xxdxxdS

31. Криволинейная трапеция ограничена линией ,162 += xy  ося-
ми координат и подвижной ординатой. Найти значение дифференциала
dS площади трапеции при x = 3 и ∆x = 0,2.

Решение








=+=+= ∫∫ 222

0

2 16 dxxbadxxS
x

=





++++= 222

2222
ln

22
xbabx

b
axbax

§  1.  ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ОПРЕДЕЛЕННОГО  ИНТЕГРАЛА

x
0

y
y = x2

x + x∆
S

x

x
0

y

4

x + x∆

162 += xy

S

x
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16ln8
2

1616ln8
2

16 2
2

0

2
2

−++++=











++++= xxxxxxxx

x

.4ln2−

16
2
1

16

16
1

8
16

16
2
1 2

2

2

2

2
2






++=

++

+
+

+










+
++=′ x

xx

x

x

x

xxS x

;
16

8

16 22

2

+
+






+
+

xx

x

.12,05.5
5
8

5
95

2
1

3 =⋅=∆⋅′==+




 +=′

= xSdSS xxx

32. Криволинейная  трапеция  ограничена  линией  y = x3,  осью
абсцисс и подвижной ординатой. Найти значение приращения ∆S площа-

ди, ее дифференциал dS, абсолютную (α) и относительную 






∆
α=δ
S

погрешности, возникающие при замене приращения дифференциалом,
если x = 4, а ∆x принимает значения 1; 0,1 и 0,01.

Решение

.
4

4

0

3 xdxxS
x

== ∫  Приращение

=−∆+=∆ ))((
4
1 44 xxxS )(64( 223 xxxx +∆+∆

.
4
1))()(4 43 xxx ∆+∆+

.3 xxdS ∆⋅=

1.4. Интеграл с переменным пределом

y = x3

S
x

x0

y
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1) x = 4; ∆x = 1: ;25,92
4
1)116166644( =++⋅+⋅=∆S

.306,0
25,92
25,28;25,28.64143 ==δ=α=⋅=dS

2) ( )
4
1001,04401,01661,0644:2;4 =⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=∆π== Snxx

;244,0;4,61,04;644,6)016,096,06,25( 3 =α=⋅==+++= dS

.037,0
664,6
244,0 ==δ

3) 0001,016601,0644(:01,0,4 +⋅⋅+⋅⋅=∆=∆= Sxx

;0024,0;64,001,04;6424,0)000001,044 3 =α=⋅==⋅⋅+ dS

.004,0
6424,0
0024,0 ==δ

33. Найти производную от функции ∫ ++
+−=

x

dt
tt
tty

0
2

2

1
1  при x = 1.

Решение

.
3
1

111
111)1( =

++
+−=′y

34. Найти производную от функции ∫=
x

dxxy
0

sin  при x = 0, 
4
π=x

и .
2
π=x

§  1.  ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ОПРЕДЕЛЕННОГО  ИНТЕГРАЛА
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Решение
;00sin)0( ==′y

;
2
2

4
sin

4
=π=





 π′y

.1
2

sin
2

=π=




 π′y

35. Чему равна производная от интеграла с переменным нижним и
постоянным верхним пределом по нижнему пределу?

Решение

;)()( xfdttf
x

x

a

=′














∫

.)()()( xfdttfdttf

x

x

ax

a

x

−=′













−=′















∫∫

36. Найти производную от функции ∫ +=
5

21
x

dxxy  при x = 0 и .
4
3=x

Решение

.
4
5

16
91

4
3;101)0( −=+−=





′−=+−=′ yy

37. Найти производную по x от функции .sin
2

0
∫=
x

dx
x

xy

1.4. Интеграл с переменным пределом
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Решение

Пусть 2x = z, тогда ==′⋅′=′== ∫ z
zzyyzydx

x
xy xzx

z
sin2;)(sin

0

.2sin
2

2sin2
x

x
x

x ==

38. Найти производную по x от следующих функций:

1) ;ln

2
∫

xe

dz
z
z 2) .ln

1

2
∫
x

dxx

Решение

1) ;lnln

1

x
e
eedz

z
z

x

x
x

ex

==∫

2) .ln4ln2ln 2
1

2

xxxxdxx
x

−=−=∫

39. Найти производную по x от функции .ln
2

2

2
∫
x

x

dxx

Решение

.)0,0()(lnlnln
2

22
2

2 >≠=+= ∫∫∫ aaxFdxxdxxdxx
x

a

a

x

x

x

.ln2ln22ln2ln)( 2222 xxxxxF −=+−=′

§  1.  ОСНОВНЫЕ  СВОЙСТВА  ОПРЕДЕЛЕННОГО  ИНТЕГРАЛА
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40. Найти производную по x от функции y, заданной неявно:

.0cos
00

=+ ∫∫
xy

t dttdte

Решение

.cos0cos yxx
y

e
xyxye −=′⇒=+′⋅

41. Найти  производную  по  x  от  функции  y,  заданной  парамет-
рически:

1) .ctg
sin
cos.cos,sin

00

t
t
t

x
y

ydttydttx
t

t
x

tt

==
′
′

=′== ∫∫

2) .
)ln(2
)ln(2.ln,ln 2

22

241
2

1 2

2

t
ttt
ttt

x
y

ydtttydtttx
t

t
x

t

t

−=−=
′
′

=′== ∫∫

42. Найти значение второй производной по z от функции ∫ +
=

2

0
31

z

x
dxy

при z = 1.
Решение

.2)(.
)1(

512;
1

12 126

6

6 −=′′
+
−⋅=′′

+
=′ =zzzzzz y

z
zy

z
zy

43. При каком значении x функция ∫ −=
x

x dxexxI
0

2

)(  имеет экстре-

мум? Чему он равен?

1.4. Интеграл с переменным пределом
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Решение

0)(;)(
2

=′=′ − xIexxI x
x  при x = 0.

;)21(2)( 22 222

xeexexI xxx −=−=′′ −−−

⇒>′′ 0)0(I  минимум функции будет при .0)0(,0 == Ix

44. Найти кривизну в точке (0; 0) линии, заданной условием

.)1ln()1(
0
∫ ++=
x

dttty

Решение

.1)1ln(;)1ln()1( ++=′′++=′ xyxxy xx  Кривизна .
))(1( 232y

y
k

′+

′′
=

При .1
)01(

10
2/3

=
+

== kx

45,а. Найти экстремум и точки перегиба графика функции

.)23(
0

2∫ +−=
x

dxxxy  Построить график этой функции.

Решение

;2
2
3

3
2

2
3

3
2

3

0

2
3

xxxxxxy
x

+−=











+−=

:0230;23 22 =+−⇒=′+−=′ xxyxxy xx

.1;2;
2

893
212,1 ==−±= xxx

 

x
0

y

1 23/2

1
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;
3
2)2(1)1(;0)2(;32 min ==⇒<′′>′′−=′′ yyyyxyx

0.
6
5)1(max =′′== xyyy  при .

2
3=x

По этим данным строим график функции
(см. рис.).

45,б. По графикам функций, данным на рисунках, выяснить вид гра-
фиков первообразных.

Решение

x 
2
3<x  

2
3=x  

2
3>x  

xy ′′  – 0 + 

y ∩ 
4
3  ∪ 

f x( )

F x( )

x
0

0
x

f x( )

F x( )

0

x
0

x

1.5. Формула Ньютона–Лейбница

),()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a

−==∫  где .)()( xfxF =′

1.5. Формула Ньютона–Лейбница
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46. Функция f (x) имеет равные значения в точках x = a и x = b

и непрерывную производную. Чему равен ?)(∫ ′
b

a

dxxf

Решение

.0)()()()( =−==′∫ afbfxfdxxf b
a

b

a

47. Касательная к графику функции y = f (x) в точке с абсциссой x = a

составляет с осью абсцисс угол 
3
π  и в точке с абсциссой x = b – угол .

4
π

Вычислить ∫ ′′
b

a

dxxf )(  и )(;)()( xfdxxfxf
b

a

′′′′⋅′∫  предполагается непре-

рывной.
Решение

а) .31
3

tg
4

tg)()()( −=π−π=′−′=′′∫ afbfdxxf
b

a

б) =′=′′=′′′ ∫∫
b

a

b

a

b

a

xfxfdxfdxxfxf 2))((
2
1))(()()()(

( ) .1)31(
2
1

3
tg

4
tg

2
1))(())((

2
1 22

22 −=−=














 π−





 π=′−′= afbf
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§ 2. СПОСОБЫ ТОЧНОГО ПРИМЕНЕНИЯ
ФОРМУЛЫ НЬЮТОНА–ЛЕЙБНИЦА

2.1. Непосредственное применение формулы
Ньютона–Лейбница

.)()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a

===∫

48. =




 −





 −−=

−




 −

∫∫
−2/3

2/1

4
2/3

4
2/3

2/1 44

3

8
5

8
5

4
1

8
5

8
5

xdx
xx

dxx

.
3
4

3
44

2
1

8
52

1

2/3

2/1

4
=





 −=

−
=

x

49. =−=
−−

−=
−+ −−−

∫∫
1

5,0

1

5,0
2

1

5,0
2 3

1arcsin
)1(9

)1(

28

x

x

xd

xx

dx

.
6

5,0arcsin)5,0arcsin(0arcsin π==−−=

50. =−=




 π− ∫∫

π

π−

π

π−

2

2

2

2

)2coscos2sin(cos
2
2

4
2sincos dtttttdttt
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




 +−+= ∫

π

π−

2

2

)cos3(cos
2
1)sin3(sin

2
1

2
2 dttttt 

 −−⋅= 3cos
3
1

4
2 t






−−−

π

π−

2

2

sin3sin
3
1cos ttt

2
cos

2
3cos

3
1

4
2



 −π−π−=

2
3cos

3
1

2
sin

2
3sin

3
1 π+π−π−

2
sin

2
3sin

3
1

2
cos =




π−π−π+

.
3
2−=

В задачах 51–60 интегрированием по частям найти интегралы:

51. =+−=







−==
==

= ∫∫ −−
−−

−
1

0

1

0

1

0
,

,,
dxexe

evdxedv
dxduxu

dxxe xx
xx

x

[ ] .2112)1( 11
0 e

exe x −=+−=+−= −−

52. =−=







==

==
= ∫∫

πππ 2

0

2

0

2

0

sinsin
sin,cos

,,
cos dxxxx

xvdvdxx
dxduxu

dxxx

[ ] .1
2

0cos
2

cos
2

sin
2

cossin 2
0 −π=−π+ππ=+= πxxx
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53. =+−=














−==

==
= ∫∫

π

π

π

π

π

π

3

4

3

42

3

4
2 ctgctgctg,

sin

,,

sin
dxxxxxv

x
dxdv

dxduxu

x
dxx

[ ] =π−ππ+π+ππ−=+−= π
π 4

sinln
4

ctg
43

sinln
3

ctg
3

sinlnctg 3
4xxx

( ) .
2
3ln

2
1349

362
2ln

42
3ln

3
3

3
+−π=−π++⋅π−=

54. .sin
0

3 Idxxx =∫
π

Рассмотрим =







−==

===∫ xvdxxdv
dxxduxudxxx

cos,sin
,3,sin

23
3

=







==
===+−= ∫ xvdxxdv

dxxduxudxxxxx
sin,cos

,2,cos3cos
2

23

=







−==
==

=


 −+−= ∫ xvdxxdv
dxduxu

dxxxxxxx
cos,sin

,,
sin2sin3cos 23

=


 +−−+−= ∫ dxxxxxxxx coscos6sin3cos 23

.sin6cos6sin3cos 23 xxxxxxx −++−=

[ ] .6sin6cos6sin3cos 3
0

23 π−π=−++−=
π

xxxxxxxI
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55. =



















==

==
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2
,

,
2ln

,log
log 2

22

1

2 xvdxxdv

x
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dxxx

.
2ln4

32
2ln4

2
2ln2

1log
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2

1

22

1

2

1
2

2
−=−=−= ∫ xdxxxx

56. =












==
+

=+==+∫
−

xvdxdv
x
dxduxudxx

e

,

,
1

),1ln()1ln(
1

0

[ ] =++−+=
+

−+= −
−

− ∫ 1
0

1

0

1
0 1ln)1ln(

1
)1ln( e

e
e xxxx

x
dxxxx

.1111ln1ln)1( =++−−=++−−= eeeeee

57. =
















+=
+

+=
+

=

==
=

+ ∫∫ 3222
3 22

22

3 22

27

0
3 22

3

)(
4
3)(

2
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xa
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xadv
xa

dxxdv

dxxduxu

xa

dxx
a

−+=+−+= ∫
7

0

3222
27

0

3222
7

0

3222
2

)(
4

3)(2
4
3)(

4
3

aaa

xaxdxxaxxax

=



 +−+=++− ∫

7

0

352232222
7
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223222 )(
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+




 ⋅−=



 +−+= 22322

7

0

2223222 8
5
37)8(
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5
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4
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.
20

141
20
9

5
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5
3)(

4
3 3333332432 aaaaaaaa ⋅=⋅+⋅=⋅+

58. =








==
===∫

π

xvdxxdv
dxedueudxxe

xx
x

sin,cos
,2,cos

222

0

2

=







−==

===−= ∫
π

π

xvdxxdv
dxedueudxxexe

xx
xx

cos,sin
,2,sin2sin

222

0

22

0
2

⇒













+−+= ∫

π
π

2

0

22

0
22 cos2cos2sin dxxexexe xxx

[ ] .)2(
5
1)sincos2(

5
1cos

2
0

2
2

0

2 −=+=⇒ ππ
π

∫ exxedxxe xx

59. =














==

===∫
xvdxdv

dx
x

xduxudxx
e

,

,ln3,lnln
2

3

1

3

=












==

===−= ∫ xvdxdv

dx
x
xduxudxxxx

e
e

,

,ln2,lnln3ln
2

1

2
1

3

=












==

===













−−= ∫ xvdxdv

x
dxduxudxxxxxx

e
ee

,

,,lnln2ln3ln
1

1
2

1
3
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[ ] [ ] =−+−=













−+−= ∫ e

e
ee

xxxxxxxdxxxxxxx 1
23

1
11

23 6ln6ln3lnln6ln3ln

.26663 eeeee −=+−+−=

60. Составить рекуррентные формулы для вычисления интегралов

∫
π 2

0

cos dxxn  и ∫
π 2

0

sin dxxn  (n – целое положительное число или нуль)

и вычислить интегралы:

а) ;sin
2

0

5∫
π

dxx    б) ;cos
2

0

8∫
π

dxx    в) .sin
2

0

11∫
π

dxx

Решение

=== ∫∫
π

−
π 2

0

1
2

0

)(sincoscos xdxdxxI nn
n

+=








==
−−===

π−
−− 2

0
1

21
sincos

sin),(sin
,)sin(cos)1(,cos xx

xvxddv
dxxxnduxu n

nn

=−−=−+ ∫∫
π

−
π

−
2

0

22
2

0

22 )cos1(cos)1(sincos)1( dxxxndxxxn nn

.cos)1(cos)1(
2

0

2

0

2 ∫∫
ππ

− −−−= dxxndxxn nn

.1)1()1( 22 −−
−=⇒−−−= nnnnn I
n

nInInII
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=−== ∫∫
π

−
π 2/

0

1
2/

0

)cos(sinsin xdxdxxI nn
n

+−=








−=−=
−===

π−
−− 2

0
1

21
cossin

cos),cos(
,cossin)1(,sin xx

xvxddv
dxxxnduu n

nn

∫∫
π

−
π

− =−−=−+
2

0

22
2

0

22 )sin1(sin)1(cossin)1( dxxxndxxxn nn

.)1(sinsin
2

0

2

0

2 −














−= ∫∫

ππ
− ndxxdxx nn

.1)1()1( 22 −−
−=⇒−−−= nnnnn I
n

nInInII              (1)

а) .sin 5

2

0

5 Idxx =∫
π

Согласно формуле (2) ==⋅== ∫
π 2

0

135 sin
15
8

3
2

5
4

5
4 dxxIII

[ ] .
15
8cos

15
8 2

0 =−= πx

б) .cos 8

2

0

8 Idxx =∫
π
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Согласно выражению (1) =
⋅⋅
⋅⋅=⋅== 2468 468
357

6
5

8
7

8
7 IIII

.429,0
22468

1357
2468
1357

2468
1357

2

0

0 ≈π⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅= ∫

π

dxI

в) .sin 11

2

0

11 Idxx =∫
π

Согласно выражению (1) =
⋅⋅
⋅⋅=

⋅
⋅== 57911 7911

6810
911
810

11
10 IIII

=
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅= ∫

π 2

0

13 sin
357911
246810

357911
246810

57911
46810 dxxII

.
693
256

357911
246810)cos(

357911
246810 2

0 =
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅=−

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅= πx

61. Составить рекуррентную формулу для вычисления интеграла

∫
π 2

0

cossin dxxx nm  (m и n – целые  положительные  числа  или  нули;

исследовать частные случаи четных и нечетных значений m и n).
Решение
Пусть вообще m и n – рациональные числа. Подстановка z = sin2x,

dz = 2 sin x cos x dx даст ×−=
−

− 2
1

21 )sin1(sin
2
1cossin

n
mnm xxdxxx
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.)1(
2
1cossin2 2

1
2

1

dzzzdxxx
mn −−

−=×  Операция свелась к интегрирова-

нию дифференциального бинома:

.
2
1)1(

2
1cossin

2
1,

2
1

2
1

2
1

−−

−−

=−= ∫∫ mn

mn
nm Idxzzdxxx

Интеграл берется в конечном виде, если:

1) 
2

1−n  или 
2

1−m  – целое число, то есть если n или m есть нечет-

ное число;

2) 
2

mn +  – целое число, то есть если m + n есть четное число.

Для нашего случая, когда m и n – целые положительные числа или
нули, можно поступить иначе.

Возьмем данный интеграл по частям, положив u = sinm–1x, dv =

= cosn x sin x dx, тогда .cos
1

1,cossin)1( 12 x
n

vdxxxmdu nm +−

+
−=−=

=
+

−== π+−
π

∫ 2
0

1
2

0

, cossin
1

1cossin xx
n

dxxxI nnmnm
nm

=−
+
−=

+
−= ∫∫

π
−

π
+− dxxxx

n
mdxxx

n
m nmnm cos)sin1(sin

1
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1
1

2

0
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2

0

22

=
+
+⇒



















−
+
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π
−
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I

nmnm I
n

nmdxxxdxxx
n
m
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2

0
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1
cossincossin

1
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,

444 3444 21
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;1
1
1

,2,,2 nmnmnm I
nm

mII
n
m

−− +
−=⇒

+
−=  аналогично  доказывается,  что

.1
2,, −+

−= nmnm I
nm

nI  Итак,

.11
2,,2, −− +

−=
+
−= nmnmnm I

nm
nI

nm
mI

Рассмотрим отдельные случаи.

Если n – нечетное, тогда =
+
−= −2,,

1
nmnm I

nm
nI

=
+−++

⋅−−=
−++

−−= − 1,4, )3()2)((
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 .
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Аналогично, при m нечетном имеем

.
)1)(3()2)((

24)3)(1(
, ++−++

⋅−−=
nnnmnm

mmI nm
L

L

Если m – четное, n – четное, то

.
224)4)(2)((

13)3)(1(13)3)(1(
,

π⋅
⋅−+−++

⋅−−⋅−−
=

L

LL

nmnmnm
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62. Составить  рекуррентную  формулу  и  вычислить  интеграл

∫
−

0

1

dxex xn  (n – целое положительное число).

Решение
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Замечание. Подстановкой x = sin2 t можно свести интеграл к задаче 62.
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2.3. Разные задачи

Теорема о среднем: если функция f (x) непрерывна на отрезке
[a; b], то на этом отрезке найдется такая точка ξ, что справедливо
равенство

,)()()( ξ−=∫ fabdxxf
b

a

из которого следует, что среднее значение

.

)(

)(
ab

dxxf

f

b

a

−
=ξ
∫

2.3. Разные задачи



56 §  2.  СПОСОБЫ  ТОЧНОГО  ПРИМЕНЕНИЯ  ФОРМУЛЫ ...

88. Вычислить среднее значение функции 
x

xy 1+=  на отрезке

[1; 4].
Решение
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90. Вычислить среднее значение функций f (x) = sin x и f (x) = sin2 x
на отрезке [0; π].
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91. Найти среднее значение функции 
1

2)(
+

= xe
xf  на отрезке [0; 2].
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92. При каком a среднее значение функции y = ln x на отрезке [1; a]
равно средней скорости изменения функции на этом отрезке.
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В задачах 93–94 вычислить интегралы.

93. .
2

1
3 I

xx
dx =
+∫

;1
1)1(

1 22
22 CxBxAAx

x
CBx

x
A

xx
+++=⇒

+
++=

+

.0
,1

,1

1
0

0

0

1

2

=
−=

=
⇒

=
=

=+

C
B
A

Ax
Cx

BAx

==−=
+

=
+
+−= ∫∫ 5

22ln
2

1ln
5

2ln
1

ln
1

)1(
2
1

2

1
2

2

1
2

22

1 x

x
x
xd

x
dxI

.
5
8ln

2
1

5
8ln ==

94. =+
+

−+=
+

+
=

+ ∫∫∫
555 2

0

5
35

52

0
35

552

0
35

9
)1(

)1(
1)1(

5
1

)1(
)1(

5
1

)1(
xd

x
x

x
xdx

x
dxx

=












+
⋅+

+
−=









+
+








−

+
+= ∫∫

555 2

0
255

2

0
35

52

0
25

5

)1(
1

2
1

1
1

5
1

)1(
)1(

)1(
)1(

5
1

xxx
xd

x
xd

.
45
2

2
11

9
1

2
1

3
1

5
1 =





 −+⋅+−=



592.4. Приближенное вычисление интегралов

2.4. Приближенное вычисление интегралов

В задачах 95–100 вычислить приближенно, пользуясь форму-
лой Симпсона, интегралы, которые не могут быть найдены в конеч-
ном виде с помощью элементарных функций. Число n частичных
интервалов задается в скобках.

95. ).10(1
1

0

3 =−∫ пdxx

Программа на языке Pascal:

program Pr1;
function fun(x:real):real;

begin
fun:=sqrt(1-x*x*x);

end;
var

a,b,S:real;
n,i:integer;

begin
a:=0;
b:=1;
n:=10;
S:=fun(a)+fun(b);
for i:=1 to n-1 do

if i mod 2 = 1
then S:=S+4*fun(a+i*(b-a)/n)
else S:=S+2*fun(a+i*(b-a)/n);

writeln('Integral = ',S*(b-a)/(3*n):0:5);
readln;

end.

.84131,01
1

0

3 ≈−∫ dxx
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96. .)10(1
1

0

4 =+∫ ndxx

program Pr2;
function f(x:real):real;

begin
f:=sqrt(1+x*x*x*x);

end;
var

a,b,S:real;
n,i:integer;

begin
a:=0;
b:=1;
n:=10;
S:=f(a)+f(b);
for i:=1 to n-1 do

if i mod 2 = 1
then S:=S+4*f(a+i*(b-a)/n)
else S:=S+2*f(a+i*(b-a)/n);

writeln('Integral = ',S*(b-a)/(3*n):0:6);
readln;

end.

 .089429,11
1

0

4 ≈+∫ dxx

97. .)6(
ln

5

2

=∫ n
x

dx

program Pr3;
function f(x:real):real;

begin
f:=1/ln(x);

end;
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var
a,b,S:real;
n,i:integer;

begin
a:=2;
b:=5;
n:=6;
S:=f(a)+f(b);
for i:=1 to n-1 do

if i mod 2 = 1
then S:=S+4*f(a+i*(b-a)/n)
else S:=S+2*f(a+i*(b-a)/n);

writeln('Integral = ',S*(b-a)/(3*n):0:6);
readln;

end.

    .589425,2
ln

5

2

≈∫ x
dx

98. .)10(cos
3

0

=ϕϕ∫
π

nd

program Pr4;
function f(x:real):real;

begin
f:=sqrt(cos(x));

end;
var

a,b,S:real;
n,i:integer;

begin
a:=0;
b:=pi/3;
n:=10;
S:=f(a)+f(b);
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for i:=1 to n-1 do
if i mod 2 = 1

then S:=S+4*f(a+i*(b-a)/n)
else S:=S+2*f(a+i*(b-a)/n);

writeln('Integral = ',S*(b-a)/(3*n):0:6);
readln;

end.

    .948025,0cos
3

0

≈ϕϕ∫
π

d

99. .)6(sin1,01
2

0

2 =ϕϕ−∫
π

nd

program Pr5;
function f(x:real):real;

begin
f:=sqrt(1-0.1*sin(x)*sin(x));

end;
var

a,b,S:real;
n,i:integer;

begin
a:=0;
b:=pi/2;
n:=6;
S:=f(a)+f(b);
for i:=1 to n-1 do

if i mod 2 = 1
then S:=S+4*f(a+i*(b-a)/n)
else S:=S+2*f(a+i*(b-a)/n);

writeln('Integral = ',S*(b-a)/(3*n):0:6);
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readln;
end.

    .530758,1sin1,01
2

0

2 ≈ϕϕ−∫
π

d

100. .)10(sin
3

0

=∫
π

ndx
x

x

program Pr6;
function f(x:real):real;

begin
f:=sin(x)/x;

end;
var

a,b,S:real;
n,i:integer;

begin
a:=0,0001;
b:=pi/3;
n:=10;
S:=f(a)+f(b);
for i:=1 to n-1 do

if i mod 2 = 1
then S:=S+4*f(a+i*(b-a)/n)
else S:=S+2*f(a+i*(b-a)/n);

writeln('Integral = ',S*(b-a)/(3*n):0:6);
readln;

end.

.985459,0sin
3

0

≈∫
π

dx
x

x
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101. Вычислить  площадь  поперечного  сечения  судна  при  следу-
ющих данных (см. рис.):

====== 65544332211 AAAAAAAAAAAA

,м4,076 == AA

,м75,2,м92,2,м3 2211 === BABAAB

,м84,1,м30,2,м52,2 554433 === BABABA

.м92,066 =BA
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.м9,5)92,084,130,252,275,292,25,1(4,0 2=++++++⋅=

По более точной формуле Симпсона (
6

)( 20 ++−≈∫ m

b
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yy
m

abdxxf

))...(4)...(2 12312242 −− ++++++++ mm yyyyyy  с учетом площади по-

следнего треугольника имеем, что ( )30,275,2(292,03
3
4,0 ++++≈S

) .м936,592,04,0
2
1)84,152,292,2(4 2≈⋅⋅++++
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А
А1

А7
В6

А6
В5

А5

В4
А4

В3
А3

В2
А2

В1

В

0,
4

3,00
2,92

2,75
2,52

2,30
1,84

0,92
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§ 3. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

Рассматриваются интегралы с бесконечными пределами, интегра-
лы от разрывных функций и разные задачи, требующие, как правило,
специальных приемов решения.

Рассмотрим основные теоретические положения, на основании ко-
торых решаются задачи 102–198.

Пусть  функция  f (x)  непрерывна  на  промежутке  [a; + ∞],  или
(– ∞; + ∞), или (– ∞; b]. Примем по определению:

.,

;,

);()(lim)(lim)(

)(lim)()(lim)(

∞+−∞∈+=

==

∫∫∫

∫∫∫∫

∞+→∞−→

∞+

∞−
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+∞

cdxxfdxxfdxxf

dxxfdxxfdxxfdxxf

b

c
b

c

a
a

b

a
a

bb

a
b

a
   (1)

Если существуют конечные пределы в правых частях равенств (1),
то несобственные интегралы называются сходящимися, в противном
случае – расходящимися.

На основании этих определений решаются задачи 102–121, 129.
Пусть функция f (x) определена во всех точках отрезка [a; b]

за исключением точки a, или точки b, или точки c (a < c < b), или то-
чек a и b, в окрестности которых она не ограничена.

Для этих случаев примем по определению:
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dxxfdxxfdxxf )(lim)(lim)(
00

 (a < d < b).
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На основании этих определений решаются задачи 130–147.
Вопрос о сходимости или расходимости несобственных интегра-

лов  в  задачах  122–126, 128  решается  на  основании  следующего
признака сравнения: если для ∀x ∈ [a; + ∞) функции f (x) ≥ 0 и ϕ(x) ≥ 0,

и f (x) ≤ ϕ(x),  то  ∫
+∞

a

dxxf )(   сходится,  если  сходится  ,)(∫
+∞

ϕ
a

dxx

и ∫
+∞

ϕ
a

dxx)(  расходится, если расходится .)(∫
+∞

a

dxxf

Признаки сходимости или расходимости несобственных интегралов
от неограниченных функций аналогичны вышеуказанным.

Можно применить предельный признак сравнения: если в промежутке

[a; + ∞) или [a; b) функции ϕ(x) > 0, а k
x
xf

x
=

ϕ∞+→ )(
)(lim  или ,

)(
)(lim 10

k
x
xf

bx
=

ϕ−→

где k1 и k ≠ 0, то несобственные интегралы ∫∫
+∞+∞

ϕ
aa

dxxdxxf )(,)(  или

∫∫ ϕ
b

a

b

a

dxxdxxf )(,)(  сходятся или расходятся одновременно.

Функцию f (x) назовем бесконечно малой порядка λ по сравнению

с ,1
x

 если отношение λ
λ

⋅= xxf
x

xf )(1:)(  при x → ∞ стремится к ко-

нечному и отличному от нуля пределу.
Сформируем удобный на практике частный признак сравнения: если

при x → + ∞ функция f (x) является бесконечно малой порядка λ > 0

по  сравнению  с  ,1
x

  то ∫
+∞

a

dxxf )(   сходится,  если  λ > 1,  и  расходится,

если λ ≤ 1.
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Этот признак применим к задачам 127, 155, 156, 159.

Если при нахождении несобственного интеграла ІІ рода ∫
b

a

dxxf )(

первообразная F(x) непрерывна в особой точке функции f (x) (это может
быть либо точка a, либо точка b, либо точка внутри промежутка), то
для нахождения несобственного интеграла имеем обычную формулу
Ньютона–Лейбница:

.)()( b
a

b

a

xFdxxf =∫
На основании этого свойства следует решать задачи 142–144.
Замена переменной может привести к тому, что несобственный ин-

теграл становится собственным (задачи 140, 141, 145).
В задачах 148–153, 160, 161 следует применить следующий прак-

тический признак: если при x → b (или x → a) функция f (x) является

бесконечно большой порядка λ > 0 по сравнению с 
xb −

1  (или 
ax −

1 ),

то ∫
b

a

dxxf )(  сходится при λ < 1 и расходится при λ ≥ 1.

Заметим, что функция f (x) называется бесконечно большой по-

рядка  λ > 0  по  сравнению  с  
xb −

1   или  
ax −

1 ,  если  отношение

λ
λ

−⋅=
−

)()(
)(

1:)( xbxf
xb

xf  или f (x)(x – a)λ при x → b (x → a) стре-

мится к конечному и отличному от нуля пределу.

§  3.  Несобственные  интегралы
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3.1. Интегралы с бесконечными пределами

В задачах 102–121 вычислить несобственные интегралы (или
установить их расходимость).

102. 
3
111lim

3
1

3
limlim

3
1

3

1

4

1
4

=




 −−=

−
==

∞+→

−

∞+→
−

∞+→

+∞

∫∫ b
xdxx

x
dx

b

b

b

b

b

(интеграл сходится).

103. ( ) ∞=−===
∞+→∞+→

−

∞+→

+∞

∫∫ 1lim22limlim
1

1

21

1

bxdxx
x

dx
b

b

b

b

b

(интеграл расходится).

104. ).0(
1

>=∫
+∞

− aIdxe ax

a
e

aa
edxeI ab

b

bax

b

b
ax

b

1)1(lim1limlim
00

=−−=
−

== −
∞+→

−

∞+→
−

∞+→ ∫  (интеграл схо-

дится).

105. 
1

)1(lim
1

2
1

2
1

2

1

0

2

2

0
2

0

22

444 3444 21
I

a
a x

xd
x

dxx
x

dxx
x

dxx ∫∫∫∫ +
+
+=

+
+

+
=

+ ∞−→

+∞

∞−

+∞

∞−

.
1

)1(lim

2

0
2

2

444 3444 21
I

b

b x
xd∫ +

++
∞+→
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Рассмотрим каждый интеграл:

−∞=+−=
∞−→

))1ln(1(lnlim 2
1 aI

a
 (расходится),

+∞=−+=
∞−→

)1ln)1(ln(lim 2
2 bI

b
 (расходится).

Данный интеграл расходится.

106. =
++

+
++

=
++ ∫∫∫ ∞+→∞−→

+∞

∞−

b

b
a

a x
dx

x
dx

xx
dx

0
2

0

22 1)1(
lim

1)1(
lim

22

[ ] [ ] ( )++−=+++=
∞−→∞+→∞−→

)1arctg(1arctglim)1arctg(lim)1arctg(lim 0
0 axx

a

b

baa

( ) π=π−π+π+π=−++
∞+→ 4224

1arctg)1arctg(lim b
b

 (интеграл сходится).

Можно было бы вести запись так:

[ ] ++=
++

+
++

=
++ ∞−

+∞

∞−

+∞

∞−
∫∫∫ 0

0
2

0

22 )1arctg(
1)1(1)1(22

x
x

dx
x

dx
xx

dx

[ ] =−+∞+−∞−=++ ∞+ 1arctg)arctg()arctg(1arctg)1arctg( 0x

.
4224

π=π−π+π+π=

107. ===
∞+→∞+→

+∞

∫∫
a

a

a

a

xxdxdx
x
x

2

2

22
2

lnlim)(lnlnlimln

∞=−=
∞+→

)2ln(lnlim
2
1 22 a

a
 (интеграл расходится).
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108. .
)1(

1
2 I

xx
dx =

+∫
+∞

⇒++++=
+

++=
+

22
22 1;

1)1(
1 CxBAxBxAx

x
C

x
B

x
A

xx

.1
,1

,1

1
,0
,0

0

1

2

=
=

−=
⇒









=
=+
=+

C
B
A

Bx
BAx
CAx

2ln111ln
1 1111

2
1

−=−+=
+

++−=
∞++∞+∞+∞+∞

∫∫∫ xx
x

x
dx

x
dx

x
dxI  (интеграл

сходится).

109. =
+

−
+

=
+

−+=
+ ∫∫∫∫

+∞+∞+∞+∞

0
3

0
2

0
3

0
3 )1()1()1(

1)1(
)1( x

dx
x

dxdx
x

x
x

dxx

2
1

)1(2
1

1
1

0
2 =







+
 +

+
−=

+∞

xx
 (интеграл сходится).

110. =



















π∞
π

=

==
=

−∫
∞+

2
42

1arccos

,
cos
sin,

cos
1

1

2

2
2

tx

x
t

dt
t

tdx
t

x

xx

dx

442sincos
coscossin 2

4

2

4
2

π=π−π=== π
π

π

π
∫ tdt

tt
ttt  (интеграл сходится).
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111. .
12

2
I

xx

dx

a

=
+∫

+∞

===
⋅⋅

=
















=

=
=

+ ∫∫∫ 2
tgln

sin
cos

1tgcoscos

,tg

1 222

t
t

dt

t
tt

dt

t
dtdx

tx

xx

dx

=
++

=





















++
=

+
+

+
=

+
==

t

t

t

t

t

t

t

t
tt

22

2

2

tg11

tgln
tg11

tg

tg1

11

tg1

tg

cos1
sin

2
tg

.
11

ln
2 ++

=
x

x

2

4

4

2

2

11ln
11

ln
11

ln
2 a

a

a

a

x

xI
a

++=
++

−=
++

=

+∞

 (интеграл

сходится).

112. 
2
1

2
1)(

2
1

0
0

2

0

222

=−=−−=
∞+

−
+∞

−
+∞

− ∫∫ xxx exdedxxe  (интеграл схо-

дится).

113. .
0

3 2

Idxex x =∫
+∞

−

.
2

2
1,

,2, 22

22

2
22

3 ∫∫ −−
−−

− +−=














−==

==
= dxxeex

evdxxedv

dxxduxu
dxex xx

xx
x
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=











−−=














+−= −

∞+→
−

∞+→ ∫
b

x
xb

b
x

b

xb
e

e

xdxxe
e

xI
0

2

00

2
2

2

2

2 2
1

2
lim

2
lim

2
1

2
1

2
1

2
lim

2

2

2
=










+−−= −

∞+→
b

bb
e

e

b
 (интеграл сходится).

Замечание. При нахождении 









−

∞+→ 2

2
lim

2

bb e

b  дважды применяем правило

Лопиталя.

114. [ ] )cos(sinlimcossinlimsin 0
0

bbbxxxdxxx
b

b

b
−=−=

∞+→∞+→

+∞

∫  – не

существует, т. к. при b → + ∞ sin b и cos b не стремятся ни к какому
пределу. Интеграл расходится.

115. .
0

Idxe x =∫
+∞

−

=







−==
==

==







=

=== −−
−− ∫∫ tt

tx
evdtedv
dtdutu

dtte
dttdx

txtxdxe
,

,,
2

2
,, 2

).(22 tttt etedtete −−−− +−=


 +−= ∫
212

0
=



 +−=

+∞

tt ee
tI  (интеграл сходится).

116. 
2
1

2
cossinsin

00

=+−=
∞+

−
+∞

−∫ xx exxdxxe  (интеграл сходится).
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117. ,cossincos 22
0

22
0

ba
ae

ba
bxabxbdxbxe axax

+
=

+
−=

∞+
−

+∞
−∫  интеграл

сходится, если a > 0, и расходится, если a ≤ 0.

118. .arctg

1
2 Idx

x
x =∫

+∞

=
+

+−=



















−==
+

==
= ∫∫ )1(

arctg
1,

,
1

,arctgarctg
2

2

2

2 xx
dx

x
x

x
v

x
dxdv

x
dxduxu

dx
x

x

.1lnarctg
)1(

arctg 2

2 x
x

x
x

xx
dx

x
x +−−=

+
+−= ∫

11lnarctglim1lnarctglim
2

1

2

2 




++−−=











 +−−=
∞+→∞+→ bb

b
x

x
x

xI
b

b

b

2ln
2
1

4
2ln1arctg +π=





++  (интеграл сходится).

119. .
1

0
3 I

x
dx =
+∫

+∞

;
11)1)(1(

1
1

1
223 +−

++
+

=
+−+

=
+ xx

CBx
x

A
xxxx

CxBxCBxAAxAx +++++−= 221
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.3/2
,3/1

,3/1

,1
,0

,0

0

1

2

=
−=

=
⇒









=+
=++−

=+

C
B
A

CAx
CBAx

BAx

−+=
+−

−−
+

=
+ ∫∫∫ 1ln

3
1

1
2

3
1

13
1

1 23 xdx
xx

x
x

dx
x

dx

++−−+=
+−

−⋅−
− ∫ 1ln

6
11ln

3
1

1
2
3

2
1)12(

3
1 2

2 xxxdx
xx

x

.
3

12arctg
3

1

1

1ln
3
1

2
3

2
1

2
1

2
1

222

−+
+−

+=











+





 −






 −

+ ∫ x

xx

x

x

xd

=









++∞=











 −+
+−

+=

+∞

3
3arctg)arctg(

3
1

3
12arctg

3
1

1

1ln
3
1

0
2

x

xx

xI

33
2

3632
π=π+π=  (интеграл сходится).

120. .
)1( 22 I

x
dx =
+∫

+∞

∞−

=
+

−=
+

−+=
+ ∫∫∫ 22

2

22

22

22 )1(
arctg

)1(
)1(

)1( x
dxxxdx

x
xx

x
dx
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=
+

−
+

+=














+
−=

+
=

==
= ∫ 12

1
)1(2

arctg
)1(2

1,
)1(

,,

22222 x
dx

x
xx

x
v

x
dxxdv

dxduxu

.
)1(2

arctg
2
1

2 +
+=

x
xx

( )
2

)arctg()arctg(
2
1

)1(2
arctg

2
1

2
π=−∞−+∞=













+
+=

+∞

∞−x
xxI  (интеграл

сходится).

121. .
)1(

1
2 Idx

x
x =

+∫
+∞

=
+

−+=
+

=







=

===
+ ∫∫∫ dt

t
t

t
dtt

dttdx
txtx

x
dxx

22

2

22

22

2 )1(
1)1(2

)1(
2

2
,,

)1(

=










+
−−=











+
−

+
= ∫∫ )1(2

arctg
2
1arctg2

)1(1
2 2222 t

ttt
t

dt
t

dt

1
arctg

1
arctg 2 +

−=
+

−=
x

xx
t

tt  (см. задачу 120).

2
1

42
1

422
11arctg)arctg(

1
arctg

1

+π=+π−π=+−+∞=











+

−=
+∞

x
xxI

(интеграл сходится).
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В задачах 122–129 исследовать сходимость интегралов.

122. .
1

0
3∫

+∞

+
dx

x
x

22233

2
3

2
1

1
1

1
1

1
1











+





 −

=
+−

=
+

+<
+

x
xxx

x
x

x  для ∀x ∈ [0; + ∞).

=−=











+





 −






 −

=
+−

∞+∞+∞+

∫∫
00

22
0

2 3
12arctg

3
2

2
3

2
1

2
1

1
x

x

xd

xx
dx

.
33

4
623

2
3
3arctg)arctg(

3
2 π=





 π+π=















−


−+∞=  Интеграл сходит-

ся, значит, сходится и данный интеграл.

123. .1

1
4

3

∫
+∞

+ dx
x

x

xx
x

x
x 11

4

3

4

3
=>+

 для ∀x ∈ [1; + ∞).

( ) .1lnlnlimlnlimlim
1

11

∞=−===
∞+→∞+→∞+→

+∞

∫∫ bx
x

dx
x

dx
b

b

b

b

b
 Интеграл расхо-

дится, значит, расходится и данный интеграл.
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124. .
)1(

0
335

13

∫
+∞

++ xx
dxx

<
+

<
+

=
+

=
+

<
++ 46

4

32

4

329

13

335

13

335

13

3)1()1()()1( xx
x

x
x

xx
x

xx
x

xx
x

246

4

1
1
xxx

x
+

=
+

<  для ∀x ∈ [0; + ∞); )arctg(arctg
1 0

0
2 −+∞==

+
∞+

+∞

∫ x
x

dx

.
2

0arctg π=−  Интеграл сходится, значит, сходится и данный интеграл.

125. .)1ln(

1

2

∫
+∞

+ dx
x

x

xx
x 1

2
1)1ln( 2

⋅>
+  ∀x ∈ [1; + ∞); .

2
1

∞=∫
+∞

x
dx  Интеграл расходится, зна-

чит, расходится и данный интеграл.

126. .
1

1

00
∫∫∫

+∞
−−

+∞
− += dxexdxexdxex xxx

xx e
x

e
x ≤  ∀x ∈ [–1; + ∞). =








−==
==

= −−

+∞
−∫ xx

x
evdxedv
dxduxu

dxxe
,

,,

1

.211
1

1

11 e
eeeedxe

e
x xx
x =+=−=+−= −−∞+−−

+∞
−

∞+

∫  Интеграл сходится;

∫ −
1

0

dxex x  конечен. Значит, сходится и данный интеграл.
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127. .
1

arctg

1

arctg

1

arctg

2
3 4

2

0
3 4

0
3 4 ∫∫∫

+∞+∞

+
+

+
=

+
dx

x

xxdx
x

xxdx
x

xx

xx

x 1

13 4
>

+
 или .1

1

1
23 4 xx

>
+

 Действительно: ,1 23 4 xx <+  ибо 1 +

+ x2 < x6 для ∀x ≥ 2. Значит, 
xx

x

x

xx 1arctg

1

arctg
3 4

>>
+

 для ∀x ≥ 2; ∫
+∞

2
x

dx

расходится, следовательно, расходится и данный интеграл.

128. ,
lnlnln

)(ln
lnln

222
∫∫∫

+∞+∞+∞

==
z

dz
x
xd

xx
dx

ee

 где z = ln x. 
zz
1

ln
1 >  ∀z ∈ [2; + ∞);

∞=∫
+∞

2
z

dz  – расходится, значит, расходится и данный интеграл.

129. .2
ln
2)(ln2

)(ln
)(ln

)(ln
21

2323 =−=−==
+∞

∞+−
+∞+∞

∫∫
e

e
ee

x
x

x
xd

xx
dx

Интеграл сходится.

3.2. Интегралы от функций с бесконечными разрывами

В задачах 130–147 вычислить несобственные интегралы (или
установить их расходимость).

130. ==
−

=
−

β

−→β

β

−→β ∫∫ 001
0

201

1

0
2

)(arcsinlim
1

lim
1

x
x

dx

x

dx

2
)0arcsin(arcsinlim

01

π=−β=
−→β  (интеграл сходится).
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131. =
+−

+
+−

=
+− ∫∫∫

2

1
2

1

0
2

2

0
2 343434 xx

dx
xx

dx
xx

dx

−
+−
−+−=

−−
+

−−
=

β

−→β
α

+→α

β

−→β ∫∫
001

2

201
0

201 21
21lnlim

2
1

1)2(
lim

1)2(
lim

x
x

x
dx

x
dx

.
3

1lnlim
2
1

3
1lnlim

2
1

21
21lnlim

2
1

0101

2

01 α−
−α+

β−
−β=

+−
−+−

+→β−→βα+→α x
x   Указанные

пределы существуют, так как логарифмы неограниченно растут по абсо-
лютной величине при β → 1. Следовательно, интеграл расходится.

132. =+⋅=
















=
+=

=−
=

− ∫∫
1

0

2
2

22

1

12
12
01

,2
,1
,1

1
dt

t
tt

tx

dttdx
tx

tx

x
dxx

3
8

3
22

1

0

31

0

1

0

2 =











+=














+= ∫∫ ttdtdtt  (интеграл сходится).

133. =



















==

==
== ∫∫

α
+→α

2
,

,,ln
lnlimln 2

1

00

1

0
xvdxxdv

x
dxduxu

dxxxdxxx

=











−=














−=

α
+→α

αα
+→α ∫

122

00

112

00 4
ln

2
lim

2
1ln

2
lim xxxdxxxx

3.2. Интегралы от функций с бесконечными разрывами
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4
1)ln211ln2(lim

4
1)1ln2(lim

4
1 22

00

12
00

−=α+αα−−=−=
+→αα+→α

xx

(интеграл сходится).

.0lim
)2(

1lim2lnlim2ln2lim
3

00300200
2

00
=

α
α−=

α−α
=







∞
∞=

α
α=αα

+→α−+→α−+→α+→α

134. 1
1ln

1
ln
1

ln
)(ln

ln

1

0

1

0
2

1

0
2

=−=−== ∫∫
e

xx
xd

xx
dx eee

 (интеграл сходится).

135. ∞−=== ∫∫ 2
1

2

1

2

1

lnln
ln

)(ln
ln

x
x
xd

xx
dx  (интеграл расходится).

136. ===
α+→α

α
+→α ∫∫

e
ee

x
x
xd

xx
dx ln2lim

ln
)(lnlim

ln 0101
1

( ) 2lnlnlim2
01

=α−=
+→α

e  (интеграл сходится).

137. .)(
))((

baI
xbax

dx
b

a

<=
−−∫

+














 +++−−=−++−=−−

2
22

2
)()())(( baxbaxabxbaxxbax

;
224

)( 222





 +−−





 −=−++ baxababba

.

2

2
,

2
,,

2
cabb

cbaa
zx

cabdzdxzbax

=−

−=−=−==+−
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+
−

=
−

+
−

=
−

= ∫∫∫∫
α

+−→α
−−

0

220
0

22

0

2222
lim

zc

dz

zc

dz

zc

dz

zc

dzI
c

c

c

c

c

=+=
−

+
β

−→βα+−→α

β

−→β ∫
00

0

0
0

220
arcsinlimarcsinlimlim

c
z

c
z

zc

dz
ccc

π=π+π=+−−=β+α−=
−→β+−→α 22

1arcsin)1arcsin(arcsinlimarcsinlim
00 cc cc

(сходится).

138. =
−






 ++

=
−−

= ∫∫
−

−

2

2

22

2
))((

ab

ba

b

a zc

dzbaz

bxax
dxxI

−
= ∫

−

−

4434421
1

2

2

22

I

ab

ba zc

dzz
;

2

2

2

22∫
−

− −

++

ab

ba zc

dzba

=



















−

−+
−

−−= ∫∫
−

−

2

0
22

220

2

22

22

1
)()(

2
1

ab

ba zc

zcd

zc

zcdI

.02lim2lim
2
1

0

22

0
2

0
22

0
2

=







−








+−−=

β

−−→βα++→α
zczc

abba

π+==
22

baII  (сходится).
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139. .
)5)(3(

5

3

2
I

xx
dxx

=
−−∫

,4,,4,)4(1)5)(3( 2 +===−−−=−− zxdzdxzxxxx

.
15
1316822 −++=

zx
zzx

.
1

168

1

168

1

168
1

0
2

20

1
2

21

1
2

2

∫∫∫ −

+++
−

++=
−

++=
−−

dz
z

zzdz
z

zzdz
z

zzI

а) =
















−−=
−

−−=
−

=

==
=

− ∫∫ 2
2

2

2
2

2

1
1

)1(
2
1,

1

,,

1 z
z

zdv
z

dzzdv

dzduzu

z

dzz

+−−=





=
=

=−+−−= ∫ 222 1
cos

,sin
11 zz

dttdz
ztdzzzz

++−−=++ ∫ )cossin(
2
11)2cos1(

2
1 2 tttzzdtt  1 2 +−−= zz

.1arcsin
2
1 2 


 −++ zzz

б) .18
1

)1(4
1

8 2
2

2

2
z

z

zd

z

dzz
−−=

−

−−=
− ∫∫

в) .arcsin16
1

16
2

z
z

dz
=

−∫
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
 +−−


 −++−−=

+−→α
222

01
181arcsin

2
11lim zzzzzzI

+
+

α

0
arcsin16 z 

 +−−


 −++−−
−→β

222
01

181arcsin
2
11lim zzzzzz


+

β

0
arcsin16 z +



 −−+−−=

α+−→α
zzzz 18arcsin

2
331

2
1lim

0
22

01


 +−−+

−→β
zzz arcsin

2
331

2
1lim 2

01  =
−−

β
18

0

2z

π=




 β++





 α−−=

−→β−−→α 2
33arcsin

2
338limarcsin

2
338lim

0101
 (интеграл

сходится).

140. =
















π
=

=
=

−+−∫
21

00
,cos

,sin

121

1

0
22

tx

dttdx
tx

xx

dx

=



















π

+
−=

+
=

=
=

+
=

+
= ∫∫

ππ

12
00

,
1
1cos

,
1
2

,
2

tg

2cos)2(coscos
cos 2

2

2

2

0

2

0

zt
z
zt

z
dzdt

zt

t
dt

tt
dtt

333
arctg

3
2

3
2

2
1
1)1(

2
1

0

1

0
2

1

0
2

2
2

π==
+

=











+

+
−+

= ∫∫ z
z

dz

z
zz

dz  (интеграл

сходится).

3.2. Интегралы от функций с бесконечными разрывами
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141.  =
















π
π−−

=
=

=
−−∫

− 21
21

,cos
,sin

1)2(

1

1
2

tx

dttdx
tx

xx

dx

=



















π
−π−+

=

+
=

=
=

−
=

−
= ∫∫

π

π−

π

π− 12
12

,
1

2sin

,
1
2

,
2

tg

sin2cos)sin2(
cos 2

2

2

2

2

2

zt
z
zt

z
dzdt

zt

t
dt

tt
dtt

=











+





 −

=
+−

=
+







+
−

= ∫∫∫
−−−

1

1
22

1

1
2

1

1
2

2
2
3

2
11)1(

1
22

2

z

dz
zz

dz

z
z
z

dz

.
3363

23arctg
3

1arctg
3

2
3

12arctg
3

2
1

1

π=




 π+π=





+=−=

−

z

142. =



 +=+=+

−−

−

−
∫∫

1

1

3137
1

1

3234
1

1
3 2

2
6

7
9)23(23 xxdxxxdx

x

x

.
7
4146

7
96

7
9 =+++=

143. =



 +=+=+

−−

−

−
∫∫

1

1

5257
1

1

5352
1

1
5 3 2

5
7
5)(1 xxdxxxdx

x

x

.
7

10
2
5

7
5

2
5

7
5 =−++=
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144. +−=−+−=− ∫∫∫∫∫
−

−

−

−

−−

0

1

35
0

1

32
1

0
35

0

1
35

1

1
3 5

111 dxxdxxdx
x
xdx

x
xdx

x

x

+++=−+
β

−
−

−→β−
−− ∫∫

1

0
31

1
32

00

0

1
31

1

0

35
1

0

32 3lim
2
33 xxxdxxdxx

∞−∞+=∞−++−∞+=+ −
+→

6
2
33

2
33lim

2
3 32

00
x

x
 (интеграл расходится).

145. ( ) =
+

=















−−

=
=

=
=+ ∫∫

−−

1

1

2

2

3

31

1
3

3 3)2ln(

11
11

,3
,
,

2ln dt
t

tt
tx

dttdx
tx

tx
dx

x
x

=



















==

+
=+=

=+= ∫
−

2
,

,
2

),2ln(
)2ln(3 2

1

1
tvdttdv

t
dtdutu

dttt

=














+
+−−+=















+
−+= ∫∫

−−−−

1

1

21

1

21

1

21

1

2

2
4)4(

2
12ln

2
3

)2(2
)2ln(

2
3 dt

t
ttt

t
dtttt

=













+−−−+=

−
−−
∫ 1

1

1

1

1

1

2
2ln2)2(

2
12ln

2
3 tdtttt

.3ln
2
962ln2)2(

4
12ln

2
3

1

1

2
2

−=











+−−++=

−

tttt
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146. ==−=



















∞−
−−

=−

=
= ∫∫∫

−

∞−

∞−

−−

1

12

0

1
3

1

0
11

,

,1

dttedtte
tx

dt
x
dx

t
xdx

x
e tt

x

.2
,

,, 11

e
ete

evdtedv
dtdutu tt
tt −=−=








==
==

=
−

∞−

−

∞−

147. =−=



















∞
=−

=
= ∫∫

∞

02

1

0
3

1

11
0

,

,1

dtte
tx

dt
x
dx

t
xdx

x
e t

x

∞+∞−=+−=
∞∞

00
tt ete  (расходится).

В задачах 148–153 исследовать сходимость интегралов.

148. .
1

1

0
4∫ −

dx
x

x

x = 1 – точка разрыва функции .
1

)(
4x

xxf
−

=

=
++−

−⋅=










−− →→ )1)(1)(1(

1lim
1
1:

1
lim

2141 xxx

xx
xx

x
xx

.1
2
1;

2
1

1
lim

231
<=λ=

+++
=

→ xxx
x

x
 Интеграл сходится.
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149. .
)1(

1

0
3 52

2

∫ − x

dxx

x = 1 – точка разрыва функции .
)1(

)(
3 52

2

x

xxf
−

=

.1
3
5;

2
1

)1(
lim

)1(
1:

)1(
lim 3535

2

1353 52

2

1
>=λ=

+
=

−− →→ x
x

xx

x
xx

 Инте-

грал расходится.

150. .
1

1

0
∫ −xe

dx

x = 0 – точка разрыва функции .
1

1)(
−

=
xe

xf

.1
2
1;1

1

1lim
1

lim1:
1

1lim
000

<=λ=
−

=
−

=






− →→→

x
ee

x
xe xxxxxx

 Ин-

теграл сходится.

151. .
1

1

0
sin∫ −xe

dxx

x = 0 – точка разрыва функции .
1

)( sin −
= xe

xxf

;1
sin

sin
1
1lim

1
lim1:

1
lim sin0sin0sin0

=
⋅−

=
−

=










− →→→

x
x

x
ee

x
xe

x
xxxxxx

.1
2
1 <=λ  Интеграл сходится.
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152. .
cos

1

0
∫ − xe

dx
x

x = 0 – точка разрыва функции .
cos

1)(
xe

xf x −
=

=
−+−

=
−

=






− →→→

x
x

x
exe

x
xxe xxxxxx cos11

1lim
cos

lim1:
cos

1lim
000

;1

4
4

2
sin2

lim1lim

1

2

2

00

=

⋅+−

=

→→

x
x

x

x
e

x

x

x

 λ = 1. Интеграл расходится.

153. .sinln
2

0
∫

π

dx
x

x

x = 0 – точка разрыва функции .sinln)(
x

xxf =

=



=







∞
∞==





λ−→λ→ Лопиталя

правилупоsinlnlim1:sinlnlim
2
100

x

x
xx

x
xx

0

2
1

lim

2
1

lim

2
1

ctglim
2
1

0

2
1

0
2
10

=
λ−

=
⋅





 λ−

=






 λ−

=
−λ

→

+λ

→−λ−→

x

x

x

x

x
xxx

 при .1
2
1 <λ<  Ин-

теграл сходится.
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3.3. Разные задачи

154. Функция f (x) в полуинтервале [a; + ∞) непрерывна и f (x) → A ≠ 0

при x → + ∞. Может ли ∫
+∞

a

dxxf )(  сходится?

Нет. .)( ∞== ∫∫
+∞+∞

aa

dxAdxxf

155. При  каких  значениях  k  интеграл  ∫
+∞

−
+

1
sin
sin dx

xx
xxx k   будет

сходится?

.1
sin1

sin1
lim

sin
sinlim

sin
sinlim =

−

+
=

−
+=⋅

−
+

∞→∞→
−

∞→

x
x

x
x

xx
xxx

xx
xxx

xx
kk

x
 Интеграл схо-

дится при –k > 1, то есть k < –1 и расходится при –k ≤ 1, то есть k ≥ –1.

156. При каких значениях k сходятся интегралы:

а) .0
ln
1lim

ln
1lim;

ln
2

==
+∞→+∞→

+∞

∫ x
x

xxxx
dx

x
k

kxk  Интеграл сходится,

если k > 1.

б) =
−

==
+∞−+∞+∞

∫∫
2

1

22
1

)(ln
)(ln

)(ln
)(ln k

x
x

xd
xx

dx k

kk

111 )2)(ln1(
1

)2(ln
1

)(ln
1

1
1

−−
+∞=

− −
=












−

−
= kk

x
k kxk

 при k > 1.

При k ≤ 1 интеграл расходится.
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157. При каких значениях k сходится интеграл ∫ −

b

a
kxb

dx
)(

 (b < a)?

=−−−=
−

=
−

≠ ∫∫∫
β

−
−→β

β

−→β
a

k
b

a
kb

b

a
k xbdxb

xb
dx

xb
dxk )()(lim

)(
lim

)(
:1

00

( )=−−β−
−

=
−

−−= −−
−→β

β−

−→β
kk

b
a

k

b
abb

kk
xb 11

0

1

0
)()(lim

1
1

1
)(lim







>∞

<−
−=

−

.1если,

;1если,)(
1

1 1

k

kab
k

k

.lnlim:1
0

∞=−−=
−

=
β

−→β∫ ab

b

a

xb
xb

dxk

158. Можно ли найти такое k, чтобы интеграл ∫
+∞

0

dxxk  сходился?

Нет.

159. При каких значениях k и t интеграл ∫
+∞

+
0

1
dx

x
x

t

k
 сходится?

=⋅
+

=
+

=⋅
+

−
∞+→+→

−
+→

kt
t

k

xtx
k

t

k

x
x

x
x

x
x

x
x

1
lim.1

1
1lim

1
lim

0000

.1
11

1lim
1

lim =
+

=
+

=
∞+→∞+→

t
xt

t

x

x
x

x  Интеграл сходится, если –k < 1, t – k > 1,

то есть k > –1, t – k > 1.
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160. При каких значениях m интеграл ∫
π

−
2

0

cos1 dx
x

x
m  сходится?

.
2
1

4
2lim2

sin2
limcos1lim

2

2

002

2

00
2

00
=

⋅
⋅==−

+→+→
−

+→ x
x

x

x

x
x

x
xx

m
mx

 Интеграл

сходится, если m – 2 < 1, то есть m < 3; расходится при m ≥ 3.

161. При каких значениях k интеграл ∫
π

0
sin x

dx
k

 сходится?

.1
sinlim

1
sin

1lim

00

00
=








=

+→

+→ k

x

k
kx

x
x

x
x

 Интеграл сходится, если k < 1,

и расходится при k ≥ 1.

В задачах 162–170 вычислить несобственные интегралы.

162. ==
+

=
















∞∞=
+=
=−

=
−

∞+
∞+∞+

∫∫ 0
0

2
2

2

1

arctg2
)1(

201
,2
,1
,1

1
t

tt
dtt

tx

dttdx
tx
tx

xx
dx

( ) .0arctg)arctg(2 π=−+∞=

163. =















π−

−=
=

=
−

⋅
−
+∫

− 01
1

,sin
,cos

11
1ln

1

1
2

3 tx

dttdx
tx

x

dxx
x
x

=



















−==

−==
=−= ∫

π

3
sinsin,cos

,
sin
2,

2
lnctg

cos
2

lnctg 3
3

2

0

32
ttvdttdv

t
dtdutu

dttt
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=









−+










−= ∫

ππ

0

2

0

3
2

3
sin12sinsin

2
lnctg dtt

t
ttt

.
6

2cos112

3
sinsin

1
2

lnctg

0

0

22

2

Idtt

tt

t

=




 −−+











−

= ∫
π

Первое слагаемое при t = π и t = 0 превращается в неопределен-

ность вида ,






∞
∞  которая при использовании правила Лопиталя обраща-

ется в 0.

Второе слагаемое: .
3
5

12
2sin

6
52

6
2cos112

00

π=



 +=





 −−

ππ

∫ ttdtt

Итак, .
3
5 π=I

164. ==
















∞+∞+
−

=
=−

=
−

− ∫∫
∞+

−

∞+

1
34

0
3 4

arctg
10

,
,1

)1(

)1arctg(
t

dtt
tx

dtdx
tx

x

dxx

=
+

+−=



















−==
+

==
= ∫

∞+

−

∞+

− 1
23

1
3

334

2

)1(
3arctg3

3,

,
1

,arctg

tt
dt

t
t

t
v

t
dtdv

t
dtdutu

π
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=
+

+π=
















∞+∞+
−−

=
==

+
+π= ∫∫

∞+

−

∞+

− 1
6

2

2

3

1
23 )1(

9
4
311

,3
,

)1(
3

4
3

pp
dpp

pt

dppdt
pt

tt
dt

=
















∞+∞+
−

=
==

+
+π=

+
+π= ∫∫

∞+

−

∞+

−

11
,

,
)(12

9
4
3

1
9

4
3

2

2

1
32

2

1
6

zp

dzdp
zp

p
dp

p
dpp

.
12

9
4
3

1
3 I

z
dz =
+

+π= ∫
+∞

;
11)1)(1(

1
1

1
223 zz

CBz
z

A
zzzz +−

++
+

=
+−+

=
+

;122 =+++++− CzBzCBzAzAzA

.3/2
,3/1

,3/1

1
,0

,0

=
−=

=
⇒







=+
=++−

=+

C
B
A

CA
CBA

BA

=
+−

−−−+=
+−

−−
+

=
+ ∫∫∫∫ 223 1

312
6
11ln

3
1

1
2

3
1

13
1

1 zz
zzdz

zz
z

z
dz

z
dz

−+=
++⋅−

+
+−
−−+= ∫∫ z

zz

dzdz
zz

zz 1ln
3
1

4
3

4
1

2
122

1
1

12
6
11ln

3
1

22

++−−+=











+





 −






 −

+
+−
+−− ∫∫ 2

222

2
1ln

6
11ln

3
1

2
3

2
1

2
1

2
1

1
)1(

6
1 zzz

z

zd

zz
zzd

.
3

12arctg
3

1 −+ z
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+π=










 −+
+−

++π=
∞

4
3

3
12arctg

3
1

1
)1(ln

6
1

2
9

4
3

1
2

2 z
zz

zI

=⋅π+−π=


π⋅



−π⋅+−+

2
9

33
12ln

2
3

4
3

63
1

23
14ln

6
1

2
9

.2ln
2
3

4
3232ln

2
3

2
3

4
3 −π+=−π+π=

165. ∫
+∞

−

0

dxex xn  (n – целое положительное число).

Обозначим

+−=







−==

====

=

+∞

−−

−+∞
−∫

43421
0

0

1

0
,

,,
x

n

xx

nn
xn

n
e
x

evdxedv
dxnxduxudxexI

.1

0

1
−

+∞
−− =+ ∫ n

xn nIdxexn

)1(;1 210
0

0 =−===−== −−
∞+−

+∞
−∫ nnn

xx InnnIIedxeI

.!12...)2)(1(... nnnn =⋅−−==

166. ∫
+∞

−+

0

12 2

dxex xn  (n – целое положительное число).
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=














−==

==
== −−

−+∞
−+∫ 22

2

2
1,

,2, 122

0

12
xx

nn
xn

n evdxxedv

dxnxduxu
dxexI

.2
2
1

2
1

1

0

12

0

12

0
0

2 222

−

+∞
−−

+∞
−−

=

∞+
− ==+⋅−= ∫∫ n

xnxnnx nIdxexndxenxxe
44 344 21

=














−==

−==
== −−

−−+∞
−−

− ∫ 22

2

2
1,

,)1(2, 3222

0

12
1 xx

nn
xn

n evdxxedv

dxxnduxu
dxexI

.)1()1()1(2
2
1

2
2

0

32

0

32

0
0

22
22

2 −

+∞
−−

+∞
−−

=

+∞

−

−
−=−=−+−= ∫∫ n

xnxn
x

n
Indxexndxexn

e

x

43421

………………………………………………………………………...........

.
2
1

2
1)(

2
1

00

2

0

0
222

=−=−−==
∞+

−
+∞

−
+∞

− ∫∫ xxx exdedxxeI

.
2
!

2
112...)2)(1( nnnnI n =⋅⋅−−=

167. .)(ln
1

0

n
n Idxx =∫

.)(ln)(ln
,

,1)(ln,)(ln
1

0

11

0

1

∫ −
−

−=












==

⋅=== dxxnxx
xvdxdv

dx
x

xnduxuI nn
nn

n
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=−==

−

+→+→+→
2

1

000000 1

1)(ln
lim

1
)(lnlim)(lnlim

x

x
xn

x

xxx

n

x

n

x
n

x

.0lim!)1(...
1

1)(ln
lim)1(

1
)(lnlim

00
2

2

00

1

00
=−==−=−=

+→

−

+→

−

+→
xn

x

x
x

nn

x

xn
x

n

n

x

n

x

.)(ln 11

1

0

1
−−

− −=⇒=∫ nnn
n nIIIdxx  Поскольку ,11

0

1

0

0 === ∫ xdxI

то .!)1(12...)1()1( nnnI nn
n −=⋅⋅⋅−−=

168. ∫ −

1

0
21 x

dxxm
 при m: а) четном; б) нечетном (m > 0).

==
















π
=

=
=

− ∫∫
π

dtt
tx

dttdx
tx

x

dxx m
m 2

0

1

0
2

sin
21

00
,cos

,sin

1

=⋅−=⋅== ∫∫ ∫
π

−
π π

−
2

0

1
2

0

2

0

1 cossinsinsinsin 32143421
dvu

mmm tdtdtttdtt

+⋅−=







=

−==
π−

− 2

0
1

2
cossin

cos
,cossin)1( tt

tv
dtttmdu m

m
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=−⋅−=−+ ∫∫
π

−
π

−
2

0

22
2

0

22 )sin1(sin)1(cossin)1( dxttmdtttm mm

.sin)1(sin)1(
2

0

2

0

2∫ ∫
π π

− −−−= dttmdttm mm                                           (1)

Равенство (1) запишется: ⇒−−−= − mmm JmJmJ )1()1( 2

;1
2−

−= mm J
m

mJ  аналогично .
2
3

42 −− −
−= mm J

m
mJ  Поэтому

.
2
31

4−−
−⋅−= mm J

m
m

m
mJ

Продолжая таким же образом далее, дойдем либо до J0, либо до J1,
в зависимости от m. Пусть

а) m = 2n (четное). Тогда

.
2

sin
2
1

4
3...

22
32

2
12

2

0

0
02

π==⋅⋅⋅
−
−⋅−= ∫

π

dxxJ
n
n

n
nJ n

Итак, 
22

1
4
3...

2
31 π⋅⋅⋅⋅

−
−⋅−=

m
m

m
mJ m  (m = 2n).

б) m = 2n + 1 (нечетное). Тогда

.1cossin;
3
2

5
4...

12
22

12
2 2

0

2

0

1112 =−==⋅⋅⋅
−
−⋅

+
= π

π

+ ∫ xdxxJJ
n
n

n
nJ n

Итак, 
3
2

5
4...

2
31 ⋅⋅⋅

−
−⋅−=

m
m

m
mJ m  (m = 2n + 1).
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169. ∫ −
1

0

)1( dx
x
x n

 (n – целое положительное число).

=
















π
=−

=
=

==−∫
21

00
,cos)sin1(

,cossin2
,sin
,sin)1(

22

21

0

tx

tt
dtttdx

tx
txdx

x
x

nn

n

13...)12()12(
24...)22(22cos2

sin
cossin2cos

2

0

12
2

0

2

⋅⋅⋅−⋅+
⋅⋅⋅−⋅==⋅= ∫∫

π
+

π

nn
nndttdt

t
ttt n

n

(см. решение задачи 178).

170. ∫
+∞

−α−1
2 1)cos( xx

dx  (0 < α < 2π).

α = π, cos π = –1: =
−+

=
−α− ∫∫

+∞+∞

1
2

1
2 1)1(1)cos( xx

dx

xx

dx

==
+

=



















π∞+=

=
= ∫∫

ππ 2

0
2

2

0
2

2 2
cos2)cos1(

cos
sincos

cossin

2
01

,
cos
sin

,
cos

1

t
dt

t
t
tt

dttt
tx

dt
t

tdx
t

x

.1
2

tg
2

0
==

πt



993.3. Разные задачи

171. Доказать, что .
2211

0
4

2

0
4

π=
+

=
+ ∫∫

+∞+∞

x
dxx

x
dx

=
+

=





 +

−=



















∞
∞

−=

=
=

+ ∫∫∫
∞+∞+∞+

0
4

2

0 4
2

20
4 1110

0
,

,1

1

1

z
dzz

z
z

dz
zx

z
dzdx

z
x

x
dx

I
43421

.
1

2

0
4

2

43421
I

x
dxx∫

+∞

+
=

=





−+

+
++

=
+
+=+ ∫∫

∞∞

0
22

0
4

2

21
21

1
21
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172. Доказать, что .0
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+∞
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





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

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+
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

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







+
+

+
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+
=

+

β
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→α

β
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∫∫ 2

2

20220
0

22 1
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4
1

)1(2
lnlim

)1(
lnlim

)1(
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x
x

x
xdx

x
xxdx

x
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=










α+
α+

α+
α−=

+→α 2

2

200 1
ln

4
1

)1(2
lnlim

=









α+−α+

α+
α−=

+→α
)1ln(

4
1ln

2
1

)1(2
lnlim 2

200

=



=
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




=




α+
+

α+
αα=

+→α
,0

1
1ln

4
1

)1(2
lnlim 22

2

00
 так как =

α

α=αα
→α+→α

2
0

2
00 1

lnlimlnlim
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2

1

lim
1

)(lnlim

3
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2

0
=

α
−

α=′







α

′α=
→α→α

173. =



















π∞+=

=
=

−

−∫
∞+

2
01

,
cos
sin

,
cos

1

1

2

21
23

2 tx

dt
t

tdx
t

x
dx

xx

x

=−=−=
⋅⋅






 −

= ∫∫∫
πππ 2

0

2

0

2
2

0 3
2

2
2cos)cos21(

cos
sin

cos
1cos

sin2
cos

1

dttdtt

t
t

t
t

dtt
t

.02sin
2
1 2

0
=−=

π

t

В задачах 174–183 вычислить интегралы, пользуясь форму-
лами:

2
0

2 π=∫
+∞

− dxe x  (интеграл Пуассона);

2
sin

0

π=∫
+∞

dx
x

x  (интеграл Дирихле).
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174. .)0(
2
111

,

00

22

>π==
















=

=
= ∫∫

∞+
−

∞+
− a

a
dye

ady
a

dx

yxa
dxe yax

175. .22,
2

,
00

2

π==







==== ∫∫

+∞
−

+∞ −
dyedy

x
dxdy

x
dxyxdx

x
e y

x

176. =












−==

==
= −−

∞
−∫ 22

2

2
1,

,,

0

2
xx

x
evdxxedv

dxduxu
dxex

;
42

1

2

2

00

2

2

π=+−=

π

∞
−

∞

∫
43421

dxe
e

x x
x

 2
lim

2
22

00

==
∞+→

∞ b

xbx e

x

e

x

0
2

1lim
2
10

2
lim 22 ==





−=

∞→∞→ bbbb bee

b
 (применили правило Лопиталя).

177. ∫
+∞

−

0

2 2

dxex xn  (n – целое положительное число).

=














−==

−==
== −−

−−+∞
−∫ 22

2

2
1,

,)12(, 2212

0

2
xx

nn
xn

evdxxedv

dxxnduxu
dxexI

=−+⋅−= ∫
+∞

−−

=

+∞−

0

22

0
0

12
2

2 2
12

2
1 dxexn

e

x xn
x

n

44 344 21
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


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

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=
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4434421
0

0

324232

222

2
1

2
1,

,)32(,
x

n

xx
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x
evdxxedv

dxxnduxu

=−⋅⋅⋅⋅==−−+ ∫∫
+∞

−
+∞

−−

00

42
2

22

2
)12(...531...

2
)12)(32( dxendxexnn x

n
xn

.
22

)12(...531 π⋅−⋅⋅⋅⋅=
n

n

178. .
2

)2(
2

2sin2sin

00

π== ∫∫
+∞+∞

xd
x

xdx
x

x

179. ,
2

)(sinsin

00

π== ∫∫
+∞+∞

axd
ax

axdx
x
ax   если  a > 0; 0,  если  a = 0;

,
2
π−  если a < 0.

180. .)0,0(cossin

0

>>=∫
+∞

baIdx
x

bxax

,
2222

1)sin()sin(
2
1

0

π=




 π+π=−++= ∫

+∞

dx
x

xbaxbaI  если a > b; ,
4
π

если a = b; 0, если a < b.
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181. =





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x

.
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→

xx
x

182. .sin

0
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x
x =∫

∞
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2

sin2cos
2

sinsin
2

2cos1sinsinsin 23 xxxxxxxx

;)sin3sin(
4
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sin xxx −−=
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3sin
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1 dx
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x
xI

.
424

1
24

3)3(
3

3sin
4
1

0

π=π⋅−π⋅=− ∫
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−=⋅−⋅= ∫∫∫
∞∞∞

000

)2(
2

2sin
2
3cos3sincossin3 xd

x
xdx

x
xxdx

x
xx

.
4444

32sin
2
14sin

2
1

00

π=π−π−π=−− ∫∫
∞∞

dx
x

xdx
x

x

184. Положим ∫−=ϕ
x

dyyx
0

cosln)(  (этот интеграл называется ин-

тегралом Лобачевского). Доказать соотношение

.2ln
24

2
24

2)( xxxx −




 −πϕ−





 +πϕ=ϕ

С помощью найденного соотношения вычислить величину

,cosln
2

2

0
∫

π

−=




 πϕ dyy

впервые вычисленную Эйлером.
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















−π
π

=

−π==ϕ ∫
−π
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x

dzz
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dzdy
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2

2
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2
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,

,
2)(
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++=

 ⋅== ∫
−π

π

x
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2

2

2ln
2

cosln
2

sinln2lnsinln,
2

cos
2

sin2sin

;2ln
2
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2

sinln 21

2

2

2

2

IIxdzzdzz
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++−=++ ∫∫
−π

π

−π

π
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=


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
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2
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



 −πϕ−





 +πϕ=ϕ

( ) .2ln
22

,0)0(,2ln
2
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2

2
2

π=




 πϕ=ϕπ−ϕ−





 πϕ=





 πϕ

В задачах 185–188 вычислить интегралы.
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














π
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=−

=−π
=
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


 −π= ∫∫
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2ln
2

coslncosln
2

0

0

2

π−==−= ∫∫
π

π

dyydyy  (воспользовались решением

задачи 184).

186. =−π−π−=















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= ∫∫
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0

)sin(ln)(
0
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2
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∫∫

ππ

= dxxdxx

Используя решение задачи 185, имеем:
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
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Idxxx
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
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



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=⋅ π
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2

0
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sinln,ctg

,,
ctg xx

xvdxxdv
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dxxx
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
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
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α

α−⋅π=− ∫∫
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π 2
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y

x
π

y x = sin 

y x = ln sin 
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α

αα=
















π
π

−=

=−π
= ∫

π
+→α

0

2

2

00
cosln

sin
coslim

02
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,

,
2 dyy

yx

dydx

yx

2ln
22

cosln
2

0

π=




 πϕ=−= ∫

π

dyy  (см. решение задачи 184).

188. 2ln
2

ctg
21

00
,cos

,arcsin
,sin

arcsin
2

0

1

0

π==
















π=
=

=
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π

dyyy
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dyydx
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yx
dx

x
x

(см. решение задачи 187).

189. −⋅=



















=
−

=

==
=

− =
∫ 44 344 21

0

1
0

2

1

0
2

arcsinln
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1

,,ln

1

ln xx
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x

dxdv
x

dxduxu

x
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2ln
2

arcsin
1

0

π−=− ∫ dx
x

x
 (см. задачу 188).
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1
)(arcsin

1

1
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arcsin
1

lnlimarcsinlnlim
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x
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.)0,(arcsin01lim1)(arcsinlim
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00
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x
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x
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