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Abstract. The article deals with the development of a mathematical model of 
interaction of infrared radiation with a random-inhomogeneous medium. The 
proposed mathematical model will serve the further development of the theoretical 
principles of the infrared pulse-echo inspection method and can be used to create 
a decision-making algorithm for the technical condition of the object of aviation 
technology studied by the mentioned method. The analysis of recent research 
and publications on this issue has been carried out. It has been found that in most 
cases, a mathematical apparatus of probability or technology of neural networks is 
used to create such models. The analysis also found that the studies were devoted 
to the majority the issue of through the passage of radiation through a coherent-
inhomogeneous medium. At the same time, the regularities of the distribution of 
radiation, which took place everywhere of the test material, were reflected from 
its lower surface and came through the upper surface, that is, “echo” of the input 
radiation. It should be noted that the infrared pulse-echo inspection method involves 
the use of this proportion of general radiation, therefore the problem of creating 
an appropriate mathematical model is one of the priority when developing the 
specified method. Scientific novelty is to develop a simplified mathematical model 
of dissemination of infrared radiation in a random-heterogeneous environment, 
taking into account the features of its supply and registration into the investigated 
material, namely one-way, relative to the material, the location of the emitter and 
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receiver, and the use as a diagnostic signal, the share of general radiation that was reflected from the 
lower surface of the material and returned to the outside. The practical significance of the proposed 
model lies in the possibility of creating a software algorithm for determining the technical condition of 
an object that is diagnosed with the infrared pulse-echo inspection method.

Key words: mathematical model; random-inhomogeneous medium; infrared radiation.

Анотація. У статті розглядається питання розробки математичної моделі взаємодії інфрачервоно-
го випромінювання з випадково-неоднорідним середовищем. Запропонована математична модель 
слугуватиме подальшому розвитку теоретичних засад методу інфрачервоної ехо-імпульсної дефек-
тоскопії та може бути використана для створення алгоритму прийняття рішення щодо технічно-
го стану об’єкта авіаційної техніки, досліджуваного вказаним методом. Проведено аналіз останніх 
досліджень і публікацій стосовно цього питання. Виявлено, що здебільшого для створення поді-
бних моделей використовують математичний апарат теорії ймовірностей або технології нейронних 
мереж. Аналіз публікацій також виявив, що виконані дослідження були присвячені переважно пи-
танням наскрізного проходження випромінювання через шар випадково-неоднорідного середовища. 
Водночас незадовільно розглянуті закономірності розповсюдження випромінювання, що пройшло 
скрізь шар досліджуваного матеріалу, відбилося від його нижньої поверхні та вийшло крізь верхню 
поверхню, тобто «відлуння» вхідного випромінювання. Слід зазначити, що метод інфрачервоної 
ехо-імпульсної дефектоскопії передбачає використання саме цієї частки загального випромінюван-
ня, тому задача створення відповідної математичної моделі є одною з першочергових при розробці 
вказаного методу. Наукова новизна полягає в розробці спрощеної математичної моделі розповсю-
дження інфрачервоного випромінювання у випадково-неоднорідному середовищі з урахуванням 
особливостей його подачі та реєстрації в досліджуваний матеріал, а саме одностороннє, відносно 
матеріалу, розташування випромінювача та приймача, та використання як діагностичного сигналу 
частки загального випромінювання, що відбилася від нижньої поверхні матеріалу та повернулася 
назовні. Практична значимість запропонованої моделі полягає у можливості створення на її основі 
програмного алгоритму визначення технічного стану об’єкта, який діагностується за допомогою 
методу інфрачервоної ехо-імпульсної дефектоскопії.

Ключові слова: математична модель; випадково-неоднорідне середовище; інфрачервоне 
випромінювання.
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Постановка проблеми. Для адекватного 
сприйняття та інтерпретації результатів діа-
гностування об’єктів за допомогою оптич-
них методів неруйнівного контролю, до яких 
можна віднести метод інфрачервоної ехо-ім-

пульсної дефектоскопії [1], необхідно вста-
новити параметри розповсюдження оптич-
ного випромінювання у матеріалі об’єкта 
контролю, що здійснюється порівнянням 
експериментальних даних і комп’ютерного 
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моделювання або теоретичних розрахунків. 
Для створення відповідної моделі необхідно 
скласти математичний опис процесу взаємо-
дії оптичного випромінювання з матеріалом 
об’єкта контролю.

Аналіз останніх досліджень і публіка-
цій. У роботі [2] розглянуті закономірності 
зміни оптичних характеристик випроміню-
вання при взаємодії з неоднорідними серед-
овищами та встановлена залежність між 
інтенсивністю інфрачервоного випроміню-
вання, що пройшло через таке середовище, і 
його оптичними характеристиками, однак у 
цьому разі розглядався випадок наскрізно-
го проходження випромінювання. У [3] для 
розрахунку інтенсивності випромінювання, 
що пройшло через випадково-неоднорідне 
середовище, запропоновано використовува-
ти технологію нейронних мереж. Точність 
такого моделювання визначається витрата-
ми машинного часу, а також відповідністю 
моделі модельованому об’єкту.

Виокремлення не вирішених раніше 
частин загальної проблеми. Одним із най-
важливіших невирішених питань розробки 
теоретичних засад методу інфрачервоної 
ехо-імпульсної дефектоскопії є виявлення за-
кономірності зміни оптичних характеристик 
випромінювання, яке пройшло крізь шар до-
сліджуваного матеріалу, відбилося від його 
нижньої поверхні та вийшло крізь верхню 
поверхню. Це питання є важливим у зв’язку 
зі специфікою використання методу інфра-
червоної ехо-імпульсної дефектоскопії, а 
саме з вимогою забезпечення проведення ді-
агностування технічного стану за умови од-
ностороннього доступу до об’єкта контролю.

Мета дослідження. Метою досліджен-
ня є розвиток теоретичних основ методу 
інфрачервоної ехо-імпульсної дефектоско-
пії шляхом створення математичної моделі 
взаємодії інфрачервоного випромінювання з 
випадково-неоднорідним середовищем у ці-
лях виявлення змін оптичних характеристик 
випромінювання.

Методи, об’єкт та предмет дослі-
дження. Для вирішення поставленої зада-
чі застосовувалися методи спостереження, 
порівняння, аналізу та синтезу, а також ма-
тематичного моделювання.

Предметом дослідження є процес не-
руйнівного контролю елементів авіаційних 
конструкцій зі склопластиків методом інф-
рачервоної ехо-імпульсної дефектоскопії.

Об’єктом дослідження є оптичні харак-
теристики випромінювання інфрачервоного 
діапазону при взаємодії його з випадково-
неоднорідними середовищами.

Основний матеріал (результати). З ура-
хуванням особливостей структури дослі-
джуваного матеріалу (склопластику), який 
є випадково-неоднорідним середовищем, 
за рахунок невпорядкованого розташування 
скляних волокон у товщі полімерної матри-
ці у першому наближенні можна прийняти, 
що розсіювання випромінювання у скло-
пластику відбувається відповідно до теорії 
розсіювання Мі. За умови лінійних розмірів 
центрів розсіювання 0.017…0,025 мм (для 
скловолокна) розсіювання буде відбуватися 
переважно вперед [1].

Таке припущення дозволяє спростити 
модель взаємодії випромінювання із серед-
овищем.

Розглянемо цю взаємодію на прикладі 
одиничного променя. Припустимо, що на 
поверхню матеріалу під кутом α падає оди-
ничний промінь із інтенсивністю I0 (рис. 1).

Рис. 1. Схема взаємодії променя з матеріалом

На поверхні матеріалу він розкладається 
на два промені, один із яких відбивається 
від поверхні під кутом α’ = α, а інший за-
ломлюється та проходить у товщу матеріа-
лу під кутом β. Інтенсивності відбитого та  
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заломленого променів неполяризованої 
хвилі випромінювання визначаються показ-
никами відбивання R та пропускання T, які 
дорівнюють відповідно [4]:

R
tg

tg
T

Sin Sin
Sin Cos 

=
−( )
+( )

=
⋅

+( ) −( )

2

2 2 2

2 2α β
α β
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2 2α β
α β

α β
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де α – кут падіння променя відносно норма-
лі до поверхні; β – кут заломлення променя.

Показники R║, R┴, T║, T┴ зв’язані одне з 
одним такими рівняннями:
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Таким чином, інтенсивності відбитого та 
заломленого променів дорівнюють відпо-
відно:

I I R I I Tâіäá âõ çàëîì âõ= ⋅ = ⋅0 0, ,� � �            (1)

де Твх, Rвх – показники відбивання та про-
пускання на вході променя у матеріал.

При проходженні товщі матеріалу про-
менем його інтенсивність буде змінюватися 
відповідно до закону Бугера:

I I eçàëîì
l= ⋅ −µ ,                        (2)

де µ – показник ослаблення, l – відстань, яку 
проходить промінь у матеріалі.

За відомої товщини матеріалу l можна 
виразити таким чином:

l h tg= ⋅ β,                           (3)

де h – товщина матеріалу, β – кут заломлен-
ня променя.

Тоді вираз для визначення інтенсивності 
променя у матеріалі можна записати таким 
чином:

I I T eâõ
h tg= ⋅ − ⋅( )

0
µ β£ .                   (4)

Показник ослаблення µ для складного, 
багатокомпонентного та неоднорідного се-
редовища є комплексним і враховує погли-
нання та розсіяння випромінювання:

µ µ µ= +dis abs                       (5)

Таким чином вираз ( ) набуде вигляду:

I I T eâõ
h tgdis abs= ⋅ ⋅ − +( ) ⋅( )

0
µ µ β .           (6)

Показник розсіювання µdis у полімер-
них композитах із розмірами заповнюва-
ча (скловолокна) у межах 0,017…0,025 мм 
може бути описаний за допомогою теорії 
розсіяння Страттона-Хаутона, що є розви-
тком теорії Мі.

Згідно з цією теорією, коефіцієнт осла-
блення потоку випромінювання за рахунок 
розсіяння знаходиться таким чином [2]:

µ πdis r Nf= ( )2 2 Ψ ,                     (7)

де r – радіус часток; N – кількість часток в 
одиниці об’єму; f(Ψ) – функція Страттона-
Хаутона;

Аргумент функції Страттона-Хаутона 
знаходиться за формулою:

Ψ =
2π
λ
r
.

Знайдемо межі зміни параметру Ψ за-
лежно від довжини хвилі та розмірів часток. 
Приймемо концентрацію часток у матеріа-
лі постійною (N = const), розмір r у межах 
[8,5 ; 12,5 мкм], та зміни довжини хвилі ви-
промінювання λ [0,7 ; 2 мкм].

Результати розрахунків проілюстровані 
на рис. 2.

При збільшенні довжини хвилі пропо-
рційно збільшується проникна спромож-
ність випромінювання.

Коефіцієнт поглинання випромінювання 
середовищем можна визначити за форму-
лою [2]:

µ
π
λabs

k
=
4

,                        (8)

де k – спектральний коефіцієнт поглинання 
(екстінкції) середовища.

При досягненні променем нижньої по-
верхні матеріалу знову відбудеться розкла-
дення променя на два,

I I T R e

I T R e

âõ ìàòåð
h tg

âõ ìàòåð

dis abs= ⋅ ⋅ ⋅ ( ) =

= ⋅ ⋅ ⋅

− +( )⋅ ⋅

−

0

2

0
2

µ µ β

µddis abs h tg+( )⋅ ⋅µ β,

де Твх – показник пропускання на вході про-
меня у матеріал; Rматер – показник відбиван-
ня на нижній поверхні матеріалу.

Аналогічна картина буде спостерігатися 
також у зворотному напрямку на верхній 
поверхні матеріалу.

I I T R T eâõ ìàòåð âèõ
h tgdis abs= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − +( )⋅ ⋅

0
2 µ µ β,    (9)
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де Твх – показник пропускання на вході про-
меня у матеріал; Rматер – показник відбиван-
ня від нижньої поверхні матеріалу; Твих – по-
казник пропускання на виході з матеріалу.

Для отримання на виході з матеріалу про-
меня максимальної інтенсивності потрібне 
виконання таких умов:

�
�

�
�

T max R min

T min R max

T max R min

âõ âõ

ìàòåð ìàòåð

âèõ âèõ

→ →
→ →
→ →

 ,

,

,






        (10)

Слід зазначити що за такого вигляду на-
ведені умови можуть бути виконані лише 
при T T R Rìàòåð âèõ ìàòåð âèõ= =, �  тому вираз (10) 
можна записати таким чином:

T max R min

T R T R
âõ âõ

ìàòåð ìàòåð âèõ âèõ

→ →
= = =





,
.

�
        (11)

Ґрунтуючись на наведених вище залеж-
ностях розрахуємо інтенсивність вихідного 
випромінювання при зміні кута падіння про-
меня за умови визначеного у [3] показників 
заломлення й ослаблення випромінення для 
склопластиків. Результати розрахунків про-
ілюстровано на рис. 3–5.

Слід зазначити, що розрахунки прово-
дилися для ідеального випадку, коли як ви-
промінювач і приймач використовувалися 
матеріальні точки, котрі, як відомо, не ма-
ють геометричних розмірів. Для адекватно-
го використання розробленої математичної 
моделі слід враховувати індивідуальні особ-
ливості випромінювача та приймача, а саме 
їхні геометричні розміри та діаграми на-
правленості.

Рис. 2. Зміни параметру Ψ залежно від довжини хвилі та розмірів часток

Рис. 3. Показники відбивання та пропускання на вході  
в матеріал

Рис. 4. Показники відбивання та пропускання на нижній 
границі матеріалу

Рис. 5. Залежність інтенсивності випромінення від кута падіння
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Обговорення отриманих результатів.  
Результати роботи винесено на обговорення на 
VII Міжнародній науково-практичній конфе-
ренції «Управління високошвидкісними рухо-
мими об’єктами та професійна підготовка опе-
раторів складних систем», Кропивницький, ЛА 
НАУ, 22–23 листопада 2018 р. та на V Міжна-
родній науково-практичній конференції «При-
кладні науково-технічні дослідження», Івано-
Франківськ, Україна, 5–7 квітня 2021 р.

Висновки. Для розвитку теоретичних 
засад методу інфрачервоної ехо-імпуль-
сної дефектоскопії склопластиків створено 

спрощену математичну модель взаємодії 
інфрачервоного випромінювання з матері-
алом об’єкта контролю, який є випадково- 
неоднорідним оптичним середовищем.  
З урахуванням індивідуальних особливос-
тей випромінювача та приймача випроміню-
вання створена модель дає змогу попередньо 
визначити оптимальні умови проведення 
контролю за допомогою методу інфрачер-
воної ехо-імпульсної дефектоскопії залежно 
від геометричних та оптичних характерис-
тик об’єкта контролю, а також взаємного 
розташування випромінювача та приймача.
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