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ПРЕДИСЛОВИЕ

Для будущего инженера очень важно уметь применять определен-
ные, криволинейные и многомерные интегралы для решения задач гео-
метрии, физики, механики и техники.

В основе всех этих типов интегралов лежит неопределенный инте-
грал. От умения его отыскания лежит и решение поставленной задачи.

Данный практикум серии РЕШЕБНИК содержит нахождение более
550 интегралов. Все они взяты из известного "Сборника задач по курсу
математического анализа" Г.Н. Бермана.

Каждому разделу предшествуют краткие теоретические положе-
ния. Это дает возможность студенту решать столько задач, сколько ему
необходимо, чтобы приобрести устойчивые навыки по указанной тема-
тике.
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§  1.  ПРОСТЕЙШИЕ  ПРИМЕРЫ  ИНТЕГРИРОВАНИЯ

В задачах 1 (1676)–27 (1702), воспользовавшись основной таб-
лицей интегралов и простейшими правилами интегрирования, найти
интегралы.
При решении этих задач будем также пользоваться теоремами:
1. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы двух или

нескольких функций равен сумме интегралов от этих функций.
2. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла.
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102 (1777). =
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103 (1778).
 

=
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3
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3
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                   ( ) .1
3
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
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В задачах 106 (1781)–115 (1790) найти интегралы, выделив це-
лую часть подынтегральной функции.

106 (1781). =
+
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−+=
+ ∫∫∫∫ 4

4
4

4)4(
4 x

dxdxdx
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x
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112 (1787). ∫∫∫∫ =
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В задачах 116 (1791)–132 (1807) найти интегралы, использовав
прием разложения подынтегрального выражения и прием выделения
полного квадрата.

116 (1791). .1ln1
1

1
)1(

C
x

xdx
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I

xx
dx =

−+∫  Разложим подынтегральное выражение:
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;)1()32(1,
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=
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122 (1797). =
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130 (1805). =
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В задачах 133 (1808)–156 (1831) найти интегралы, используя фор-
мулы тригонометрии для преобразования подынтегральных выраже-
ний:

,)2cos1(
2
1sin,)2cos1(

2
1cos 22 xxxx −=+=

,))cos()((cos
2
1sinsin β+α−β−α=β⋅α

,))cos()((cos
2
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2
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§ 2. ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

2.1. Интегрирование по частям
Интегрирование по частям осуществляется согласно формуле

,∫∫ −= duvuvdvu

где u = u(x) и v = v(x) – две дифференцируемые функции от x.
Этим методом решить задачи 157 (1832)–193 (1868).
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2.2. Замена переменной

Если в неопределенном интеграле ∫ dxхf )(  первообразная для

f (x) существует, но непосредственно найти ее мы не можем, то сде-
лаем замену переменной, положив

),(tx ϕ=
где ϕ(t) – непрерывная функция с непрерывной производной, имеющая
обратную функцию; тогда
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2.2. Замена переменной



40

На практике часто бывает целесообразнее подобрать замену пе-
ременной в виде не x = ϕ(t), а t = ψ(x).
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3.1. Дробно-рациональные функции

В задачах 337 (2012)–392 (2067) найти интегралы.
1. Знаменатель имеет только действительные различные корни.
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2. Знаменатель имеет только действительные корни, некото-
рые из них – кратные.

347 (2022). .
)12(

23
2

2
Idx

xxx
xx =

++
++∫

,
1)1()12(

23
22

2

+
+

+
+=

++
++

х
С

х
В

х
А

ххх
хх

),1()1(23 22 ++++=+− хCxBxхAxx

.1,240:1
,6,6:1

,2,2:0

−=++==
−=−=−=

===

CCBAx
BBx
AAx

.
1

6
1

ln
1)1(

62
2

2 C
xx

x
x
dx

х
dx

x
dxI +

+
+

+
=

+
−

+
−= ∫∫∫

348 (2023). .
1
2 2

I
x

dx
x
x =







−
+∫

,
1)1()1(

44
22

2

−
+

−
+=

−
++

x
C

х
B

x
A

xх
xx

.)1()1(44 22 −++−=++ хCxBxхAxx

.3,241:1
,9:1
,4:0

−=+−=−=
==
==

CCBAx
Bx
Ax

.
1

91ln3ln4 C
x

xxI +
−

−−−=

349 (2024). .
485 23

2
I

xxx
dxx =

+++∫

3.1. Дробно-рациональные функции



90

,
2)2(1)2)(1(485 22

2

23

2

+
+

+
+

+
=

++
=

+++ x
C

х
B

x
A

хх
x

xxx
x

0
44
44

44
84

44
1485

2

2

223

23

+
+

−

+
+−

++
+

+
+++

−

x
x

xx
xx

xx
x

xx
xxx

).2)(1()1()2( 22 ++++++= ххCхBхAx

.0,123164:2
,4,4:2

,1:1

=++==
−=−=−=

=−=

CCBAx
BBx

Ax

.
2

41ln
)2(

4
1 2 C

x
x

х
dx

x
dxI +

+
++=

+
−

+
= ∫∫

350 (2025). .1
23

3
I

xx
x =

−
+∫

             
1

1
1

2

23

23

3

+

−
−
+−

x

xx
xx

x

,
)1(

1
2

2

∫∫ −
++= dx
хx

xdxI

,
1)1( 22

2

−
++=

− x
C

x
B

x
A

хx
x

§ 3. Основные классы интегрируемых функций



91

.)1()1(1 22 CxхBxхAx +−+−=+

.1,222:1
,2:1

,1,1:0

−=++−=−=
==

−=−==

BCBAx
Cx

AAx

.)1(ln11ln2ln1 2
C

x
х

x
xCxxx

x
xI +−++=++−+−+=

351 (2026). .
)2(

5116
4

23
Idx

х
xxx =

−
−+−∫

,
2)2()2()2()2(

5116
2344

23

−
+

−
+

−
+

−
=

−
−+−

x
D

х
C

х
B

х
A

х
xxx

−++−+−+=−+− 3223 4425116 DxCCxCxBBxAxxx

.8126 2 DDxDx −+−

.1,1,0,1

5482
,11124

,66
,1

0

1

2

3

=−===⇒











−=+−−
=+−

−=−
=

ABCD

CDBAx
DCBx

DCx
Dx

=
−

+
−

−
−

= ∫∫∫ 2)2()2( 34 x
dx

x
dx

x
dxI

.2ln
)2(2

1
)2(3

1
23 Cx

xx
+−+

−
−

−
=

352 (2027). .24 I
xx

dx =
−∫

,
11)1)(1(

1
22 +

+
−

++=
+− x

D
x
C

x
B

x
A

xxx

3.1. Дробно-рациональные функции



92

.1 232332 DxDxCxCxBxBxAAx −+++−+−=

.
2
1,

2
1

1
0

,0
,1

1
,0

,0
,0

0

1

2

3

−==⇒




=−
=+

=
−=

⇒











−=
=

=−+
=++

DC
DC
DC

B
A

Ax
Bx

DCAx
DCBx

.
1
1ln

2
11 C

x
x

x
I +

+
−+=

353 (2028). .
)4()2( 22

2
I

xx
dxx =

++∫
.)2)(4()2()4)(2()4( 22222 +++++++++= xxDxCxxBxAx

,45975251:1
,16432160:0

,4,416:4
,1,44:2

DCBAx
DCBAx

CCx
AAx

+++==
+++==

==−=
==−=

⇒




−=+
−=+

⇒




−=+++
=+++

604575
848

14597525
01643216

DB
DB

DCBA
DCBA

⇒




−=+
−=+

⇒
12915

22
DB

DB ⇒
=−−=−−

−−=
,67,12181815

,22
BBB

BD

.2,2 =−=⇒ DB

−
−
+=

+
+

+
+

+
−

+
= ∫∫∫∫ 2

4ln2
4

2
)4(

4
2

2
)2( 22 x

x
x
dx

x
dx

x
dx

x
dxI

.
86

125
2
4ln2

4
4

2
1

2 C
xx

x
x
xC

xx
+

++
+−

−
+=+

+
−

+
−

354 (2029). .
)5()2(
796

3

23
Idx

xx
xxx =
−−

++−∫

§ 3. Основные классы интегрируемых функций



93

,
52)2()2()5()2(

796
233

23

−
+

−
+

−
+

−
=

−−
++−

x
D

x
C

x
B

x
A

xx
xxx

+−++−+−=++− 23223 41075796 CxCxBBxBxAAxxxx

.8126202054 232 DDxDxDxCCxCxCx −+−+−+−+

.0
,1
,0

,3

7820105
,912247

,669
,1

0

1

2

3

=
=
=

−=

⇒











=−−+−
=++−

−=−−
=+

B
D
C
A

DCBAx
DCBAx

DCBx
DCx

.5ln
)2(2

3
5)3(

3 23 Cx
xx

dx
x

dxI +−+
−

=
−

+
−

−= ∫∫

355 (2030). .
1
1

8
1 4

Idx
x
x =







+
−∫

=
+

−+=






+
−

4

44

)1(
)2)1((

1
1

x
x

x
x

=
+

++−+++−+= 4

234

)1(
16)1(32)1(24)1(8)1(

x
xxxx

,
)1(

16
)1(

32
)1(

24
1

81 432 +
+

+
−

+
+

+
−=

xxxx

=
+

+
+

−
+

+
+

−= ∫∫∫∫∫ 432 )1(
2

)1(
4

)1(
3

18
1

x
dx

x
dx

x
dx

x
dxdxI

=+
+

−
+

+
+

−+−= C
xxx

xx 32 )1(3
2

)1(
2

1
31ln

8
1

.
)1(3

51291ln
8
1

3

2
C

x
xxxx +

+
++−+−=

3.1. Дробно-рациональные функции



94

356 (2031). .
)1()1( 22

5
I

xx
dxx =

−−∫
,122)1()1( 3422 −+−=−− xxxxx

2324

2442
22

2
122

22

23

34

24

34

245

5

+−−

−+−
+−−

+
−+−

−+−
−

xxx

xxx
xxx

x
xxx

xxxx
x

.
)1()1(

2324)2( 22

23

∫∫ −−
+−−++= dx

xx
xxxdxxI

,
11)1()1()1)(1()1(

2324
232

23

+
+

−
+

−
+

−
=

+−−
+−−

x
D

x
C

x
B

x
A

xxx
xxx

++−++−++=+−− )1()1()1)(1()1(2324 223 xxCxxBxAxxx

.)1( 3++ xD

,33320:2
,2:0

,
8
1,81:1

,
2
1,21:1

DCBAx
DCBAx

DDx

AAx

+++==
−+−==

=−=−−=

===

.
4
9,

8
31

8
14733

,
8

13

20
8
133

2
3

,2
8
1

2
1

==⇒










=+

=+−
⇒










=+++

=−+−
BC

CB

CB

CB

CB

.1ln
8
11ln

8
31

)1(4
9

)1(
1

2
)2(

2

2
Cxx

xx
xI +++−+

−
−

−
−+=

§ 3. Основные классы интегрируемых функций



95

357 (2032). .
)34)(1(

32
23

2
I

xxxx
xx =

+−−
+−∫

),3()1()34)(1( 223 −−=+−− xxxxxxx

,
31)1()3()1(

)32(
22

2

−
+

−
+

−
+=

−−
+−

x
D

x
C

x
B

x
A

xxx
dxxx

+−−+−+−−=+− )3)(1()3()3()1(32 22 xxCxxBxxxAxx

.)1( 2 xxD −+

.
2
1,2223:2

,
2
1,126:3

,1,22:1
,1,33:0

=+−−−==

===

−=−==
−=−==

CDCBAx

DDx

BBx
AAx

+
−

+−=
−

+
−

+
−

−−= ∫∫∫∫ 1
1ln

32
1

12
1

)1( 2 x
x

x
dx

x
dx

x
dx

x
dxI

.
)3)(1(

ln
1

13ln
2
11ln

2
1 C

x
xx

x
Cxx +

−−
+

−
=+−+−+

358 (2033). .
65

)97(
234

3
I

xxx
dxx =

+−
−∫

),2)(3()65( 222 −−=+− xxxxxx

,
23)2)(3(

97
22

3

−
+

−
++=

−−
−

x
D

x
C

x
B

x
A

xxx
x

+−+−−+−−=− )2()2)(3()2)(3(97 22 xCxxxBxxxAx

,)3( 2xxD −+

3.1. Дробно-рациональные функции



96

.
4
5,2222:1

,20,9180:3

,
4

47,447:2

,
2
3,69:0

−=−++=−=

===

−=−==

−==−=

BDCBAx

CCx

DDx

AAx

.2ln
4

473ln20ln
4
5

2
3 Cxxx
x

I +−−−+−=

359 (2034). .
)2(

42
23

23
Idx

xx
xx =
−

+−∫
,

2)2()2(
42

22323

23

−
+

−
+++=

−
+−

x
E

x
D

x
C

x
B

x
A

xx
xx

++−+−+−=+− 3222223 )2()2()2(42 DxxCxxBxxAxx

.)2(3 −+ xEx

,128646416436:4
,27279313:3

,
2
1,84:2

,3:1
,1,44:0

EDCBAx
EDCBAx

DDx

EDCBAx
AAx

++++==
++++==

===

−+++==
===














=++

−=++

=−+

⇒














=++++

=++++

=−+++

032164

,
2
32793

,
2
3

361286464164

,13272793

,3

ECB

ECB

ECB

EDCBA

EDCBA

EDCBA

.
4
1,

4
1,1 −=== ECB

§ 3. Основные классы интегрируемых функций



97

.
)2(2

1
2
111

2
ln

4
1 C

xxxx
xI +

−
−





 +−

−
=

360 (2035). .
)1(
13
32

2
Idx

x
x =

−
+∫

+
+

+
−

+
−

+
−

=
+−

+
32333

2

)1(1)1()1()1()1(
13

x
D

x
C

x
B

x
A

xx
x

,
1)1( 2 +

+
+

+
x

L
x

E

++−++−++=+ 32332 )1()1()1)(1()1(13 xxCxxBxAx

.)1()1()1)(1()1( 3233 −++−++−+ xxLxxExD

,1283282561286428:3
,2727279313:2

,9327272713:2
,1:0

.
2
1,84:1

,
2
1,84:1

LEDCBAx
LEDCBAx

LEDCBAx
LEDCBAx

AAx

DDx

+++++==
−+−−+−=−=
+++++==

−−−+−==

===

−=−=−=

.0

4184
9131
3199
1111

0484
,0993
,0399

,0

≠
−−

−−−

⇒










=+++
=−+−
=+++

=−−+−

LECB
LECB
LECB

LECB

Значит, однородная система уравнений имеет только нулевое реше-
ние: B = C = E = L = 0.

.
)1()1(2

1
)1(2

1
2
1

)1(2
1

)1(2
1

222233 −
−=






+
+

−
−−=

+
−

−
= ∫∫ x

x
xxx

dx
x

dxI

3.1. Дробно-рациональные функции



98

3. Знаменатель имеет комплексные различные корни.

361 (2036). .
)1( 2 I

xx
dx =

+∫
,

1)1(
1

22 +
++=

+ x
CBx

x
A

xx

.1 22 CxBxAax +++=

,0
,1

,1

1
,0

,0

0

2

=
−=

=
⇒









=
=

=+

C
B
A

Ax
Cx

BAx

.
1

ln)1ln(
2
1ln

1 2
2

2 C
x

x
Cxx

x
dxx

x
dxI +

+
=++−=

+
−= ∫∫

362 (2037). .
1 3 I

x
dx =
+∫

,
11)1)(1(

1
22 xx

CBx
x

A
xxх +−

++
+

=
+−+

.1 22 CxBxCBxAxAxA +++++−=

.
3
2

,
3
1

,
3
1

1
,02

,

1
,0

,0

0

2

=

−=

=

⇒






=+
=+−

−=
⇒









=+
=++−

=+

C

B

A

СА
СА
АВ

СAx
СВАx

BAx

−+=
+−

−−
+

= ∫∫ 1ln
3
1

1
2

3
1

13
1

2 xdx
xx

x
x

dxI

§ 3. Основные классы интегрируемых функций



99

( )
+

+−
+−−+=

+−






 +−+−

− ∫∫ 1
)1(

6
11ln

3
1

1
2
1212

2
1

3
1

2

2

2 xx
xxdxdx

xx

x

++−−+=







+





 −






 −

+ ∫ 1ln
3
11ln

3
1

2
3

2
1

2
1

2
1 2

22
xxx

x

xd

.
3

12arctg
3

1
1

)1(ln
6
1

3
12arctg

3
1

2

2
Cx

xx
xCx +−+

+−
+=+−+

363 (2038). .
13 I

x
dxx =
−∫

,
11)1)(1( 22 ++

++
−

=
++− xx

CBx
x

A
xxx

x

.22 CBxCxBxAAxAxx −−++++=

.
3
1

,
3
1

,
3
1

12
,0

,

0
,1

,0

0

2

=

−=

=

⇒






=+−
=+

=
⇒









=+
=+−

=+

C

B

A

СВ
СВ
СА

СAx
СВАx

BAx

−−=
++

−−
−

= ∫∫ 1ln
3
1

1
1

3
1

13
1

2 xdx
xx

x
x
dxI

+
++
++−−=

++






 −−++

− ∫∫ 1
)1(

6
11ln

3
1

1
2
11)12(

2
1

3
1

2

2

2 xx
xxdxdx

xx

x

3.1. Дробно-рациональные функции



100

+++−−=







+





 +






 +

+ ∫ 1ln
6
11ln

3
1

2
3

2
1

2
1

2
1 2

22
xxx

x

xd

.
3

12arctg
3

1

1

1
ln

3
1

3
12arctg

3
1

2
Cx

xx

x
Cx +++

++

−
=+++

364 (2039). .
)52)(1(

)332(
2

2
Idx

xxx
xx =

+−−
−−∫

,
521)52)(1(

332
22

2

+−
++

−
=

+−−
−−

xx
CBx

x
A

xxx
xx

.52332 222 CCxBxBxAAxAxxx −+−++−=−−

.2
,3

,1

35
,32

,2

0

2

−=
=

−=
⇒









−=−
−=+−−

=+

C
B
A

CAx
CBAx

BAx

=
+−

+−
+−−=

+−
−+

−
−= ∫∫∫ dx

xx

x
xdx

xx
x

x
dxI

52

1
2
3)22(

1ln
52

23
1 22

+−−=
+−

+
+−
+−+−−= ∫∫ 1ln

2)1(52
)52(

2
31ln 222

2
x

x
dx

xx
xxdx

=+−++−+ Cxxx
2

1arctg
2
152ln

2
3 2

.
2

1arctg
2
1

1
)52(

ln
32

Cx
x

xx
+−+

−
+−

=

§ 3. Основные классы интегрируемых функций



101

365 (2040). .
)1)(1(

2)1(
1

)1(
223

4
I

xx
dxdxx

xxx
dxx =

+−
++=

−+−
+ ∫∫∫

              

2
1
1

1
11

23

23

23

234

4

−+−
++−−

+
−+−

−+−
+−

xxx
xxx

x
xxx

xxxx
x

.
11)1)(1(

2
2 +
++

−
=

+− x
CBx

x
A

хх

.1
,1

,1

2
,0
,0

0

2

−=
−=

=
⇒









=−
=−
=+

C
B
A

CAx
BCx
BAx

−−++=
−
+−−++= ∫ 1ln

2
)1(

1
11ln

2
)1( 22

xхdx
x
xxхI

=+−+−−++=
+






 +

− ∫ Cxxxх
x

dxх
arctg)1(ln

2
11ln

2
)1(

1

1
2
1)2(

2
2

2

.arctg
1

1ln
2

)1(
2

2
Cx

x

xх +−
+

−++=

366 (2041). .
1 4

2
I

x
dxx =

−∫
,

111)1)(1)(1(1 22

2

4

2

x
DCx

x
B

x
A

xхх
x

x
x

+
++

+
+

−
=

++−
=

−

3.1. Дробно-рациональные функции



102

.2332322 DxСхDCxBxBxBxBAxAxAxAx −−++−−+++++=

.
2
1

,0

,
4
1

,
4
1

0
,0
,1
,0

0

1

2

3

−=

=

=

=

⇒











=++
=+−
=−+
=−−

D

C

B

A

DBAx
CBAx
DBAx
CBAx

.arctg
2
1

1
1ln

4
1 Cx

x
xI +−

−
+=

367 (2042). .
))(1( 22 I

xxx
dx =

++∫
,

11)1()1(
1

22 +
++

+
+=

++ x
DCx

x
B

x
A

xxx

.1 223323 DxCxDxCxBxBxAAxAxAx +++++++++=

.
2
1,

0
,0

1
,0
,0
,0

0

1

2

3

−===⇒




=
=

⇒




=−
=−

⇒











=
=++
=++
=++

DBC
BC
DC

BC
DC

Ax
DBAx
CDAx
CBAx

−+−+−=
+

+−
+

−= ∫∫∫ )1ln(
4
11ln

2
1ln

1
1

2
1

12
1 2

2 xxxdx
x
x

x
dx

x
dxI

.arctg
2
1

)1()1(
ln

4
1arctg

2
1

22

4
Cx

xx
xCx +−

++
=+−

368 (2043). .
)1()1( 22 I

xx
dx =

++∫

§ 3. Основные классы интегрируемых функций



103

,
11)1()1()1(

1
222 +

++
+

+
+

=
++ x

KxD
x

B
x

A
xx

.221 223232 KKxKxDxDxDxBBxBxBxAAx +++++++++++=

.0

,
2
1

,
2
1

,
2
1

1
,02

,02
,0

0

1

2

3

=

−=

=

=

⇒











=++
=++

=+++
=+

K

D

B

A

KBAx
KDBx

KDBAx
DBx

=
+

−
+

+
+

= ∫∫∫ 1
2

4
1

12
1

)1(2
1

22 x
dxx

x
dx

x
dxI

.)1ln(
4
11ln

2
1

)1(2
1 2 Cxx

x
++−++

+
−=

369 (2044). .
)1()1(

)33(
23

2
I

xx
dxxx =

+−
++∫

,
11)1()1()1()1(

33
22323

2

+
++

−
+

−
+

−
=

+−
++

x
KDx

x
C

x
B

x
A

xx
xx

−+−+−−+++=++ 2342322 2233 CxCxCxBBxBxBxAAxxx

.33332 23234 KKxKxKxDxDxDxDxCCx −+−+−+−++−







=++
=+−

−=
⇒













=−+−
=+−−

=−++−
=+−−

=+

13
,0

,

3
,132

,3332
,032

,0

KDB
KDB

DC

KCBA
KDCB

KDCBA
KDCB

DC

3.1. Дробно-рациональные функции



104

,
2
27,

2
4,

2
3

142
,42
,32

ABADAK
KB

DA
KA

−=−=−=⇒






=+
=+
=−

,634272,3
2

3
2

4
2
27 =+−+−+−=−−−−−− AAAAAAAA

.
4
1,0,

4
1,

4
1

2
7 −====⇒= CBDKA

−
−

−=
+

++
−

−
−

= ∫∫∫ 223 )1(4
1

1
1

4
1

14
1

)1(2
7

x
dx

x
x

x
dx

x
dxI

=++++−− Cxxx arctg
4
1)1ln(

8
11ln

4
1 2

( )
.

12
1arctg

1
1ln

4
1

2

2
C

x
x

x
x +













−
−+

−
+=

370 (2045). +−=
++

+++ ∫∫ dxxdx
xxx

xxx )2(
)22(
442

22

35

.
)22(

14 22

23
Idx

xxx
xxx =
++
++++ ∫

,
22)22(

1
2222

23

++
+++=

++
+++

xx
DCx

x
B

x
A

xxx
xxx

.22221 2323223 DxCxBxBxBxAAxAxxxx +++++++=+++

.
2
1
,1
,0

,
2
1

12
,122

,12
,1

0

1

2

3

=

=
=

=

⇒











=
=+

=++
=+

D

C
B

A

Ax
BAx

DBAx
CBx

§ 3. Основные классы интегрируемых функций



105

−−=
++

+++−= ∫∫ xxdx
xx

x
x
dxxxI 2

222
12222

2

2

22

2

=
++

+−
++

++− ∫∫ 1)1(
)1(2

22
)22(22

22 x
xd

xx
dxx

x

.)1(arctg222ln222
2

2
2

Cxxx
x

xx ++−+++−−=

371 (2046). .
86

)6(
24

3
I

xx
dxx =
++

−∫
,

42)4)(2(
6

2222

3

+
++

+
+=

++
−

x
DCx

x
BAx

xx
x

.22446 23233 DxDCxCxBAxBxAxx +++++++=−

.3
,2
,3
,1

624
,024

,0
,1

0

1

2

3

=
=

−=
−=

⇒











−=+
=+

=+
=+

D
C
B
A

DBx
CAx

DBx
CAx

−
+
++

+
+−=

+
++

+
+−= ∫∫∫∫ 4

)4(
2

)2(
2
1

4
32

2
3

2

2

2

2

22 x
xd

x
xddx

x
xdx

x
xI

( ) =
+

+
+

− ∫∫ 2222 23
3

x
dx

x

dx

.
2

arctg
2
3

2
arctg

2
3)4ln()2ln(

2
1 22 Cxxxx ++−+++−=

372 (2047). .
1 4 I

x
dx =
+∫

( )( ) =
+++−

=
−++

=
+ 1212

1
221

1
1

1
222244

xxxxxxxx

3.1. Дробно-рациональные функции



106

,
1212 22 ++

++
+−

+=
xx

DCx
xx

BAx

++−++++++= CxxCCxBAxxBxABxAx 23223 2221

.22 DxDDx +−+

,
02)(

,12)(

1
,022
,022

,0

0

1

2

3

DВ
DB
CA

DBx
DCABx

DCABx
CAx

=⇒




=−
−=−⇒











=+
=−++
=+−+

=+

.
4
2,

4
2,,

2
1 =−=−=== CACADB

=
++

++
+−

−−= ∫∫ dx
xx
xdx

xx
xI

12
22

4
1

12
22

4
1

22

( ) ( ) ( ) ( )
=

++

−++
−+

+−

+−+−
−= ∫∫ dx

xx

x
dx

xx

x

12

1222
2
2

4
1

12

1222
2
2

4
1

22

( ) +







+





−

+
+−
+−−= ∫∫ 222

2

2
2

2
24

1
12
12

8
2

x

dx
xx
xxd

( ) =







+





+

+
+−
+++ ∫∫ 222

2

2
2

2
24

1
12
12

8
2

x

dx
xx
xxd

=+++−+
+−
++= Cxx

xx
xx

2
22arctg

4
2

2
22arctg

4
2

12
12ln

24
1

2

2

§ 3. Основные классы интегрируемых функций



107

=+
−−

++−

+
+−
++= C

x

xx

xx
xx

2
241

2
22

2
22

arctg
4
2

12
12ln

24
1

22

2

.
1

2arctg
4
2

12
12ln

24
1

22

2
C

x
x

xx
xx +

−
+

+−
++=

4. Знаменатель имеет комплексные кратные корни.

373 (2048). .
)2(
1
22

3
Idx

x
xx =

+
−+∫

,
2)2()2(

1
22222

3

+
++

+
+=

+
−+

x
DCx

x
BAx

x
xx

.221 233 DCxDxCxBAxxx +++++=−+

.0
,1

,1
,1

12
,12

,0
,1

0

1

2

3

=
=

−=
−=

⇒











−=+
=+

=
=

D
C
B
A

DBx
CAx

Dx
Cx

+
+

+−=
+

+
+
+−= ∫∫∫ 22

2

222 )2(
)2(

2
1

2)2(
1

x
xd

x
dxxdx

x
xI

,
)2(2

)2(
2
1

222

2

∫∫ +
−

+
++

x
dx

x
xd

=
+

−
+

=
+

−+=
+ ∫∫∫∫ 22

2

222

22

22 )2(2
1

22
1

)2(
)2(

2
1

)2( x
dxx

x
dxdx

x
xx

x
dx

+
+

=
















+
−=

+
+=

+
=

==
= ∫∫ 22

1

)2(2
1

)2(
)2(

2
1,

)2(

,,

2
222

2

22 x
dx

xx
xdv

x
dxxdv

dxduxu

3.1. Дробно-рациональные функции



108

+
+

=
+

+
+

=
+

−
+

+ ∫∫ )2(424
1

)2(424
1

)2(4 22222 x
x

x
dx

x
x

x
dx

x
x

.
2

arctg
24

1 x+

=+−
+

−++
+

= Cx
x

xx
x

I
2

arctg
24

1
)2(4

)2ln(
2
1

)2(2
1

2
2

2

.
2

arctg
24

1)2ln(
2
1

)2(4
2 2

2 Cxx
x

x +−++
+

−=

374 (2049). .
)1()4( 222 I

xxx
dx =

++∫
,

14)4()1()4(
1

2222222 x
PMx

x
NKx

x
CBx

x
A

xxx +
++

+
++

+
++=

++

++++++= )1()()1()4(1 2222 xxCBxxxA

.)4()()1)(4()( 2222 xxPMxxxxNKx +++++++

.
16
1,161:0 === AAx

,0

,
9
1

9)(1:
9)(1:

=

−=⇒




⋅+−=−=
⋅+==

P

M
iPMiix

iPMiix

,0

,
12
1

1)3)(2)(2(:2
1)3(2)2(:2

=

=⇒




=−−+−−=
=−+=

C

B
iCBiix

iCBiix

⇒










=−

=+
⇒









−−++=−=

−+++==

72
351010

,
72
351010

9
251010

6
1

8
251:1

,
9
251010

6
1

8
251:1

NK

NK

NKx

NKx

.0,
144

7 ==⇒ NK

§ 3. Основные классы интегрируемых функций



109

=
+
+−

+
++

+
++= ∫∫∫∫ 1

)1(
18
1

4
)4(

288
7

)4(
)4(

24
1

16
1

2

2

2

2

22

2

x
xd

x
xd

x
xd

x
dxI

.)1ln(
18
1)4ln(

288
7

)4(24
1ln

16
1 22

2 Cxx
x

x ++−++
+

−=

375 (2050). .
)136(

)125(
22

2
I

xx
dxx =

+−
−∫

,
136)136()136(

125
22222

2

+−
++

+−
+=

+−
−

xx
DCx

xx
BAx

xx
x

.136136125 2232 DDxDxCxCxCxBAxx +−++−++=−

.77
,30

,5
,0

1213
,0613

,56
,0

0

1

2

3

−=
=
=
=

⇒











−=+
=−+

=+−
=

B
A
D
C

DBx
DCAx

DCx
Cx

,
2)3(

5
)2)3((

7730
212222 II

х
dxdx

х
xI +=

+−
+

+−
−= ∫∫

=
+
+=





=
+==−

=
+−

−= ∫∫ dz
z

z
dzdx

zxzx
dx

х
xI

)2(
1330,3,3

)2)3((
7730

22221

,
)4(

13
)4(

)4(15 2222

2

∫∫ +
+

+
+=

z
dz

z
zd

=










+
−

+
=

+
−+=

+ ∫∫∫∫ 22

2

222

22

22 )4(44
1

)4(
)4(

4
1

)4( z
dzz

z
dzdz

z
zz

z
dz




−

+
+=















+
−=

+
=

==
=

)4(22
arctg

2
1

4
1

)4(2
1,

)4(

,,

2222 z
zz

z
v

z
dzzdv

dzduzu

3.1. Дробно-рациональные функции



110

=





−

+
+=




+
− ∫ 2

arctg
4
1

)4(22
arctg

2
1

4
1

42
1

22
z

z
zz

z
dz

,
)136(8

3
2

3arctg
16
1

2 +−
−+−=

xx
xx

,
)136(8

)3(13
2

3arctg
16
13

136
15

221 +−
−+−+

+−
−=

xx
хx

xx
I

,
2

3arctg
2
5

2
−= xI

.
2

3arctg
16
53

136
15913

2 Cx
xx

xI +−+
+−

−=

376 (2051). .
)22(

)1(
32

4
I

xx
dxх =

++
+∫

+
+
++

+
+=

+
=

++
+=

++
+

223232

4

32

4

32

4

)1()1()1()1)1((
)1(

)22(
)1(

z
DCz

z
BAz

z
z

х
х

xx
х

12 +
++

z
NKz

, где z = x + 1,

.)1()()1()()( 2224 +++++++= zNKzzDCzBAzz

,2550510216:2
,1:

,1:
,48241:1

,44221:1
,0:0

NKDCBAz
BAiiz

BAiiz
NKDCBAz

NKDCBAz
NDBz

+++++==
+−=−=

+==
+++++−=−=

+++++==
++==

B = 1, A = 0,

§ 3. Основные классы интегрируемых функций



111

.0
,0

,2
,1

1
,04422

,0242
,35102

=
=

−=
=

⇒










−=+
=+++

=+++
=+++

C
K
D
N

ND
NKDC

NKDC
NKDC

.
1

1
)1(

2
)1(

1
)1( 2223232

4

+
+

+
−

+
=

+ zzzz
z

,321 IIII ++=  где

=
+

−
+

=
+

−+=
+

= ∫∫∫∫ 32

2

2232

22

321 )1()1()1(
)1(

)1( z
dzz

z
dzdz

z
zz

z
dzI

−
+

=
















+
−=

+
+=

+
=

==
= ∫∫ 22

2232

2

22 )1()1(4
1

)1(
)1(

2
1,

)1(

,,

z
dz

zz
zdv

z
dzzdv

dzduzu

,
)1(4)1(4

3
)1(4

1
)1(4 22222222 +

+
+

=






+
+

+
−− ∫∫ z

z
z

dz
z

dz
z

z

∫ +
−= ,

)1(
2 222 z

dzI

.
123 ∫ +

=
z

dzI

,
)1(4)1(4

5
222221 +

+
+

−=+ ∫ z
z

z
dzII

=
+

−
+

=
+

−+=
+ ∫∫∫∫ 22

2

222

22

22 )1(1)1(
)1(

)1( z
dzz

z
dzdz

z
zz

z
dz

+
+

=
















+
−=

+
+=

+
=

==
= ∫∫ 1)1(2

1
)1(

)1(
2
1,

)1(

,,

2
222

2

22 z
dz

zz
zdv

z
dzzdv

dzduzu

3.1. Дробно-рациональные функции



112

,
)1(212

1
12

1
)1(2 2222 +

+
+

=
+

−
+

+ ∫∫ z
z

z
dz

z
dz

z
z

−
+

−=
+

+
+

−
+

−=+ ∫∫ 18
5

)1(4)1(8
5

18
5

2222221 z
dz

z
z

z
z

z
dzII

.
)1(4)1(8

5
222 +

+
+

−
z

z
z

z

=+
+

+−=
+

+
+

⋅−
+

= ∫ C
z

zzz
z

z
z

z
z

dzI
)1(8

35arctg
8
3

)1(418
5

18
3

2

3

2222

.
)22(8

818155)1arctg(
8
3

22

23
C

xx
xxxx +

++
+++−−=

377 (2052). −
+

=
+

−+=
+ ∫∫∫ 2232

22

32 )9(9
1

)9(
)9(

9
1

)9( x
dxdx

x
xx

x
dx

,
9
1

9
1

)9(9
1

1232

2
III

x
dxx =−=
+

− ∫  где

=
+

= ∫ 32

2

1 )9(x
dxxI

       =
















+
⋅−=

+
+=

+
=

==
= ∫ 2232

2

32 )9(
1

4
1

)9(
)9(

2
1,

)9(

,,

xx
xdv

x
dxxdv

dxduxu

       ,
)9(4

1
)9(4 2222 ∫ +

+
+

−=
x

dx
x

x

=
+

−
+

⋅+
+

= ∫∫ 222222 )9(36
1

)9(36
1

)9(9
1

x
dx

x
x

x
dxI

       ,
)9(36

1
12
1

)9(36
1

)9(12
1

2222222 +
⋅+=

+
⋅+

+
= ∫ x

xI
x

x
x

dx

§ 3. Основные классы интегрируемых функций



113

,
)9(9

1
99

1
)9(

)9(
9
1

)9( 22

2

222

22

222 ∫∫∫∫ +
−

+
=

+
−+=

+
=

x
dxx

x
dxdx

x
xx

x
dxI

=
















+
−=

+
+=

+
=

==
=

+ ∫∫
)9(2

1
)9(

)9(
2
1,

)9(

,,

)9( 222

2

22
22

2

xx
xdv

x
dxxdv

dxduxu

x
dxx

,
3

arctg
6
1

)9(292
1

)9(2 222
x

x
x

x
dx

x
x +

+
−=

+
+

+
−= ∫

.
)9(183

arctg
54
1

3
arctg

54
1

)9(183
arctg

39
1

222 +
+=−

+
+

⋅
=

x
xxx

x
xxI

.
)9(36

1
9216

1
3

arctg
648
1

922 C
x

x
x

xxI +
+

⋅+
+

⋅+=

378 (2053). .
)1()1(

2
22 I

xx
dxx =
++∫

,
1)1(1)1()1(

2
22222 x
EDx

x
CBx

x
A

xx
x

+
++

+
++

+
=

++

.)1()1()()1()()1(2 222 xхEDxхCBxxAx ++++++++=

++=−=⇒










++−==
=−−=

++++==
++==

iCBiA

iiCiBiix
Ax

EDCBAx
ECAx

)(2,
2
1

)()1(2:
,42:1

,442242:1
,0:0

,1
,1

0
,2

)(
=
=

⇒




=+−
=+

⇒−+
B
C

CB
CBBC

.
2
1

0

,
2
1

=⇒






=+

−= D
ED

E

3.1. Дробно-рациональные функции



114

,
1

1
2
1

)1(
1

12
1

222 ∫∫∫ +
−+

+
++

+
−= dx

x
xdx

x
x

x
dxI

+
+

−=
+

+
+

+=
+
− ∫∫∫ )1(2

1
)1()1(

)1(
2
1

1
1

22222

2

2 xx
dx

x
xddx

x
x

=
+

−
+

+
+

−=
+

−++ ∫∫∫ 22

2

2222

22

)1(1)1(2
1

)1(
)1(

x
dxx

x
dx

x
dx

x
xx

+
+

−=
















+
−=

+
+=

+
=

==
= ∫ )1(2

1

)1(2
1

)1(
)1(

2
1,

)1(

,,

2
222

2

22 xxx
xdv

x
dxxdv

dxduxu

,
)1(2

arctg
2
1

)1(2
1

12
1

)1(2
arctg 2222 x

xx
xx

dx
x

xx
+

++
+

−=
+

−
+

++ ∫
,arcrg)1ln(

2
1

11
)1(

2
1

1
1 2

22

2

2 xx
x

dx
x
xddx

x
x −+=

+
−

+
+=

+
− ∫∫∫

−++
+

++
+

−+−= )1ln(
4
1

)1(2
arctg

2
1

)1(2
11ln

2
1 2

22 x
x

xx
x

xI

.)1ln(
4
1)1ln(

4
1

)1(2
11ln

2
1arctg

2
1 22

2 Cxx
x

xxCx +++++
+
−++−=+−

379 (2054). −
+

=
+

−+=
+ ∫∫∫ 3242

22

42 )1()1(
)1(

)1( x
dxdx

x
xx

x
dx

+
+

=














+
⋅−==

+

==
=

+
− ∫∫ 32324242

2

)1()1(
1

6
1,

)1(

,,

)1( x
dx

x
vdv

x
dxx

dxduxu

x
dxx

=
+

−
+

=
+

−
+

+ ∫∫∫ 32

2

223232 )1(6
5

)1(6
5

)1(6
1

)1(6 x
dxx

x
dx

x
dx

x
x

§ 3. Основные классы интегрируемых функций



115

−
+

=
+

+
+

−+= ∫∫ 223232

22

)1(6
5

)1(6)1(
)1(

6
5

x
dx

x
xdx

x
xx

=














+
−=

+
=

==
=

+
+

+
− ∫ 22323232

2

)1(4
1,

)1(

,,

)1(6)1(6
5

x
v

x
dxxdv

dxduxu

x
xdx

x
x

=
+

+





+
+



+
−−

+
= ∫∫ 32222222 )1(6)1(4

1
)1(46

5
)1(6

5
x

x
x

dx
x

x
x

dx

=
+

+
+

−
+

+
+

= ∫∫ 32222222 )1(6)1(24
5

)1(24
5

)1(6
5

x
x

x
dx

x
x

x
dx

+
+

−+=
+

−
+

+
+

= ∫∫ dx
x

xx
x

x
x

x
x

dx
22

22

322222 )1(
)1(

8
5

)1(6)1(24
5

)1(24
15

+
+

−
+

=
+

+
+

+ ∫∫ 22

2

23222 )1(8
5

18
5

)1(6)1(24
5

x
dxx

x
dx

x
x

x
x

=














+
−=

+
=

==
=

+
+

+
+

)1(2
1,

)1(

,,

)1(6)1(24
5

223222
x

v
x

dxxdv

dxduxu

x
x

x
x

=
+

+
+

+





+


+

+
−−= ∫ 322222 )1(6)1(24

5
12

1
)1(28

5arctg
8
5

x
x

x
x

x
dx

x
xx

=+
+

+
+

+−
+

+= C
x

x
x

xx
x

xx 32222 )1(6)1(24
5arctg

16
5

)1(16
5arctg

8
5

.
)1(48

334015arctg
16
5

32

35
C

x
xxxx +

+
+++=

3.1. Дробно-рациональные функции



116

380 (2055). .
)1( 24

9
I

x
dxx =
−∫

               
xx

x
xx

xxx
x

−

+−
+−

−

5

48

59

9

2

12
2

+=
−

+−+=
−
−+= ∫∫∫∫ 2)1(

)1(2
)1(

2 2

24

4

24

5 xdx
x

xxxdxxdx
x

xxdxxI

+
−

+===
−

+
−

+ ∫∫∫ 12
][

)1)((2
1

1)(
)(

2

2
2

222

2

22

2

z
dzxzx

x
dx

x
xd

+=
−

−−−
+
−+=

−
+ ∫∫ 2)1(

)1(
2
1

1
1ln

2
1

2)1(2
1 2

22

222

22
xdz

z
zz

z
zx

z
dz

=
−

+
−

−
+
−+ ∫∫ 22

2

2 )1(2
1

12
1

1
1ln

2
1

z
dzz

z
dz

z
z

−
+
−+=















−
−=

−
=

==
=

1
1ln

4
1

2)1(2
1,

)1(

,, 2

222 z
zx

z
v

z
dzzdv

dzduzu

+=+
−

−
+
−+=

−
+

−
− ∫ 2)1(41

1ln
8
3

214
1

)1(4
1 2

2

2

22
xC

z
z

z
zx

z
dz

z

.
1
1ln

2
3

1
32

4
1

)1(41
1ln

8
3

2

2

4

26

4

2

2

2
C

x
x

x
xx

x
x

x
x +











+
−+

−
+=

−
−

+
−+

5. Метод Остроградского.
Метод Остроградского позволяет вычислить интеграл от рациональ-

ной функции в случае наличия кратных корней у знаменателя. Этот
способ позволяет, не производя разложения дроби на простейшие, вы-
делить рациональную часть интеграла, а потом интегрировать раци-
ональную дробь, знаменатель которой имеет только простые корни.
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В основе метода лежит следующая формула Остроградского:
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а разложение Q1(x) и Q2(x) имеет вид
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P1(x) и P2(x) – многочлены с неопределенными коэффициентами, степе-
ни которых соответственно на единицу меньше степеней Q1(x) и Q2(x).
Применение метода Остроградского покажем на примерах решения
задач.
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По формуле (1) имеем:
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Выражение вида dxbxax pnm )( + , где m, n, p, a, b – постоянные
числа, называется дифференциальным биномом.

Теорема. Интеграл от дифференциального бинома

,)(∫ + dxbxax pnm

если m, n, p – рациональные числа, приводится к интегралу от рацио-
нальной функции и, следовательно, выражается через элементарные
функции в следующих трех случаях:
1) p есть целое число (положительное, отрицательное или нуль);

2) 
n

m 1+
 есть целое число (положительное, отрицательное или нуль);

3) p
n

m ++1
 есть целое число (положительное, отрицательное или нуль).
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