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ВСТУП

Навчальний посібник "Диференціальні рівняння" ство-
рено для проведення практичних занять студентам, які
навчаються за скороченим терміном, з огляду на сучасні
вимоги щодо істотного підвищення рівня фундаментальної
математичної підготовки і посилення прикладної спрямо-
ваності курсу.

Розроблений посібник передбачає вивчення студентами
основних розділів математичного аналізу в ході навчання та
має за мету допомогти їм у самостійному оволодінні теоре-
тичними знаннями і необхідними практичними навичками.

Навчальний матеріал посібника подано у вигляді п'яти
практичних занять, кожне з яких містить основні теоретичні
відомості, завдання для аудиторної, самостійної роботи сту-
дентів, а також відповіді та вказівки до їх розв'язання.

Посібник може бути корисним як для студентів, що на-
вчаються за скороченим терміном, так і для викладачів при
підготовці до практичних занять.
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Практичне заняття 1

Диференціальні рівняння першого порядку:
рівняння з відокремлюваними змінними,

однорідні рівняння

I. Основні теоретичні відомості

Означення 1. Диференціальним рівнянням першого

порядку називається рівняння вигляду   ,0,, yyxF  якее
пов'язує незалежну змінну x, невідому функцію  y = y(x) та
її похідну y'.

Якщо рівняння   0,, yyxF  можна розв'язати відносно  y',
тобто y' = f (x, y), то таке рівняння є диференціальним рівнян-
ням першого порядку, розв'язаним відносно похідної, або
рівнянням у нормальній формі.

Рівняння y' = f (x, y) можна записати так:

     ,, yxf
dx

dy
    або     .0,  dydxyxf

Якщо помножити останнє рівняння на функцію   ,0, yxQ

то отримане рівняння      ,0,,  dyyxQdxyxP  де P(x, y)
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і  Q (x, y) – відомі функції, буде диференціальним рівнянням
першого порядку, записаним у диференціальній формі.

Означення 2. Розв'язком диференціального рівняння
першого порядку на деякому інтервалі (a; b) називається ди-
ференційовна на цьому інтервалі функція y (x), яка при
підстановці в дане рівняння обертає його в тотожність по x
на (a; b), тобто

        .,:; xxfxbax 

Означення 3. Графік розв'язку диференціального рівнян-
ня називається інтегральною кривою цього рівняння.

Теорема Коші (про існування і єдиність розв'язку).

Якщо функція f (x, y) та її частинна похідна  yxf y ,  визначе-

ні й неперервні у відкритій області G площини Oxy і точ-

ка   ,; 00 Gyx   то існує єдиний розв'язок y (x) рівнян-

ня y' = f (x, y), який задовольняє умову y  y0 при x x0,
тобто (x0) = y0.

 Геометрична інтерпрета-
ція теореми Коші: через кожну

точку   Gyx 00;  проходить єдина

інтегральна крива; якщо зафіксува-
ти x0 і змінювати y0, не виходячи
при цьому з області G, то отриму-
ватимемо різні інтегральні криві
(рис. 1.1).

Означення 4. Умова, згідно
з якою розв'язок y (x) набуває
наперед задане значення y0 в заданій точці x0, називається

початковою умовою розв'язку і записується так: ,0
0

yy
xx


 

Рис. 1.1
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або y (x0) = y0. Задача знаходження розв'язку диференціаль-

ного рівняння  ,, yxfy   який задовольняє початкову умо-
ву, називається задачею Коші.

Означення 5. Якщо права частина диференціального

рівняння  yxfy ,  задовольняє в області G умови теореми
Коші, тоді функція y = (x, С) називається загальним розв'яз-
ком даного диференціального рівняння за наступних умов:

1) функція (x, С) є розв'язком рівняння при будь-якому
значенні сталої C;

2) для довільної точки   Gyx 00;  можна знайти таке

значення С = С0, що функція y = (x, С0) задовольняє почат-
кову умову: (x0, С0) = y0.

Означення 6. Частинним розв'язком рівняння y' = f (x, y)
називається функція y = (x, С0), яка утворюється із загально-
го розв'язку y = (x, С) при певному значенні сталої С = С0.

Означення 7. Якщо загальний розв'язок диференціаль-
ного рівняння знайдено у неявному вигляді Ф(x, y, С) = 0,
то такий розв'язок називають загальним інтегралом диферен-
ціального рівняння.

Рівність Ф(x, y, С0) = 0 у цьому випадку називають
частинним інтегралом рівняння.

Якщо задачу про знаходження всіх розв'язків диференці-
ального рівняння вдається звести до обчислення скінченно-
го числа інтегралів і похідних від відомих функцій, то говорять,
що диференціальне рівняння інтегрується в квадратурах або
зводиться до квадратур.

Розглянемо окремі класи диференціальних рівнянь, які
інтегруються в квадратурах.
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Рівняння з відокремлюваними змінними

– це рівняння вигляду

    ,yxfy                                   (1)

де f (x) і (y) – задані і неперервні на деякому інтервалі
функції.

Якщо в рівнянні (1) замінити  ,
dx

dy
y   поділити обидві

частини рівності на (y), вважаючи, що (y)  0, і помножи-
ти на dx, то отримаємо диференціальне рівняння

     ;dxxf
y

dy




– рівняння з відокремленими змінними, яке розв'язується
в квадратурах:

    .Cdxxf
y

dy


 
Однорідні диференціальні рівняння першого порядку

– це рівняння вигляду  ,, yxfy   якщо функція  f (x, y) є одно-
рідною функцією нульового виміру.

Функція  f (x, y) буде однорідною функцією n-го виміру
відносно змінних x та y, якщо виконується тотожність

     .0,,,  tyxfttytxf n

Однорідні рівняння зводяться до рівнянь з відокремлю-
ваними змінними підстановкою y = ux, де u = u(x) – невідома
функція.
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ІІ. Завдання для аудиторної роботи

Завдання 1. Перевірити, чи буде задана функція розв'яз-
ком даного диференціального рівняння:

а) ;02,2   yyCey x

б) .022, 22
21  yyxyxxCxCy

Розв'язання

а) знаходимо похідну даної функції: .2 2xCey 
Підставляючи знайдену похідну в дане рівняння, пере-
конуємося, що воно перетворюється на тотожність:

,022 22   xx CeCe  .00   Отже, функція xCey 2  є роз-

в'язком даного рівняння.
б) двічі диференціюючи функцію y(x), знаходимо:

,2 21 xCCy   .2 2Cy   Далі отримуємо

     ,02222 2
21212

2  xCxCxCCxCx

.022422 2
21

2
21

2
2  xCxCxCxCxC

Тому 00   – тотожність, отже, задана функція є розв'яз-
ком диференціального рівняння.

Завдання 2. Знаючи загальний розв'язок  2224 Cyx 
диференціального рівняння першого порядку, знайти і по-
будувати його інтегральні криві, що проходять через точки
В1(–1; 0),  В2(0; –3), В3(2; 0).

 Розв'язання
Підставляючи в загальний розв'язок диференціального

рівняння координати точок B1, B2, B3, отримуємо значення
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параметра C, за якого із загального роз-
в'язку одержується рівняння інтеграль-
ної кривої, що проходить через точ-
ки B1, B2, B3 відповідно:

  ;444:0;1т. 222
1  yxCB

  ;949:3;0т. 222
2  ухСB

  .16416:0;2т. 222
3  yxСB

Одержані рівняння визначають
інтегральні криві, які проходять через
точки B1, B2, B3 і являють собою кон-
центричні еліпси (рис. 1.2).

Завдання 3. Знайти загальні розв'язки диференціальних
рівнянь:

а)     ;0 dyxyxdxxyy

б)   ;011  yey

в) ;032 2   yyxyx

г) ;yyxyxy 

д)   ;02  dxyxdyy

е)   .02  dyxxydxy

Розв'язання
Рівняння (а–в) – це рівняння з відокремлюваними змінни-

ми, а рівняння (г–е) – однорідні.

Рис. 1.2
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а)     ;0 dyxyxdxxyy

    ;011  dyyxdxxy   ;
11

dx
x

x
dy

y

y 




 ;1
11

1  





 








 dx

x
dy

y   ;lnln Cxxyy 

.ln Cxyxy 

б)   ;011  yey

;
1

;1
1

;
1

1 dx
e

e
dy

edx

dy

e
y

y

y

yy




  ;1;1ln;
1

1
1

Cxyy
y

y

eeCxedxdy
e

e 
 

;де,1 1Cxy eCCee  

  .1 Cee xy 

в) ;032 2   yyxyx

;
3

2

29

1
;22

3

3
2 x

x

yy
yx

y

x

dx

dy
y 




;

3
2

ln

3

2

18ln

18
;

3

2
18 1Cdxdy

x

yx
y 















  
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.де,

3
2

ln

3
2

18ln

18
1CCC

x

y












г) ;yyxyxy 

  .;
xy

xy
yxyyxy






Позначимо ,uxy   тоді .uxuy   Томуму

;
1

1
; u

u

u
xu

xux

xux
uxu 










;
1

1
;

1

1 22










u

u
x

dx

du

u

uuu
xu

.
1

1
2  




x

dx
du

u

u

Обчислюємо

   .lnarctg1ln
2

1
11

2

2

1

1

1

2

222

Cuu

u

du
du

u

u
du

u

u
I













 

Отже, отримуємо

;lnlnarctg1ln
2

1
2

2

xC
x

y

x

y












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;0arctgln
2

22




x

y
xC

x

yx

.0arctgln 22 
x

y
yxC

д)   ;02  dxyxdyy

   .
2

;2
y

xy
ydxxydyy




Застосуємо підстановку: ,, uxuyuxy  тоді

;
12

;
2

u
u

u
xu

ux

xux
uxu 






 
 

    ;ln
1

1
1lnln

1

1
1ln

2

1

1

1

12

12

2

1

112

1

;
12

;
12

2

222

2

2

C
u

uC
u

u

uuu

duu

u

du

uu

u
I

x

dx

uu

duu

u

uu
x

dx

du






































  ;1ln
1

1
;lnln

1

1
1ln 






 







x

y
xC

x
y

xC
u

u

   ;ln xyC
xy

x




   .ln xyCxyx 
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е)   ;02  dyxxydxy

  .
2

;2
xyx

y

dx

dy
dxydyxyx




Підстановка: ,, uxuyuxy  тоді ;
2 uxx

ux
uxu




;
21

2
;

21 u

uuuu
x

dx

du
u

u

u
xu









 ;lnln

2
12

1
;

2

21 2

1

Cxu
u

x

dx
du

uu

u










;ln;lnln
1

Cy
y

x
xC

x

y

u


.0ln  xCyy

Завдання 4. Знайти частинні розв'язки диференціальних
рівнянь, які задовольняють початкові умови:

а) ;
2

,lnsin eyyyxy 





    б)     ;00,12  yeyye xx

в)    .11,2 



y
yyx

yxy

Розв'язання

а) ;lnsin yyxy 
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.
2

tgln;ln
2

tglnlnln;
sinln

x
CyC

x
y

x

dx

yy

dy
 

Застосуємо початкові умови: ,
4

tgln


Ce  звідки ;1C

.або
2

tgln 2
tg

x

ey
x

y 

б)    ;12 xx eyye 

   .1ln;
1

2;
1

2 2 Cey
e

dxe
dyy

e

e

dx

dy
y x

x

x

x

x







 
Якщо   ;2ln2ln0то,00  CCy

  ;
2

1
;

2

1
ln;2ln1ln

222 y
xx

x e
ee

yey 




.21
2yx ee 

в) ;2



yyx

yxy

   ;
2

2
;22;22

xy

xy
yxyyxyyyxyxy






 ;
12

2
;

2

2
;,









u

u
uxu

xux

xux
uxuuxuyuxy

 ;
12

22
;

12

22 22










u

u
x

dx

du

u

uuu
xu
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;
1

12

2

1
;

22

12
22  







x

dx
du

u

u

x

dx
du

u

u

;
12

1

1

2

2

1
22  



 x

dx

u

du
du

u

u

  ;lnarctg
2

1
1ln

2

1
1

2 Cxuu 

;lnarctg
2

1
1ln

2

1
12

2

Cx
x

y

x

y













;2де,ln2arctg1ln 12

2

CCCx
x

y

x

y













  .arctgln;arctg1ln 222
2

2

C
x

y
yxC

x

y
x

x

y













При заданих початкових умовах y(1) = 1 отримаємо

.
4

2ln1arctg2ln


 CC

Отже,

  .
4

2lnarctgln 22 


x

y
yx

Завдання 5. Знайти залежність швидкості падіння тіла
в повітрі від часу, якщо сила опору повітря пропорційна квад-
рату швидкості v і площі S найбільшого перерізу тіла, перпен-

дикулярного до напряму руху, тобто .2kSvF 
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Розв'язання
Згідно з другим законом Ньютона та умовою задачі, ди-

ференціальне рівняння руху центра тяжіння падаючого тіла

буде 2kSvmg
dt

dv
m   або ,,2

m

kS
aavg

dt

dv
   де m – масаа

тіла; v – швидкість падіння тіла в момент часу t; g – приско-
рення сили тяжіння.

Відокремлюючи змінні в отриманому диференціальному
рівнянні, одержимо

  .ln
2

1
2

C
avg

avg

ag
tdt

avg

dv






 

Застосовуємо початкові умови v = 0 і t = 0 і знаходимо
значення С = 0. Тоді, розв'язавши рівняння відносно v, знахо-
димо шукану залежність швидкості падіння тіла від часу:

    .
1

2
1або,

1

1
22

2




















agtagt

agt

ea

g
v

e

e

a

g
v

Завдання 6. Знайти форму дзеркала, яке відбиває всі
промені, що виходять з даної точки, паралельно заданому на-
прямку.

Розв'язання
Перетнемо поверхню дзеркала площиною, яка проходить

через дану точку паралельно заданому напрямку. Оберемо цю
точку за початок прямокутної системи координат, направи-
мо вісь Oy по заданому напрямку відбитих променів (рис. 1.3).
Знайдемо рівняння кривої L, яка одержується при перетині
шуканої поверхні вказаною площиною.
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Рис. 1.3

Оскільки кут падіння дорівнює куту відбивання, то

і .23   Але ,13   тому MON – рівнобедрений,

OM = ON.

Рівняння дотичної MN:  .xXyyY   Нехай Х = 0, тоді

.0 yxyONY  Довжина відрізка ,22 yxOM 

т.  .; yxM
Прирівнявши знайдені вирази ON і OM, одержимо дифе-

ренціальне рівняння кривої L:

    .1або,
2

22 







x

y

x

y
yyxyyx

Розв'яжемо таке однорідне диференціальне рівняння:

;, uxuyuxy 

;
1

;1;1
2

22  



x

dx

u

du
ux

dx

du
uuuxu

 ;1;1;ln1ln 1
2

1
2

1
2 uxCuxCuuxCuu 



18

Н. О. Романчук, О. О. Гайша, О. В. Майборода

;21;21 1
22

1
2

1
22

1
2

x

y
xCxCuxuCxCu 

,
2

1
12;21

1

22
122

111
22

1 C

xC
yxCyCyCxC




.
1

2
або

1

22














C
C

C

Cx
y

Одержане рівняння описує сімейство парабол, симетрич-
них осі Oy із спільним фокусом у заданій точці O. Крива L
буде однією з парабол цього сімейства. Оскільки крива L роз-
міщена в довільній площині, яка проходить через вісь Oy, то
шукана поверхня дзеркала – це параболоїд

.
2

222

C

Czx
y




ІІІ. Завдання для самостійної роботи студентів

Завдання 1. Перевірити, чи буде задана функція розв'яз-
ком даного диференціального рівняння:

а) ;12,  yyxy

б) .2sintg,2sin
2

1
2

2

t
dt

dS
t

dt

Sd
ttS 

Завдання 2. Знайти загальні розв'язки диференціальних
рівнянь:

а)      ;021 23  dxydyx б)  ;1 xyy
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в)   ;1122 yyx г) ;




  x yeyxy

д) ;22 yxyyxy  е) .ln
x

y
yyx 

Завдання 3. Знайти частинні розв'язки диференціальних
рівнянь, які задовольняють початкові умови

а)   ;11,022  yyxy

б)       .11,011 3232  ydyxydxyx
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Практичне заняття 2

Лінійні рівняння. Рівняння Бернуллі.
Рівняння в повних диференціалах

I. Основні теоретичні відомості

Рівняння вигляду

   ,xqyxpy                                    (1)

де p(x), q(x) – задані і неперервні на деякому проміжку функції,
називаються лінійними диференціальними рівняннями першо-
го порядку.

Метод Бернуллі інтегрування рівнянь (1) полягає у відшу-
канні розв'язку у вигляді добутку y = uv, де u = u(x) і v = v(x) –
невідомі функції.

Ураховуючи, що ,vuvuy   рівняння (1) набуде вигляду

   .xquvxpvuvu                             (2)

Функцію v(x) підберемо так, щоб

  ,0 vxpv                                     (3)

звідки 
 

dxxp
ev  – один із розв'язків рівняння (3).
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Тоді 
       

., Cdxexquxqeu
dxxpdxxp

  

Отже, 
       

 dxexqeuvy
dxxpdxxp

 – загальний

розв'язок рівняння (1).

Рівняння Бернуллі

– це рівняння вигляду     ,0,де,   Ryxqyxpy

.1
Заміною  1yz  рівняння Бернуллі зводиться до лінійного.

Рівняння в повних диференціалах

Рівняння вигляду

    0,,  dyyxQdxyxP                          (4)

називається рівнянням у повних диференціалах, якщо його
ліва частина є повним диференціалом деякої функції u(x, y),
тобто

      .,,, dy
y

u
dx

x

u
yxdudyyxQdxyxP








       (5)

Для того щоб рівняння (4) було рівнянням у повних ди-
ференціалах, необхідно і достатньо, щоб виконувалась умо-

ва     
.

,,

x

yxQ

y

yxP









Загальний інтеграл рівняння (4) знаходимо у вигляді
u(x, y) = C, де

        ,,,, yyxFdxyxPyxu                 (6)
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F(x, y) – первісна функції P(x, y) по x; (y) – довільна дифе-
ренційовна функція.

Диференціюючи рівність (6) по y та враховуючи, що

 ,, yxQ
y

u





 отримуємо рівняння для знаходження невідомої

функції (y):

     .,
,,

yxQ
dy

d

y

yxF

y

yxu













ІІ. Завдання для аудиторної роботи

Завдання 1. Знайти загальні розв'язки диференціальних
рівнянь:

  ;341б);sinctgа) 2  xyyxxxyy

  ;1г);0ln13в) 322  xyyyxdyyxdxy

    ;23е);д) dyexedxyeeyxyy xyxy 

  .0sin1lnє) 







 dyy

y

x
dxyx

Розв'язання

а) xxyy sinctg   – лінійне рівняння, тоді ,uvy 

;vuvuy 

  ;sinctg;sinctg xxvvuvuxxuvvuvu 

;ctg;ctg;0ctg   dxx
v

dv
xvvxvv



23

Диференціальні  рівняння

;sinsinlnln xvxv 

.1;sinsin Cxuuxxu 

Отже,

  .sin xCxuvy 

б)   ;3412  xyyx

1

3

1

4
22 





xx

xy
y  – лінійне рівняння, тоді ,uvy 

;vuvuy 

;
1

3

1

4
;

1

3

1

4
2222 


















xx

xv
vuvu

xx

xuv
vuvu

;
1

4
;0

1

4
22  




 dx
x

x

v

dv

x

xv
v

 
   

;
1

3

1

1
;

1

1
1ln2ln

22222

2










xx
u

x
vxv

  .3
3

313 3
3

2 CxxCx
x

udxxdu 









 

Таким чином,  
 

,
1

1
3

22

3




x
Cxxuvy  або

   .31 322 Cxxxy 
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в)   ;0ln13  dyyxdxy

y

y

y

x
x

y

yx

dy

dx ln13
або

ln13 



  – лінійне рівняння,

x = x(y), тоді ;, vuvuxuvx 

 ;
3

ln13
;

3

ln13 y

y

v
vuvu

y

y

uv
vuvu
















;ln3ln;3;0
3 3yvyv

y

dy

v

dv

y

v
v  

;
ln1

;
ln1

4
3  




 dy
y

y
du

y

y
yu

.
3

ln

9

4

9

1

3

ln

3

1

9

1

3

ln11

3

1

3

ln1

3
,

,
1

,ln1
ln1

33333

3343

3

4

4

C
y

y

y
C

yy

y

y

C
yy

y
dy

yy

y

y
sds

y

dy

dy
y

dtty

dy
y

y
u










































 

Отже, або
3

ln

9

4

3

ln

9

4 33
33

Cy
y

yC
y

y

y
uvx 












.
9

4

3

ln3 
y

Cyx
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г) ;1322  xyyyx

2

3
2 1

xx

y
yy   або 22  yx

x

y
y – рівняння Бернул-л-

лі (– ), підстановка: .31 yyz  

Тоді ;
3

3 22 z
yyyyz


   ,

1

3 2xx

zz



  або 

2

33

xx

z
z    –

лінійне рівняння, z = z(x), тоді z = uv, ;vuvuz 

;
33

;
33

22 xx

v
vuvu

xx

uv
vuvu 






 

;3;0
3  

x

dx

v

dv

x

v
v

;
1

ln3ln
3x

vxv 

.
2

3
;3;3;

31 2

23
C

x
udxduxu

xx
u  

Отже, .
2

31

2

3
33

2

x

C

xx
C

x
uvz 












Оскільки ,3yz   то

.
2

3
3

3
3

x

C

x
zy 
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д) ,yxyy   або x
y

y

y

y



– рівняння Бернул-л-

лі .
2

1






 

Тоді підстановка: yyyz   2

1
1 ,  y

y
z

2

1

22
або,2;2

xz
zxzzz

y

y



   – лінійне рівняння,

тому z = uv, ;vuvuz 

;
22

;
22

xv
vuvu

xuv
vuvu 






 

;
2

1
;

2
;0

2   dx
v

dvv

dx

dvv
v

;
2

1
ln 2

x

evxv




;
2

1
;

2
;

2
222  


dxxedu

x
e

dx

dux
eu

xxx

.2

42
2

1
22

2

1

2,

,,

2

1

22

2222

22

2

Cexe

Cexedxexe

esdsdxe

dtdxtx
dxexu

xx

xxxx

xx

x





















































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Отже, ;22 2222

xxxx

CexeCexeuvz















  ура-

ховуючи, що ,yz   маємо

.2

2

22
















x

Cexzy

е)     ;23 dyexedxyee xyxy 

    ;023  dyexedxyee xyxy

















x

Q

y

P
ee

x

Q
ee

y

P xyxy ,,  рівняння в пов-

них диференціалах.

Знаходимо        ydxyeeyxu xy 3,

   .;3 yexe
y

u
yxyexe xyxy 






З того, що  ,, yxQ
y

u





 одержуємо

  ;2 xyxy exeyexe

   2y   ,2 1Cyy 

тоді .23 1Cyxyexeu xy 

Оскільки    ,, 2Cyxu    то  ,23 21 CCyxyexe xy 
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або

.23 Cyxyexe xy 

є)   0sin1ln 







 dyy

y

x
dxyx – рівняння в повних

диференціалах, оскільки .
1

1
yx

Q

y

P









Знаходимо

       ;ln
2

ln,
2

yyx
x

ydxyxyxu  
      ;sin1,; y

y

x
y

y

x
yxQ

y

u
y

y

x

y

u









      ,cossin1;sin1 1Cyydyyyyy  
 тоді   .cosln

2
, 1

2

Cyyyx
x

yxu 

Оскільки   ,, 2Cyxu   то

.cosln
2

2

Cyyyx
x



Завдання 2. Знайти частинні розв'язки диференціальних
рівнянь за початкових умов:

    ;01,
1

б);,0а) 


 yx
x

y
yxbayeyyx x
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  ;0,sec22в) 2  ydyyxydyxdxy

      .10,012г)  ydyxedxyex xyxy

Розв'язання

,0а)  xeyyx  або 
x

e

x

y
y

x

  –  лінійне рівняння, тоді

;, vuvuyuvy 

 ;;
x

e

x

v
vuvu

x

e

x

uv
vuvu

xx







 

;;;0  
x

dx

v

dv

x

v

dx

dv

x

v
v

;
1

lnln
x

vxv 

.;;
1

Ceudxedu
x

e

x
u xx

x

 
Отже,  

x
Ceuvy x 1
  – загальний розв'язок рівняння.

Застосуємо початкову умову   :bay 

     ;
1 aaa eabCCeab
a

Ceb 

 .1 ax eabe
x

y 
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б)   1
1

або,
1








xx

y
yx

x

y
yx  – лінійне рівняння,

тоді ;, uvvuyuvy 

    ;1
1

;1
1















xx

v
vuvu

xx

uv
vuvu

     ;1
;

1
;0

1  








xx

dx

v

dv

xx

v

dx

dv

xx

v
v

     .11
11

1






BxxA

x

B

x

A

xx

 Нехай х = 0, тоді А = 1; якщо х = –1, то В = –1; отже,

 ;
1

1lnlnln;
1

11












  x

x
vxxvdx

xxv

dv

.ln;
1

1

;
1

;1
1

Cxxudx
x

du

x

x

dx

du

x

x
u







 









Отже,  
1

ln



x

x
Cxxuvy  – загальний розв'язок

рівняння.
З початкової умови у(1) = 0 знаходимо C:

  ,1
2

1
10  СC  тоді  

1
1ln




x

x
xxy –

 частинний розв'язок.
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в) dyyxydyxdxy 2sec22  , або, поділивши на ydy,

    yx
y

x

dy

dx 2sec2
2

  – рівняння Бернуллі, x = x(y), 
2

1
 ,

 

.2
2

1
;2

1
1 z

x

x
x

x
zxxz 


 

Тоді y
y

x

x

x 2sec2
2




 після підстановки буде:

,sec2
2

2 2 y
y

z
z    або y

y

z
z 2sec  – лінійне рівняння,

тоді ;, vuvuzuvz 

 ;sec;sec 22 y
y

v
vuvuy

y

uv
vuvu 










 ;
1

;;0
y

v
y

dy

v

dv

y

v

dy

dv

y

v
v  

 ;sec;sec
1 22   dyyyduy
y

u












 yvdvdyy

dtdyty
dyyy

tg,sec

,,
sec 2

2

;coslntgtgtg Cyyydyyyy  
.coslntg Cyyyu 
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Тоді   .
1

coslntg
y

Cyyyuvz   Оскільки x = z2, тоо

 
2

2 1
coslntg

y
Cyyyx    – загальний розв'язок рівняння.

За початкової умови   0y  знаходимо значення C:

     .0
1

coslntg0
2

2 

 CC

Отже,   ,
1

coslntg
2

2

y
yyyx   або

  .coslntg
22 yyyxy 

г)     012  dyxedxyex xyxy  – рівняння в повних

диференціалах, оскільки .xyxy xyee
x

Q

y

P









Знайдемо функцію        ydxyexyxu xy2,

   .;2 yxe
y

u
yex xyxy 




  З того що  ,, yxQ
y

u





одержуємо:       .11 1Cyyyxeyxe xyxy 

Отже,   ;, 1
2 Cyexyxu xy   але   ,, 2Cyxu   тоді

,21
2 CCyex xy   або Cyex xy 2  – загальний розв'я-

зок рівняння.
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Знайдемо частинний розв'язок за початкової умови у(0) = 1:

отже,;210  СCe

.22  yex xy

Завдання 3. Знайти лінію, у якої відрізок, що відтинаєть-
ся на осі ординат дотичною в довільній точці:

а) пропорційний квадрату ординати точки дотику;
б) пропорційний кубу ординати точки дотику.

Розв'язання
Відрізок ON, який відтинаєть-

ся дотичною до кривої, проведеної
у т. М(х, у) (рис. 2.1), знаходить-
ся як сума ON = OA + NA. Оскіль-

ки ОА = у, АВ = х і ,tg xNA

то .tg xyON  Урахувавши, що

,  одержимо .tg xyON

а) За умовою задачі ,2kyON   тобто ,tg 2kyxy   або

).(tg2 ykyyxy    Одержали рівняння Бернуллі:

),2(2  y
x

k

x

y
y  або ,

1
2 x

k

xyy

y



  тоді підстанов-

ка: .
1

,
2

11 y
y

zyyz  

Отже, 
x

k

x

z
z   –  лінійне рівняння;

;;;,
x

k

x

v
vuvu

x

k

x

uv
vuvuvuvuzuvz 






 

Рис. 2.1
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;
1

;
1

lnln;;
x

k

x
u

x
vxv

x

dx

v

dv

x

v
v  

.Ckxuku   Тоді   ;
1

x

C
k

x
Ckxuvz 

,1
11111


ykxk

C

x

C
k

yy
z  або

1
y

b

x

a
 – шукане рівняння лінії,

де .
1

,
k

b
k

C
a 

б) Аналогічно ,3kyON   тобто ,3kyyxy   або

)3(3  y
x

k

x

y
y  – рівняння Бернуллі, тоді підстановкаа

.2, 321 yyzyyz  

Отже, ,
2 x

k

x

zz



  або  

x

k

x

z
z

22
  –  лінійне рівняння,

тому ;, vuvuzuvz 

;2;0
2

;
22  

x

dx

v

dv

x

v
v

x

k

x

uv
vuvu

;
21

;
1

ln2ln
22 x

k

x
u

x
vxv 

  .
1

;2
22

22

x

C
k

x
CkxuvzCkxukxu 
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Оскільки ,
1
2y

z   то ,1
111 2

222
 y

kxk

C

x

C
k

y
або

,1
22


y

b

x

a

де .
1

,
k

b
k

C
a 

Завдання 4. Знайти струм у котушці в момент t, якщо
її опір R, коефіцієнт індуктивності L, початковий струм і0 = 0,

електрорушійна сила змінюється за законом tEE  sin0

(врахувати, що коли змінний електричний струм і = і(t) про-
тікає по провіднику з коефіцієнтом індуктивності L і опором R,

то падіння напруги вздовж провідника дорівнює  Ri
dt

di
L  ).

Розв'язання
Закон падіння напруги вздовж провідника має вигляд

  ;,, 0 ktEEtEERi
dt

di
LE   закон зміни електрорушій-

ної сили .sin0 tEE 

Отже,  tERiiLRi
dt

di
LtE sinабо,sin 00

лінійне рівняння; ;, vuvuiuvi 

  ;0;sin0

t
L

R

evRvvLtERvvLuvuL



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R
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L
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L
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L
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L
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Звідси

 .cossinsin
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

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

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

















  зна-
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Якщо t = 0, i = 0, то ;
222

2





LR

L
C  отже,

.cossin
222

0














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
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E
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ІІІ. Завдання для самостійної роботи студентів

Завдання 1. Знайти загальні розв'язки диференціальних
рівнянь:

 ;0
1

в);1
21

б);а) 2
2







 y
x

y
yy

x

x
yeyy x

  ;0273д);г) 3223
2











 dyyxdxyxdyy

y

x
dxx

    .03232е) 2  dyyxdxy

Завдання 2. Знайти частинні розв'язки диференціальних
рівнянь за початкових умов:

     ;02,1а)   yeyyx x ;

  ;10,3б) 252  yxxyxy

      .
4

1,1в) 222 
 xdttxtxdxtt
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Практичне  заняття  3

Диференціальні рівняння вищих порядків.
Рівняння вищих порядків, які допускають

зниження порядку

I. Основні теоретичні відомості

Означення 1. Диференціальні рівняння, які містять похідні
вищих порядків, називаються диференціальними рівняннями
вищих порядків.

Порядок найвищої похідної невідомої функції, яка входить
у диференціальне рівняння, називається порядком цього
рівняння.

Рівняння

   0,...,,,  nyyyxF                              (1)

є диференціальним рівнянням n-го порядку, записаним у неяв-
ному вигляді, де x – незалежна змінна; у = у(х) – невідома
функція; F – відома функція.

Рівняння

    1,...,,,  nn yyyxfy                          (2)
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є  нормальним або явним диференціальним рівнянням n-го
порядку, розв'язаним відносно похідної у(п).

Означення 2. Розв'язком рівняння (2) на деякому інтер-
валі (a; b) називається n разів диференційовна на цьому інтер-
валі функція х, яка при підстановці в задане рівняння пе-
ретворює його на тотожність по x, тобто

 bax ; :           .,...,,, 1 xxxxfx nn 

Задача Коші полягає у знаходженні серед усіх розв'язків

рівняння (2) такого розв'язку    ,;, baxxyy   який при

 baxx ;0   задовольняє наступні початкові умови:

        ....,,, 1
00

1
0000

  nn yxyyxyyxy       (3)

Теорема 1 (про існування і єдиність розв'язку задачі

Коші). Якщо функція   1,...,,,  nyyyxf  та її частинні похідні

по аргументах    1...,,, nyyу  неперервні в деякій відкритій

області G функції, то для всякої точки    Gyyyx n  1
0000 ,...,,,

існує єдиний розв'язок у = у(х) рівняння (2), який задоволь-
няє початкові умови (3).

Загальний розв'язок диференціального рівняння n-го по-
рядку (2) містить n довільних сталих і має вигляд

 .,...,,, 21 nCCCxy                                (4)

Якщо загальний розв'язок рівняння записано в неявній
формі, тобто

   ,0,...,,, 21  nCCCx                             (5)

то його називають загальним інтегралом рівняння (2).
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Частинний розв'язок та частинний інтеграл знаходять-
ся із загального, якщо у співвідношенні (4) або (5) кожній
довільній сталій C1, C2, …, Cn надати конкретного числового
значення.

Рівняння вищих порядків, які допускають зниження
порядку

1) Рівняння вигляду y(n) = f (x), де  f (x) – задана неперер-
вна функція, розв'язується шляхом n послідовних інтегрувань.

2) Рівняння другого порядку   ,0,,  yyxF  яке не містить

явно шуканої функції, перетворюється у рівняння першого

порядку шляхом застосування підстановки ),(де, хzzzy 

тоді .zy 

3) Рівняння другого порядку   ,0,,  yyyF  яке не містить

явно незалежної змінної x, допускає зниження порядку, якщо
застосувати підстановку ),(де, уzzzy   тоді

   .








dy

dz
z

dx

dy

dy

dz

dx

dz
y

dx

d
yyzzy y

ІІ. Завдання для аудиторної роботи

Завдання 1. Знайти загальні розв'язки диференціальних
рівнянь:

;arctgв);
1

б);а) 2 xy
x

yey x 

     .)д;г) 4522 yxyyyx 
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Розв'язання

а) xey 2

Тричі проінтегрувавши, знаходимо загальний розв'язок
рівняння:

 ;
4

1
;

2

1
21

2
1

22 CxCeyCedxey xxx  
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8

1
32

2
1

2 CxCxCey x   де .
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1
C
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



x
y
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б) 

;ln;ln 11 xCdxxyCxy  

;lnln
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,lnln Cxxxdxxx
xvdvdx

dudx
x

uxxdx 
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
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
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





 
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2

ln 2

2

1 C
x

Cxxxy 
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2

2

1
ln

2
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1
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2
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C
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dxxx






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


















 
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 32

2

1

222

224
ln

2
CxC

x
C

xx
x

x
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
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Позначимо ,uy   тоді  22 uuxuy  рівняння
з відокремлюваними змінними.

Отже,

.
1

;
1

11

;;

11
1

22
22

xC

x
y

xC

x
uC

xu

x

dx

u

du
u

dx

du
x







 



44

Н. О. Романчук, О. О. Гайша, О. В. Майборода

Двічі інтегруючи рівняння, знаходимо загальний розв'язок:

 
;1ln

11

1

1
1

1

1

21
11

111

CxC
C

x
C

dx
xCC

dx
xC

x
y
























 

;1ln
11

21
11

xCdxxC
C

x
C

y 







 

;1ln
1

1ln

1

1
11ln

1
1ln

,

,
1

,1ln
1ln

1
1

1

1
1

1

1
1

1

1
1

1

xC
C

xxCx

dx
xC

xCx

dx
xC

xC
xCx

xvdvdx
xC

C
duuxC

dxxC















































 .1ln
11

2

1ln
1

1ln
1

2

31
11

2
11

2

321
1

1
11

2

CxC
C

x

C
xC

CC

x

CxCxC
C

xxCx
CC

x
y
































45

Диференціальні  рівняння

д)    45 yxy 

Позначимо     ;, 54 uyuy   тоді ;;  
x

dx

u

du
uux

.lnln 11 xCuCxu 
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Завдання 2. Знайти загальні розв'язки рівнянь:

;lnв);б);а)
x

y
yyxxyyyyx




   

  .)е

;02)д;21г)

22

22

yyyyy

yyyyyy




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Розв'язання

Рівняння (а–в) не містять явно змінну y, підстановка: ,zy 

;zy  рівняння (г–е) не містять явно змінну x, підстановка:

., zzyzy 

 zzxzyzyyyx ,;а)  рівняння з відо-
кремлюваними змінними;

  ;;lnln; 111 xCyxCzCxz
x

dx

z

dz  

,
2 2

2
12

2

1 CxCC
x

Cy 

де .
2
1

1
C

C




б) ,,; xzzzyzyxyy   або  xzz

лінійне рівняння, тоді ;;; xuvvuvuvuvuzuvz 

;;;ln;    dxxeduxeuevxvvv xxx

;

,

,,

Cexedxexe

evdvdxe

dtdxtx
dxxe

xxxx

xx
x

























    
;1;1

1;1

11

11

xx

xxx

eCxyeCx

eCxeuvzCxeu



 
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  .
2

1 21

2

1 CeCx
x

dxeCxy xx  

в) 
x

z
zzxzyzy

x

y
yyx ln;;;ln 


  або 

x

z

x

z
z ln

однорідне рівняння, тоді ;, uxuzuxz 

;ln;ln;ln uuuxuuuuxu
x

ux

x

ux
uxu 

    ;
1ln

;1ln  



x

dx

uu

du
uux

dx

du

;1lnln1lnln 11 xCuxCu 

;;1ln 11
1

11   xCxC e
x

z
euxCu

;;; 111 111    dxxedyxeyxez xCxCxC

 
;

11

1
,

,,

1
2
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
1

2111

11
1
































xCxCxCxC

xCxC
xC

e
C

e
C

x
dxe

C
e

C

x

e
C

vdvdxe

dudxux
dxxe

;

    ,
1 121

2
11

1 CeCCxCe
CC

x
y C

x
xC 














де .
1

1C
C 
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г)    zzyzzzyzyyyy 21;,;21 22  рівняння
з відокремлюваними змінними;

 ;
1

2
;12

2
2  




y

dy

z

dzz
z

dy

dz
yz

  ;1ln1ln 1
2

1
2 yCzCyz 

;
1

;1тоді,1
1

11  


 dx
yC

dy
yCyyCz

       .1
4

1
2 2

212
1

21
1

CxyC
C

CxyC
C



д)    ;02;,;02 22  zzyzzzyzyyyy

;
1

lnln2;2;2
Cy

zCyz
y

dy

z

dz
zyz  

 ;;;
1

1
1

1
1  














 dxCdyy

y

C
y

C
C

y

C
z

;
2

3

2

3
;

3

2
21

2

3

21
2

3

CxCyCxCy 

  ,3

2

21 CxCy 

де .
2

3
;

2

3
2211 CCCC 
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е)   ;;;22 zzyzyyyyyy 

 y
y

z
zzyzzzy або,22  лінійне рівняння, тоді

;, vuvuzuvz 

 ;;;  
y

dy

v

dv

y

v
vy

y

uv
vuvu

;lnln yvyv 

 ;;1; 11 CyyzCyuuyyu   отже,

    ;;
1

1  


 dx
Cyy

dy
Cyyy

    ;1
1

1
11







ByCyA
Cy

B

y

A

Cyy

знаходимо коефіцієнти A і B: якщо у = 0, ;
1

1
1

1 C
AAC 

якщо ,1Cy   то  ;
1

1
1

1 C
BBC 

  ;ln
1111

111111 Cy

y

C
dy

CyCyCCyy

dy














 

 отже, .ln
1

2
11

Cx
Cy

y

C



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Завдання 3. Знайти частинні розв'язки диференціальних
рівнянь:

      ;30,10,21)а 2  yyyxxy

      ;12,22,0)б 2  yyyyxyx

        ;11,11,)в 32  yyyyyy

     ;01,11,1г) 3  yyyy

Розв'язання

а)   ;212 yxxy   підстановка: ,, zyzy   тоді

  ;
1

2
;21

2
2  


x

dxx

z

dz
xzxz

   ;11lnln 2
11

2  xCzCxz

 .12
1  xCyyz

Застосуємо умову   ,330 1  Cy  тоді  ;13 2  xy

  .3;
3

3;13 2
3

2

3
2 CxxyCx

x
ydxxy 










 

За умови у(0) = 1 знаходимо С2 = 1; отже,

.133  xxy
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б)   ;02  yyxyx  підстановка: ,, zyzy   тоді

,;0 22 z
x

z
zzxzzx   або 


 1

1
2 zxz

z
 рівняння

Бернуллі .
1

,),2(
2

11 z
z

pzzp  

Тоді  1
x

p
p  лінійне рівняння, ;, vuvupuvp 

 ;
2

1
1

;
1

;1 1

2

C
x

u
x

u
x

v
x

v
v

x

uv
vuvu 

;
2

21
;

2

2

2

1

1
2

1
2

1

2

Cx

x

p
z

x

Cx
C

x

x
uvp


















.
2

2

1
2 Cx

x
yyz




Якщо   тоді,0
24

4
1то,12 1

1



 C

C
y ;

22
2 xx

x
y 

.ln;ln2;
2

2
2

2 CxyCxydx
x

y  
За умови, що у(2) = 2, С2 = 2 – In4.

Отже, ,4ln2ln 2  xy  або

.2
4

ln
2


x

y
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в)     ;32 yyyy   підстановка: ;, zzyzy 

    ;
1

;
1

1
;

2
32  









y

dy

zz

dz

yzz

zz
zzzzy

    ;11;
11

1






BzzA

z

B

z

A

zz

;10,11  АzВz

  ;
1

ln1lnln
11 z

z
zz

z

dz

z

dz

zz

dz 





 

 ;
1

1
1

;
11

1ln
1

1ln
11

1 yCzyCz
Cy

z


.
1

;
1

11

1

1

1

1

1

1










yC

yC
yyz

yC

yC
z

yC

yC

z

За умови   11 y  одержуємо: .
2

1

1
1 1

1

1 


 C
C

C

Отже, 
;

2
;

2
;

1
2
1

2
1

dxdy
y

y

y

y
y

y

y
y 









.ln2;
2

1 2Cxyydxdy
y









 

Оскільки у(1) = 1, то 1 = 1 + С2  .02  C
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Таким чином, ,ln2 xyy   або

.ln2 yxy 

г) ;13 yy  підстановка ,zy   ;zzy 

;2
1

;
2

1

2
;

1
;1 12

2
12

2

3
3 C

y
zC

y

z
dy

y
dzzzzy  

  .2
1

12
2 C

y
yyz 

Застосуємо умову   .
2

1
01 1  Cy

Отже,   ;
1

;1
1

;1
1

222
2  


 dx

y

dyy

y
y

y
y

.1 2
2 Cxy 

З того, що у(1) = 1, знаходимо С2 = –1, тоді ;11 2 xy 

  ,11 22 xy   звідки

.2 2xxy 

Завдання 4. Локомотив рухається на горизонтальній
ділянці шляху зі швидкістю 72 км/год. За який час і на якій
відстані він буде зупинений, якщо опір руху після початку галь-
мування дорівнює 0,2 його ваги?
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Розв'язання
За другим законом Ньютона диференціальне рівняння ру-

ху локомотива буде ,2,0
2

2

mg
dt

Sd
m   де S – шлях, пройдений

за час t; m – маса локомотива; g – прискорення сили тяжіння.
Інтегруючи двічі це рівняння, одержимо

.1,0,2,0 21
2

1 CtCgtSCgt
dt

dS


Знаходимо значення сталих C1 і C2, застосовуючи почат-

кові умови. При t = 0, .00 2  CS

Оскільки 20.тос,м20годкм72 1  C
dt

dS
v

Отже, рівняння руху локомотива при заданих початкових

умовах буде   ).м(1,020,см2,020 2gttSgtv
dt

dS


Поклавши v = 0, знайдемо час гальмування, за який локо-
мотив буде зупинено:

 .с2,10
2,0

20


g
t

Тоді гальмівний шлях буде таким:

.м1022,108,91,02,1020 2 S

Завдання 5. Куля входить у дошку товщиною 10 см зі
швидкістю 200 м/с, а вилітає з дошки зі швидкістю 50 м/с.
Скільки часу продовжувався рух кулі через дошку, якщо опір
дошки руху кулі пропорційний квадрату її швидкості?
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Розв'язання
Диференціальне рівняння руху кулі через дошку

,
2

2

2









dt

dS
k

dt

Sd
m  або ,

2

2

2







 








m

k
a

dt

dS
a

dt

Sd
 де m –

маса кулі; S – шлях, пройдений нею через дошку за час t.

Позначимо .тоді,
2

2

dt

dv

dt

Sd
v

dt

dS
  Отже, маємо:

.
11

;;
1

12
2

Cat
vCat

v
dta

v

dv
av

dt

dv


 

З початкової умови v = 200 при t = 0 знаходимо .
200

1
1 C

Тоді швидкість руху кулі через дошку буде ;
2001

200

at
v




  .1200ln
1

;
1200

200;
1200

200
2Cat

a
S

at

dt
dS

atdt

dS






 

За умови, що S = 0 при t = 0, знаходимо C2 = 0. Отже, шлях,

пройдений кулею через дошку, буде  .1200ln
1

 at
a

S  По-

клавши v = 50 м/c і S = 10 см = 0,1 м, отримаємо систему умов

 ,1200ln
1

1,0і
1200

200
50 


 at

aat
 звідки знаходимо a = 10In4

і шуканий час

.с001,0
4ln2000

3
t
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Завдання 6. Ланцюг, підвішений на гладкому крюці, спов-
зає вниз. На початку руху з одного боку крюка звисає 10 м
ланцюга, а з іншого – 8 м. Знайти, за який час сповзе весь
ланцюг і якою буде швидкість ланцюга в початковий момент
його вільного падіння (опором знехтувати).

Розв'язання
 Якщо в момент часу t довжина сповзаючої вниз ділянки

ланцюга дорівнює S, то сила F, яка рухає ланцюг вниз, дорів-
нює різниці між масами частин ланцюга, які звисають по різні

боки крюка, тобто  ,18 SggSF   де – маса 1 м лан-
цюга; g – прискорення сили тяжіння.

За другим законом механіки диференціальне рівняння руху

ланцюга буде     99або,9218
2

2

2

2

Sg
dt

Sd
Sg

dt

Sd

рівняння другого порядку, яке не містить явно незалежну

змінну t, тоді   .,,
2

2

Szzzz
dt

Sd
z

dt

dS


Отже,     ;99;99   dSSgdzzSgzz

    .99
2

9
22

9
1

22122 CSgz
C

S
g

z 

Оскільки за умовою задачі S = 10, v = 0, то C1 = –g; тоді

    ;19
3

99 22  S
g

zgSgz

 
 

;
319

;19
3 2

2  


 dt
g

S

dS
S

g

dt

dS
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  .
3

199ln 2
2 Ct

g
SS 

За початкової умови t = 0, S = 10 знаходимо  21ln C

.02 C  Тоді час   18  при;199ln
3 2  SSS
g

t

отримаємо

  с.9,2809ln
3


g

t

Швидкість ланцюга в початковий момент вільного падіння

 с.м3,9
3

80


g
v

ІІІ. Завдання для самостійної роботи студентів

Завдання 1. Знайти загальні розв'язки диференціальних
рівнянь:

;)в;2cosб);60а) 2 yyxxyxy 

    ;12е);д);г) 22 


 yyyxx
x

y
yyy

        .0ln1ln1ж);)є 22  yyyyyyyy

Завдання 2. Знайти частинні розв'язки диференціальних
рівнянь за початкових умов:

    ;10,20,3а) 2  yyxy

    ;42,02,б)
2







 yy
y

x

x

y
y

        .11,21,12в) 2  yyyyy
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Практичне заняття 4

Лінійні диференціальні рівняння вищих порядків.
Рівняння зі сталими коефіцієнтами. Неоднорідні

рівняння зі спеціальною правою частиною

I. Основні теоретичні відомості

Означення 1. Рівняння

           ,...1
10 xyxbyxbyxb n

nn          (1)

де b0(x), b1(x), …, bn(x), (x) – задані функції, а невідома функ-
ція y = y(x) і всі її похідні лише в першому степені, називається
лінійним диференціальним рівнянням n-го порядку.

Функції bi(x), i = 0,1, ..., n називають коефіцієнтами рівнян-
ня, а  (x) – його вільним членом. Якщо (x) = 0, то рівняння

(1) називають однорідним; якщо ж    0x неоднорідним.

Означення 2. Рівняння

    ,021  yxayxay                          (2)

де a1(x),  a2(x) – задані функції, називаються лінійними одно-
рідними диференціальними рівняннями другого порядку.
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Теорема 1. Якщо функції y1(x) і y2(x) – розв'язки рівнян-

ня (2), то функція    ,2211 xyCxyCy   де C1, C2 – довільні
сталі, теж є розв'язком цього рівняння.

Означення 3. Функції y1(x) і y2(x) називаються лінійно
незалежними на проміжку (а; b), якщо

    ,02211  xyxy                               (3)

де 1, 2 – дійсні числа, справджується лише тоді, коли
1 = 2 = 0. Якщо ж хоча б одне з чисел 1 чи 2 відмінне від
нуля і виконується тотожність (3), то функції y1(x) і y2(x) нази-
ваються лінійно залежними на (а; b).

Функції y1(x) і y2(x) тоді і тільки тоді лінійно залежні
на проміжку (а; b), коли існує таке стале число , що для всіх

 bax ;  виконується рівність 
 
     .або, 21

2

1 xyxy
xy

xy


Означення 4. Якщо y1 = y1(x) і y2 = y2(x) – функції від x, то

визначник   2121
21

21 yyyy
yy

yy
xW 


  називається визнач-

ником Вронського, або вронськіаном.

Теорема 2. Якщо функції y1(x) та y2(x) – диференційовні
і лінійно залежні на проміжку (а; b), то визначник Вронсько-

го   0xW  на (а; b).

Теорема 3. Якщо функції y1(x) та y2(x) – лінійно незалежні
розв'язки рівняння (2) на проміжку (а; b), то визначник
Вронського цих функцій не дорівнює нулю в жодній точці
цього проміжку.
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Тепер можна сформулювати умови, згідно з якими функ-

ція    xyCxyCy 2211   буде загальним розв'язком рівняння (2).

Теорема 4 (про структуру загального розв'язку однорід-
ного рівняння). Якщо функції y1(x) та y2(x) – два лінійно неза-
лежні на проміжку (а; b) розв'язки рівняння (2), то функція

   ,2211 xyCxyCy                               (4)

де C1, C2 – довільні сталі, є його загальним розв'язком.

Означення 5. Рівняння

     ,21 xfyxayxay                         (5)

де 1(x), 2(x), f(x) – задані і неперервні на (а; b) функції, нази-
вається лінійним неоднорідним диференціальним рівнянням
другого порядку. Ліву частину рівняння (5) називають відпо-
відним йому однорідним рівнянням.

Теорема 5 (про структуру розв'язку неоднорідного
рівняння). Загальним розв'язком рівняння (5) є сума його
довільного частинного розв'язку y* та загального розв'язку y

відповідного однорідного рівняння, тобто    .* xyxyy 

Метод варіації довільних сталих

Нехай
     xyCxyCxy 2211                             (6)

– загальний розв'язок відповідного до (5) однорідного рівняння.
Якщо у формулі (6) замінити довільні сталі C1, C2 на неві-

домі функції C1(x) і C2(x), то отримана функція

        xyxCxyxCy 2211                            (7)
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тоді буде частинним розв'язком рівняння (5), коли функції
C1(x), C2(x) задовольнятимуть систему умов:

       
         







.

,0

2211

2211

xfxyxCxyxC

xyxCxyxC                    (8)

Лінійні диференціальні рівняння
зі сталими коефіцієнтами

Означення 6. Рівняння вигляду

,0 qyypy                                  (9)

де p, q – дійсні числа, називається лінійним однорідним рівнян-
ням другого порядку зі сталими коефіцієнтами.

За методом Ейлера частинні розв'язки рівняння (9) зна-

ходяться у вигляді функцій ,kxey   де k – стале число, якее
є коренем відповідного характеристичного рівняння

.02  qpkk                                 (10)

Позначимо через k1, k2 корені характеристичного рівнян-
ня (10).

Можливі три випадки:
І. Якщо k1, k2 – дійсні різні корені рівняння (10), то загаль-

ний розв'язок рівняння (9) знаходиться за формулою

.21
21

xkxk eCeCy                               (11)

ІІ. Якщо  ik 2,1  комплексно-спряжені корені
рівняння (10), тоді загальний розв'язок рівняння (9) запишеться
у вигляді

 .sincos 21 xCxCey x                        (12)
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ІІІ. Якщо   kkk 21  дійсні і рівні корені характери-
стичного рівняння (10), то загальний розв'язок рівняння (9)
має вигляд

 .21 xCCey kx                                 (13)

Неоднорідні диференціальні рівняння
зі спеціальною правою частиною

Означення 7. Рівняння вигляду

 ,xfqyypy                            (14)

де p, q – дійсні числа і    0xf  задана неперервна на деяко-
му проміжку (а; b) функція, називається лінійним неоднорід-
ним рівнянням другого порядку зі сталими коефіцієнтами.

Загальний розв'язок рівняння (14) є сумою загального
розв'язку   відповідного однорідного рівняння, який знахо-
диться за формулами (3–5), та довільного частинного розв'яз-
ку у*, який можна знайти методом варіації довільних сталих.

Проте для рівнянь зі спеціальною правою частиною ча-
стинний розв'язок може бути знайдений значно простіше.

Розглянемо наступні випадки:
І. Якщо f(x) має вигляд

   ,xPexf n
x                                  (15)

де – дійсне число; Pn(x) – багаточлен степеня n від x, то
частинний розв'язок рівняння (14) доцільно шукати у вигляді

 .* xQexy n
xr                                 (16)

У формулі (16) Qn(x) – багаточлен з невизначеними коефі-
цієнтами того ж степеня, що й Pn(x), а r – кількість коренів
характеристичного рівняння, які дорівнюють  (r = 0, 1, 2).
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ІІ. Завдання для аудиторної роботи

Завдання 1. Знайти загальні розв'язки лінійних одно-
рідних рівнянь:

;044б);0823а)  yyyyyy

  ;016г);0584в) 4  yyyyy

  .02д) 4  yyy

Розв'язання

а) ;0823  yyy

 0823 2 kk  характеристичне рівняння, ,
3

4
1 k

 22k  його дійсні різні корені, тоді

x
x

eCeCy 2
2

3

4

1 


– загальний розв'язок диференціального рівняння.

б) ;044  yyy

  202або,044 21
22  kkkkk  – дійсні рів-

ні корені характеристичного рівняння, отже,

 21
2 CxCey x  

– загальний розв'язок рівняння.
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в) ;0584  yyy

 ikDkk
2

1
1;16;0584 2,1

2  комплексно-спря-

жені корені характеристичного рівняння, тому







 

2
sin

2
cos 21

x
C

x
Cey x

– загальний розв'язок.

г)   ;0164  yy

   ;2;2044;016 4,32,1
244 ikkkkk 

.2sin2cos 43
2

2
2

1 xCxCeCeCy xx  

д)   ;024  yyy

  або,12;02 22234  kkkkkk

  ;1;001 4321
22  kkkkkk

 .4321 CxCeCxCy x  

Завдання 2. Знайти частинні розв'язки однорідних рів-
нянь за початкових умов:

    ;100,60,034а)  yyyyy

    ;00,20,044б)  yyyyy

    .00,30,054в)  yyyyy
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Розв'язання

а) ;034  yyy

 xx eCeCykkkk 3
2121

2 ;3,1034 загаль-

ний розв'язок; .3 3
21

xx eCeCy 
За початкових умов     100і60  yy   одержуємо такуу

систему для знаходження C1 і C2:

    















.2

,4

103

,6

2

1

21

21

C

C

CC

CC

Отже,
xx eey 324 

– частинний розв'язок рівняння.

б) ;044  yyy

  
2

1
012або,0144 21

22 kkkkk

    


2
121

2
21

2

2

1
,

xxx

eCCxCeyCxCey  загаль-

ний розв'язок.
З умови у(0) = 2 знаходимо С2 = 2; тоді за умови, що

  00 y  і С2 = 2, знаходимо С1 = 1.
Отже, частинний розв'язок рівняння

 .22 


xey
x
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в)  ;054  yyy

 ,sincos2,054 21
2

2,1
2 xCxCeyikkk x  

   .cossinsincos2 21
2

21
2 xCxCexCxCey xx  

Оскільки у(0) = –3, то С1 = –3; тоді за умови, що   00 y
і С1 = –3, знаходимо С2 = –6. Отже,

 xxey x sin6cos32  

– частинний розв'язок.

Завдання 3. Знайти загальні розв'язки неоднорідних
рівнянь:

;54б);62а) 2 xeyyxyyy 

;2г);sin1096в) xxeyyxyyy 

.5,2sin251,052д) 5,2 xeyy x  

Розв'язання

а) ;62 2xyyy 

 02yyy  відповідне однорідне рівняння,
k2 + k – 2 = 0 – його характеристичне рівняння, корені якого

k1 = –2, k2 = 1, тоді   xx eCeCy 2
2

1  загальний розв'язок
відповідного однорідного рівняння.

Знайдемо частинний розв'язок заданого рівняння у вигля-

ді функції     ,2,2);0( **2* AyBAxyrCBxAxy 






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тоді ;622222 22 xCBxAxBAxA 

  .622222 22 xCBAxBAAx 

Порівнюючи коефіцієнти при відповідних степенях x, за-
писуємо систему для знаходження A, B, C:

































.
2

9

,3

,3

022

,022

,62

C

B

A

CBA

BA

A

Тоді частинний розв'язок ,
2

9
33 2*  xxy  а загальний –

.
2

9
33 2

2
2

1
*   xxeCeCyyy xx

б) ;54 xeyy 

 ikkk 2,4,04 2,1
22 корені характеристично-

го рівняння відповідного однорідного рівняння;

 xCxCy 2sin2cos 21   – його загальний розв'язок.

Знаходимо частинний розв'язок: );0(*  rAey x

    ,154,** 





AeAeAeAeyy xxxx   тоді .* xey 

Отже,
xexCxCyyy  2sin2cos 21

*

– загальний розв'язок.
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в) ;sin1096 xyyy 

  
21

3
21

2 3,096 CxCeykkkk x  загаль-

ний розв'язок; );0(sincos*  rxBxAy

    ;sincos;cossin ** xBxAyxBxAy 





;sin10sin9cos9cos6

sin6sincos

xxBxAxB

xAxBxA





     ;sin10sin86cos68 xxBAxBA 




























,
5

4

,
5

3

543

,034

1086

,068

B

A

BA

BA

BA

BA

отже,  xxy sin
5

4
cos

5

3*   – частинний розв'язок, тоді

  xxCxCeyyy x sin
5

4
cos

5

3
21

3*  

– загальний розв'язок.

г) ;2 xxeyy 

;2,02 2
2

2
12,1

2 xx eCeCykk  

  ),0(*   reBAxy x

     ,* BAAxeAeBAxey xxx 
 

     ;2* ABAxeAeBAAxey xxx 
 
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    ;22 xxx xeBAxeABAxe  

,2 xABAx   звідки –А = 1, –В – 2А = 0; А = –1, В = 2;

  .2* xexy 

Отже,

  xxx exeCeCyyy   22
2

2
1

*

– загальний розв'язок.

д) ;5,2sin251,052 5,2 xeyy x  

.;5,2,0052 5,2
2121

2 xeCCykkkk 

Для знаходження частинного розв'язку y* застосуємо

теорему про накладання розв'язків, тобто ,*
2

*
1

* yyy  де

),15,2,5,2( 2
5,2*

1   rkAxey x

  ,5,2;5,2sin5,2cos 5,25,2*
1

*
2

xx AxeAeyxBxAy  




 
.25,65

25,65,25,2

5,25,2

5,25,25,2*
1

xx

xxx

AxeAe

AxeAeAey










 
;1,05,125

5,1210

5,25,25,2

5,25,2

xxx

xx

eAxeAe

AxeAe









.02,0тоді,02,01,05 5,2*
1

xexyАA 
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Знаходимо   ,5,2cos5,25,2sin5,2*
2 xBxAy 


   ;5,2sin25,65,2cos25,6*2 xBxAy 

,5,2sin255,2cos5,125,2sin5,12

5,2sin5,125,2cos5,12

xxBxA

xBxA





   
,5,2sin25

5,2sin5,125,125,2cos5,125,12

x

xBAxBA





 







,255,125,12

,05,125,12

BA

BA

звідки A = B = 1, тоді .5,2sin5,2cos*
2 xxy 

Отже,

.5,2sin5,2cos02,0 5,25,2
21

*
2

*
1

xxexeCC

yyyy

xx 



 .

Завдання 4. Знайти частинні розв'язки неоднорідних
рівнянь, які задовольняють початкові умови:

    ;00,70,2sin159а)  yyxyy

    ;
27

70
0,00,33б) 2  yyxxyy

    .5,00,50,2в) 2  yyexyy x
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Розв'язання

а) ;2sin159 xyy 

;3sin3cos3,09 212,1
2 xCxCyikk 

),0(2sin2cos*  rxBxAy

  ,2cos22sin2* xBxAy 


  ;2sin42cos4* xBxAy 


;2sin152sin92cos92sin42cos4 xxBxAxBxA 

;0,052sin152sin52cos5  АAxxBxA

.2sin3;3,155 * xyВB 

Отже,

 xxCxCyyy 2sin33sin3cos 21
* 

– загальний розв'язок рівняння.

Знайдемо частинний розв'язок, який задовольняє почат-

кові умови:   ;770 1  Cy

  ,2cos63cos33sin3 21 xxCxCxy 

  .2,06300 22  CCy

Тоді

xxxy 2sin33sin23cos7 

– частинний розв'язок рівняння.
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б) ;33 2xxyy 

;3,0,03 3
2121

2 xeCCykkkk 

  ),10,0( 1
232*  rkCxBxAxxCBxAxy

    ;26,23 *2* BAxyCBxAxy 





;336926 22 xxCBxAxBAx 

  ;332669 22 xxCBxBAAx 

.
27

11

18

11

9

1

;
27

11

,
18

11

,
9

1

032

,366

,19
23* xxxy

C

B

A

CB

BA

A




































Отже,

 xxxeCCyyy x

27

11

18

11

9

1 233
21

* 

– загальний розв'язок рівняння.
Знайдемо частинний розв'язок за умови, що у(0) = 0,

тоді С1 + С2 = 0 і   ,
27

70
0 y значить,

  
27

11

9

11

3

1
3 23

2  xxeCxy x ,
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тобто .1;1
27

11
3

27

70
2122  CCCC

Тоді

xxxey x

27

11

18

11

9

1
1 233 

– частинний розв'язок рівняння.

в) ;2 2 xexyy 

;1,0,0 2121
2 xeCCykkkk 

  );0(2*  reCBxAxy x

     
   ;2

2

2

2*

x

xx

eCBxBAAx

eCBxAxeBAxy






      
   ;224

222

2

2*

x

xx

eCBAxBAAx

eCBxBAAxeBAAxy






  
   ;22

224

22

2

x

x

exCBxBAAx

eCBAxBAAx





  ;2232262 22 xCBAxBAAx 
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  .5,33

;5,3

,3

,1

0232

,026

,22
2* xexxy

C

B

A

CBA

BA

A




























 Отже,

  xx exxeCCyyy   5,332
21

*

– загальний  розв'язок.

За початкових умов у(0) = 5 і   5,00 y  знаходимо C1 і C2:

;5,15,35 2121  CCCC

      ;5,3332 2
2

xxx exxexeCxy  

;5,1тоді,05,335,0 122  CCC

  xexxy  5,335,1 2

– частинний розв'язок.

Завдання 5. Скласти загальний розв'язок неоднорідних
рівнянь, знаходячи їх частинні розв'язки методом варіації до-
вільних сталих:

1) ;0ctg2  xyy

2)  ,xfyy   якщо:

а)   ;
1 x

x

e

e
xf


        б)   ;1 22 xx eexf 

в)   .cos2 xx eexf 
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Розв'язання

1) ,0ctg2  xyy  або ;ctg2 xyy 

 xCxCyikk sincos,,01 212,1
2  загальний роз-

в'язок відповідного однорідного рівняння.
Знайдемо частинний розв'язок у вигляді функції

    ,2211
* yxCyxCy   тобто     ,sincos 21

* xxCxxCy 
де невідомі функції С1(х) і С2(х) знаходимо із системи

 

   
     

   
   



















;ctgcossintg

,tg

ctgcossin

,0sincos

2
22

21

2
21

21

xxxCxxxC

xxCxC

xxxCxxC

xxCxxC

     ;ctg
cos

1
;ctgcos

cos

sin 2
2

2
2

2 x
x

xCxx
x

x
xC 












    ;
sin

cos
;cosctg

2

3

2
2

2
x

x
xCxxxC 

   

  ;
sin

1
sinsin

sin

1
1

sin

sin1cos

2

2

2

2

x
xxd

x

dx
x

xx
xC







 












76

Н. О. Романчук, О. О. Гайша, О. В. Майборода

 

   

;sin
sin

1

sin

sin1

sin

cos

cos

sin

sin

cos
tg

22

2

3

21

x
xx

x

x

x

x

x

x

x
xxCxC








  ;cos
2

tglnsin
sin

1
1 x

x
dxx

x
xC 






  

 

   

;2
2

tglncos1sincos
2

tglncos

sin
sin

1
sincoscos

2
tgln

sincos

22

21
*









 












x
xxx

x
x

x
x

xxx
x

xxCxxCy

 .2
2

tglncossincos 21
* 

x
xxCxCyyy

2)  ;xfyy 

 xeCCykkkk 2121
2 ;1;0;0 загальний роз-

в'язок відповідного однорідного рівняння. Частинний розв'я-

зок будемо шукати у вигляді     .21
* xexCxCy 

 

   

 












x

x
x

x

e

e
exC

exCxC

1

,0

а)
2

21
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   ;
1

1
2 xe

xC




   

   ;1lnln1ln
1

1
1

,1ln,1

1
2

xxx

x

x

exee
t

dt

t

dt

tt

dt

t

dt
dx

txte

e

dx
xC







































  
 
   















,11,
1

1
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Завдання 6. Кулька котиться по гладкому жолобу, який
вигнутий по циклоїді (рис. 4.1). Не враховуючи тертя і опору
повітря, знайти залежність шляху, пройденого центром тяжі-
ння кульки, від часу.

Розв'язання
Якщо тіло масою m руха-

ється на площині чи в про-

сторі, то рівнодіюча сила F
і прискорення  його центра
тяжіння пов'язані, згідно
з другим законом Ньютона,

співвідношенням . mF

Проектуючи вектори F
і  на довільну вісь, напри-

клад k, можна отримати співвідношення, яке містить ска-
лярні величини, тобто .kk mF 

Проектуючи прискорення центра тяжіння кульки і діючу
на неї силу на напрямок дотичної до циклоїди, отримаємо
диференціальне рівняння руху центра тяжіння кульки:

,sin
2

2

 mg
dt

Sd
m

де 


AMS  шлях, пройдений центром тяжіння кульки за
час t; m – маса кульки; g – прискорення сили тяжіння.

Ураховуючи параметричні рівняння циклоїди

 ,sin ax  ,cos1  ay  виразимо sin  через S:

   .
2

ctg

2
sin2

2
cos

2
sin2

cos1

sin

2














da

da

dx

dy
y

 

Рис. 4.1
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Тоді диференціал дуги циклоїди
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ctg11 222 
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Довжина її дуги AM
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

З рис. 4.1 визначаємо   ,tgtg y  тому
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1sin
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

Отже, ,
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1
2

2







 

a

S
g

dt

Sd
 або aggS

dt

Sd
a 44

2

2

  – лінійне

неоднорідне рівняння зі сталими коефіцієнтами. Його

характеристичне рівняння 04 2  gak  має корені
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,
42,1 ri

a

g
ik   тоді загальний інтеграл відповідного

однорідного рівняння .sincos 21 rtCrtCu 
Частинний інтеграл S1 неоднорідного рівняння складає-

мо за виглядом правої частини:

S1 = A,  тоді .4;44 1 aSaAaggA 

Загальний розв'язок: ;sincos4 211 rtCrtCaSuS 
значення констант C1 і C2 знаходимо з початкових умов

;440,0,0,0 11 aCCa
dt

dS
St 

.00,cossin 2221  CrCrtrCrtrC
dt

dS

Таким чином, шукана залежність шляху, який проходить
центр тяжіння кульки, від часу буде

.
4

cos14 









a

g
taS

ІІІ. Завдання для самостійної роботи студентів

Завдання 1. Знайти загальні розв'язки диференціальних
рівнянь:

;034б);065а)  yyyyyy

;0256г);033в)  yyyyyyy

;3cos8е);222д) xyyxyyy 

.2є) xxeyyy 
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Завдання 2. Знайти частинні розв'язки диференціальних
рівнянь при заданих початкових умовах:

    ;10,00,0а)  yyyy

    ;10,10,022б)  yyyyy

    ;1,1,02sinв)  yyxyy

    ;2,30,10,61810102г) 2  yyxxyyy

    ;5,50,30,415164д) 2

3




yyeyyy
x

      .20,20,32е) 2  yyxxeyy x
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Практичне заняття 5

Системи диференціальних рівнянь

I. Основні теоретичні відомості

Означення 1. Нормальною системою диференціальних
рівнянь називається система вигляду

    

 

 

 




















,...,,,,

..................

,...,,,,

,...,,,,

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dx

                        (1)

або   .,...,2,1,...,,,, 21 nkxxxtfx nkk 

Означення 2. Розв'язком системи (1) називають сукуп-
ність функцій x1(t), x2(t), …, xn(t), які при підстановці
у кожне рівняння даної системи обертають його на тотож-
ність по x.
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Якщо задано рівняння n-го порядку     ,...,,,, 1 nn yyytfy
розв'язане відносно старшої похідної, то за допомогою вве-

дення нових змінних  
n

n xyxyxy  1
21 ...,,,  задане

диференціальне рівняння можна звести до еквівалентної
нормальної системи n рівнянь першого порядку:

  .,...,,,;1...,,2,1, 211 nnii xxxtfxnixx  

Зворотний перехід також можливий, тобто якщо про-
диференціювати по t будь-яке рівняння нормальної систе-
ми (1) і підставити в отриману рівність значення похідних

,1x  ,...,,2 nxx   взяті з системи (1), то одержимо систему
рівнянь

 

 
 

   
















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..................

,...,,,,

,...,,,,

211

2121

2111

nn
n

n

n

xxxtFx

xxxtFx

xxxtfx

                       (2)

Якщо з перших п – 1 рівнянь системи (2) знайти, якщо це
можливо, змінні

  
  

  1
111

1
11133

1
11122

...,,,,

...................

,...,,,,
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











n
nn

n

n

xxxtx

xxxtx

xxxtx

                      (3)
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і підставити їх значення в останнє рівняння, то одержимо
рівняння n-го порядку відносно змінної x1:

    ....,,,, 1
1111
 nn xxxtx                         (4)

Нехай функція

 ,...,,,, 2111 nCCCtx                            (5)

де C1, C2, …, Cn – довільні сталі, – розв'язок рівняння (4).
Продиференціювавши його n – 1 разів і підставивши значен-

ня похідних ,1x ,1x   …,  1
1
nx  в рівняння (3), дістанемо су-

купність функцій

 

 
 

 ,...,,,,

.................

,...,,,,

,...,,,,

21

2133

2122

nnn

n

n

CCCtx

CCCtx

CCCtx







яка разом із функцією (5) буде загальним розв'язком системи (2).
Для нормальної системи (2) справедливою є теорема Коші

про існування і єдиність розв'язку: якщо в деякій області

G функції    nkxxxtf nk ...,,2,1...,,,, 21   системи (2)

неперервні разом з усіма своїми похідним  ),...,,2,1( ni
x

f

i

k 



то для будь-якої точки   Gxxxt n 
000

...,,,, 210  існує єдиний

розв'язок x1(t), x2(t), …, xn(t), який задовольняє початкові

умови       ....,,,
000 0202101 nn xtxxtxxtx 
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Для інтегрування системи вигляду (2) застосовується
метод виключення змінної, за допомогою якого ця система
зводиться до рівняння (4).

Системи лінійних диференціальних рівнянь
зі сталими коефіцієнтами

Розглянемо систему трьох лінійних диференціальних
рівнянь зі сталими коефіцієнтами:





















,

,

,

321

321

321

zcycxc
dt

dz

zbybxb
dt

dy

zayaxa
dt

dx

                         (6)

де ai, bi, ci – сталі. Цю систему методами виключення змінних
завжди можна звести до одного лінійного однорідного рівнян-
ня третього порядку зі сталими коефіцієнтами.

Розглянемо ще один спосіб розв'язування системи (6).
Знайдемо окремі розв'язки системи у вигляді

,,, ktktkt ezeyex                           (7)

де , , , k – невизначені сталі, які потрібно знайти.
Підставивши функції (7) в систему (6) і скоротивши

на ,0ke  одержимо
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 

 
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
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
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


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або
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  (8)
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Для того щоб отримана алгебраїчна однорідна система
лінійних рівнянь (8) мала ненульові розв'язки, необхідно і до-
статньо, щоб визначник цієї системи дорівнював нулю:

.0

321

321

321







kccc

bkbb

aaka

                        (9)

Розкривши визначник (9), одержимо алгебраїчне рівнян-
ня третього степеня відносно змінної k, яке називають харак-
теристичним рівнянням системи (6).

Якщо рівняння (9) має три дійсні різні корені k1, k2, k3, то
для кожного з цих коренів записуємо систему (8) і знаходимо
невідомі 1,  ,  1, 2,, 2, 3, , 3. Тоді загальний роз-
в'язок системи (6) матиме вигляд

.

,

,

321

321

321

332211

332211

332211

tktktk

tktktk

tktktk

eCeCeCz

eCeCeCy

eCeCeCx







                 (10)

Якщо рівняння (9) має кратні або комплексні корені, то
розв'язки системи шукати значно складніше, такі випадки роз-
глядати не будемо.

Характеристичне рівняння (9) системи (6) збігається з ха-
рактеристичним рівнянням диференціального рівняння тре-
тього порядку, до якого ця система зводиться. Отже, якщо
відомі корені рівняння (9), то завжди можна знайти загаль-
ний розв'язок рівняння третього порядку, до якого зводиться
система (6), а потім і загальний розв'язок самої системи.
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Таким чином, незалежно від структури коренів характе-
ристичного рівняння, систему (6) завжди можна розв'язати,
якщо тільки відомі ці корені.

ІІ. Завдання для аудиторної роботи

Завдання 1. Розв'язати системи рівнянь:

 















































;

,

,2

в)

;3

,3
б)

;43

,2
а)

zx
dt

dz

zyx
dt

dy

zyx
dt

dx

yx
dt

dy

yx
dt

dx

yx
dt

dy

yx
dt

dx



























 .6

,52
д)

;

,
г)

2t

t

tt eyx
dt

dy

exy
dt

dx

eex
dt

dy

y
dt

dx

Розв'язання
а) Продиференціюємо перше рівняння системи ,2 yxx 

підставимо в одержану рівність значення похідної yxy 43 

з другого рівняння системи і потім xxy 2  з першого рів-

няння, отримаємо  ;2432;432 xxxxxyxxx 

056  xxx  – лінійне однорідне рівняння другого поряд-

ку зі сталими коефіцієнтами, 5;1;056 21
2  kkkk  –

корені характеристичного рівняння. Отже,  tt eCeCx 5
21  за-

гальний розв'язок.



90

Н. О. РОМАНЧУК, О. О. ГАЙША, О. В. МАЙБОРОДА

Тоді ,5 5
21

tt eCeCx  а тому

.3

,2252

5
21

5
21

5
21

tt

tttt

eCeCy

eCeCeCeCxxy





Остаточно отримали

.3, 5
21

5
21

tttt eCeCyeCeCx 

б) Аналогічно  ;33;3 yxxxyxx 

;0102;9;39  xxxxxxxxyxxx

 ;3sin3cos;3;0102 212,1
2 tCtCexikkk t 

   ;3cos33sin33sin3cos 2121 tCtCetCtCex tt 

   

 .3cos3sin

3cos33sin3
3

1

3

1

21

21

tCtCe

tCtCexxy

t

t





Отже,

   .3cos3sin,3sin3cos 2121 tCtCeytCtCex tt 

в) Складемо для заданої системи лінійних диференціальних
рівнянь зі сталими коефіцієнтами характеристичне рівняння

,0

101

111

121







k

k

k
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звідки

.2,1,0,02 321
23  kkkkkk

Частинні розв'язки системи знаходимо так:

;,, 321
332211

tktktk exexex 

;,, 321
332211

tktktk eyeyey 

.,, 321
332211

tktktk ezezez 

Якщо k1 = 0, то

 











.0

,0

,02

11

112

111

Нехай ,0,1тоді,0,1 1
0

1111  уex  .10
1  ez

Якщо k2 = –1, то

 











,0

,02

,022

2

222

222

звідки = 0.

Нехай .2,,0тоді,2,1 22222
tt ezeyх  

Якщо k3 = 2, то













.03

,0

,02

33

333

333
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Нехай , –2, 1, тоді x3 = 3e2t, y3 = 2e2t, z3 = e2t.

Остаточно отримаємо

  ,3 2
31

teCCtx 

  ,2 2
32

tt eCeCty  

  .2 2
321

tt eCeCCtz  

г) Продиференціювавши перше рівняння системи, отри-

маємо ;yx   оскільки ,tt eexy   то ,tt eexx   або
tt eexx  – лінійне неоднорідне рівняння другого поряд-

ку, k2 – 1 = 0 – характеристичне рівняння відповідного одно-

рідного рівняння; tt eCeCxk  21
*

2,1 1  – загальний
розв'язок.

Знаходимо частинний розв'язок у вигляді

    ;; tttttt BeAetBeAexBteAtex  

        ttttttt AetBetAeBeAetBeAex 2;2

.
2

1
,

2

1
2   BAeeBteAteBe ttttt

Отже,

;sh
2 2121

* tteCeC
ee

teCeCxxx tt
tt

tt 


 




.chsh21 ttteCeC
dt

dx
y tt  
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д) Аналогічно ;52 texyx 
 врахуємо, що

teyxy 26    і  ,5
2

1 texxy 

 тоді

 ;5263062 2 ttt exeexxxx  

02811;722811 2   xxxeexxx tt

– відповідне однорідне рівняння,

tt eCeCykkkk 7
2

4
1

*
21

2 7,4,02811  

– загальний розв'язок;

частинний розв'язок шукатимемо у вигляді  

;21 xxx       ,4,2, 2
1

2
1

2
1

ttt AexAexAex  

тоді

,
5

1
228224 2222   AeAeAeAe tttt

отже,

    ;,;
5

1
222

2
1

ttt BexxBexex  

,
40

7
72811  BeBeBeBe tttt

тоді

;
40

7

5

1
;

40

7 27
2

4
121

*
2

ttttt eeeCeCxxxxex  
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 ;
40

7

5

2
74 27

2
4

1
tttt eeeCeCx  

.
40

1

10

3

2

1 27
2

4
1

tttt eeeCeCy  

Завдання 2. Знайти частинні розв'язки системи диферен-
ціальних рівнянь за початкових умов:

    ;2,1

,cos24

,sin2
а) 













yx

tyx
dt

dy

tyx
dt

dx

      .000,10

.

,

,

б) 





















zyx

zyx
dt

dz

yxz
dt

dy

xyz
dt

dx

Розв'язання
а) Знайдемо загальний розв'язок системи. Диференціює-

мо перше рівняння системи та підставляємо в одержану

рівність вирази для  ty  та  :tx

    ,sin2,cos24

;cos2

txxtytyxty

tyxx




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 тому

 

.0sin2

coscossin2242





tx

tttxxxxx

Двічі інтегруючи отримане рівняння, одержуємо

.sin2 21 CtCtx 

Підставляємо  tx ,   1cos2 Cttx   в перше рівняння
системи, знаходимо

  .212sin3cos2 21 CtCtty 

Сукупність x(t), y(t) складає загальний розв'язок системи.
Знайдемо частинний розв'язок, який відповідає початковим
умовам x() = 1, у() = 2:

  













.21

,2

,22212

,1

2

1

21

21

C

C

CC

CC

Отже,

 ,212sin2  ttx

   .212122sin3cos2  ttty

– частинний розв'язок.

б) Складемо і розв'яжемо характеристичне рівняння си-
стеми

,0

111

111

111







k

k

k
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звідки

.2,1,2;044 321
23  kkkkkk

Якщо k1 = –2, то













,03

,0

,0

111

111

111

звідки .,0 111 

При .0,,:0,1,1 1
2

1
2

1111   zeyex tt

Якщо k2 = –1, то













,02

,0

,0

222

22

22

звідки ., 2222 

При .,,:1,1,1 222222
ttt ezeyex  

Якщо k3 = 2, то













,0

,03

,03

333

333

333

звідки .
2

1
33 

При .2,,:1,2,1 2
3

2
3

2
3333

ttt ezeyex 
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Отже, загальний розв'язок системи такий:

 
 
 





















.2

,

,

2
32

2
32

2
1

2
32

2
1

tt

ttt

ttt

eCeCtz

eCeCeCty

eCeCeCtx

Застосуємо початкові умови x(0) = 1, y(0) = z(0) = 0:

  


































.
6

1

,
3

1

,
2

1

,02

,0

,1

3

2

1

32

321

321

C

C

C

CC

CCC

CCC

Таким чином,

  ,
6

1

3

1

2

1 22 ttt eeetx  

  ,
6

1

3

1

2

1 22 ttt eeety  

  tt eetz 2

3

1

3

1
 

– частинний розв'язок системи.
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Завдання 3. Дві кульки, маса кожної з яких m, сполучені
легкою пружиною (її видовження пропорційне розтягуючій
силі). Довжина нерозтягнутої пружини l0. Пружину розтяг-
нуто до довжини l1, а потім  у момент t = 0 обидві кульки,
розміщені вертикально одна над одною, починають падати
(опором середовища нехтуємо). Через час T довжина нитки
скорочується до l0. Знайти закон руху кожної з кульок (рис. 5.1).

 

 

Рис. 5.1

Розв'язання

Для стану рівноваги   ,0 mgllk   звідки .
0ll

mg
k


  Ди-

ференціальні рівняння руху кульок будуть такими:

 
   
 









.2

,00

mgxym

lxyklxym

Характеристичне рівняння першого диференціального

рівняння: .,, 2,1
22 i

m

k
r

m

k
rkmr 

x(t) l0y(t) l1
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Тоді

.cossin 210 t
m

k
Ct

m

k
Clxy 

Для другого рівняння системи

.43
2 CtCgtxy 

Застосуємо початкові умови

        :00,00,00,0 1  xxyly

  ;20100 Clllxy
t

 

    .00 1100
0  

C
m

k
Cxylxy

tt

Тоді

  .cos010 t
m

k
lllxy 

З іншого боку,

      .02; 3030410
  CCgtxyClxy

ttt

Отже,

 
     

   











,

,cos

1
2

010

lgttxty

t
m

k
llltxty
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звідки

      ,cos
2

1
0101

2








 t

m

k
llllgtty

    .cos1
2

1
01

2


















 t

m

k
llgttx

Оскільки кульки здійснюють коливальний рух і чверть
періоду коливання

,
2

4

2

Tm

k

m

k
T







 то отримаємо:

    ,
2

cos1
2

1
01

2














 


T

t
llgttx

      .
2

cos
2

1
0101

2 





 


T

t
llllgtty
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ІІІ. Завдання для самостійної роботи студентів

Розв'язати системи рівнянь за початкових умов:

    ;10,10

,0

,03
)1 













yx

yx
dt

dy

yx
dt

dx

    .1,00,00

,2sin4

,2cos4
)2 













vu

xu
dx

dv

xv
dx

du

.0,1,1,

,

)3 000 





















 ttt zyx

yx
dt

dz

xz
dt

dy

zy
dt

dx
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Вказівки, розв'язання, відповіді
до завдань для самостійної роботи

Практичне заняття 1

Завдання 1

.11;1
2

1
2;

2

1
а) 

x
x

x
y

.2sin2;2cos12cos2
2

1
1б)

2

2

t
dt

Sd
tt

dt

dS







 

  ,2sin2cos1tg2sin2 tttt 

,2sincostg22sin2 2 tttt 

,2sincossin22sin2 tttt 

.2sin2sin,2sin2sin2sin2 ttttt 

Завдання 2
Рівняння (а–в) – з відокремлюваними змінними, (г–е) –

однорідні.

    ;021а) 23  dxydyx
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     
;

12

1

2

1
;

12
1232

C
xyx

dx

y

dy











 

 
;де,

12

1

2

1
12

CСC
xy







;1б)  xyy

  ;
22

;1;1 1

22

C
x

x
y

dxxdyyx
dx

dy
y  

;2де,2 1
22 ССCxxy 

  ;112в) 2 yyx

;1
1

2;1
1

2;
1

12
222  






  dx

x
dyy

xdx

dy
y

x
yy

;
12 Cx
x

y 

;г) 




  x yeyxy

;;; uxuyuxye
x

y
y x y 

;;; uuu ex
dx

du
exueuuxu 
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;ln;lnln; CxeCxe
x

dx
due x

y
uu 



;0ln 


Cxe x

y

;д) 22 yxyyxy 

  ;;;;
2

2
22 uxuyuxy

xxy

y
yyyxxy 




;
1

;
1

;
222

22

22











u

uuu
xu

u

u
uxu

xux

xu
uxu

;
1

1;
1

;
1  






 





x

dx
du

ux

dx
du

u

u

u

u
x

dx

du

;ln;ln;lnlnln Cy
x

y
xC

x

y

x

y
Cxuu 

;x

y

eCy 

;lnе)
x

y
yyx 

;ln;;;ln uuuxuuxuyuxy
x

y

x

y
y 
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    ;
1ln

;1ln;ln  



x

dx

uu

du
uux

dx

du
uuuxu

;1ln;1ln;ln1lnln  CxuCxuCxu

;; 11   CxCx e
x

y
eu

.1 Cxexy

 Завдання 3

  ;11,0а) 22  yyxy

;
11

;;
22

22 C
xyx

dx

y

dy
yyx  

якщо   ,11 y  то

,011  СC

отже, ,
11

xy
  або

;0 yx

      ;11,011б) 3232  ydyxydxyx

;
1111

;
11

333

2

3

2

 





 
















dx

xx
dy

yy
dx

x

x
dy

y

y
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;
2

1

2

1
lnln

2

1

2

1
ln

2222 xyx

y
CCx

xy
y 

за умови, що у(–1) = 1, маємо:

,1
2

1

2

1
1ln C

отже, ,1
2

1

2

1
ln

22


xyx

y
 або

.ln1222








 

y

x
yx

Практичне заняття 2

Завдання 1
xeyy а) – лінійне рівняння,

тоді ;, vuvuyuvy 

  ;0;;  vvevvuvueuvvuvu xx

;ln; xevxvdx
v

dv
 

;;;1; Cxudxduueeu xx  
отже,

  .xeCxuvy 
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б) 1
21
2




 y
x

x
y  – лінійне рівняння,

тоді ;, vuvuyuvy 

;1
21

;1
21

22







 




 v
x

x
vuvuuv

x

x
vuvu

;
12

;
12

;0
21

222  






 dx

x

x

v

dv
v

x

x

dx

dv
v

x

x
v

;
1

ln2ln;
12
2 x

xvdx
xxv

dv







  

;1;;
1

2
1

2
1

ln 2




xxx
x

exuexvev

;;
1

2

1

1
2








 dx
x

e
du

ex
dx

du x

x

.;
1

11

Ceu
x

dedu xx 










Отже,

.
1

22
1

2
1

xxx eCxxexCeuvy
















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в) ;0
1

2 


 y
x

y
y

1
1

11
або,

1 2
2 










xyy

y
y

x

y
y

– рівняння Бернуллі ( ); підстановка:

;
1

,
2

11 y
y

zyyz  

1
1





x

z
z  – лінійне рівняння,

тоді ;, vuvuzuvz 

;1
1

;1
1















x

v
vuvu

x

uv
vuvu

;
1

;
1

;0
1  








x

dx

v

dv

x

v

dx

dv

x

v
v

  ;11;11lnln  xuxvxv

.1ln;
1

Cxu
x

dx
du 


 

Отже,   .1ln1 Cxxuvz 

Оскільки  ,
1

то
1

z
y

y
z   тобто

  .1ln1

1

Cxx
y






109

Диференціальні  рівняння

г) ;3
2

dyy
y

x
dxx 












133
2

3
2

або,;  xy
y

x
xy

y

x
xxy

y

x

dy

dx
x

– рівняння Бернуллі (х = х(у)), –, .2,21 xxzxxz  

Тоді 33 2
2

або,
2

y
y

z
zy

y

zz



 – лінійне рівняння;

;2
2

;, 3y
y

uv
vuvuvuvuzuvz 

;
2

,0
2

;2
2 3

y

v

dy

dv

y

v
vy

y

v
vuvu 










;ln2ln;2 2yvyv
y

dy

v

dv
 

;2;2;2 32 y
dy

du
yuyyu 

.;2 2 Cyudyydu  
Отже,   .22 yyCuvz 

Оскільки z = x2, то

 .222 yCyx 
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д)   0273 322  dyyxdxyx   – рівняння в повних

диференціалах, оскільки .6 2 yx
x

Q

y

P









Знаходимо функцію

       ;773, 2322 yxyxydxyxyxu  
 .2 3 yyx

y

u





Оскільки  ,, yxQ
y

u





 тобто ,2 3yx
y

u





 то

      .022 1
33 Cyyyxyyx 

Отже,

   

,7

;,;7,

21
23

21
23

CCxyx

CyxuCxyxyxu





або

.723 Cxyx 

е)     03232 2  dyyxdxy  – рівняння в повних дифе-

ренціалах .2
















x

Q

y

P
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Знаходимо

       

 .2

;3232,

yx
y

u

yxxyydxyyxu





 

З того, що ,32 2yx
y

u





 знаходимо

      .3322 1
322 Cyyyyyxyx 

Тоді

    ,,;32, 21
3 CyxuCyxxyyxu 

отже,

.32 3 Cyxxy 

Завдання 2

     ;02,1а)   yeyyx x

x

e
yy

x






1
 – лінійне рівняння, тоді

;
1

;,
x

e
uvvuvuvuvuyuvy

x






;ln;;0 xevxvdx
v

dv
vv  
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;1ln;
1

;
1

Cxu
x

dx
du

x

e
eu

x
x 





 




  xeCxuvy  1ln  – загальний розв'язок.

За умови   :02 y   ,01ln0  CC  отже,

xey x   1ln

– частинний розв'язок рівняння.

  ;10,3б) 252  yxxyxy

2523 xxyxy   – лінійне рівняння,

;3;, 252 xxuvxvuvuvuvuyuvy 

;ln;3;3
3322 xevxvdxx

v

dv
vxv  

  ;; 3525 33

   dxxxeduxxeu xx

;25 33

   dxxedxxeu xx

   

   ;1
3

1

3

1

,

,,

3

1

3

,
3

3

1

3

2

3
23

1

3

3


































 

xeete
evdtedv

dtdutu

dtte
dtdxx

tx
dxxxeI

xtt
tt

tx



113

Диференціальні  рівняння

 

  .
3

1

3

1

3
3

1

33

33

3

22
2

xx

xx

exde

dxxedxxeI













Отже,

  ,
3

1
1

3

1 33 3
21 CexeIIu xx  

тоді

    333

2
3

1
2

3

1 33 xxx CexeCxeuvy 





  

– загальний розв'язок.

Якщо у(0) = 1, то

,
3

5

3

2
1  CC

отже,

  3

3

5
2

3

1 3 xexy 

– частинний розв'язок рівняння.

в)       ;
4

1,1 222 
 xdttxtxdxtt

Поділивши обидві частини рівняння на   ,1 2 dttt    одержимо:

  
 
    21

або,
11

1
2

2

2

2

t

t

t

x
x

tt

t

tt

tx

dt

dx












– лінійне рівняння;
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;
1

,,
2t

t

t

uv
vuvuvuvuxuvx




;lnln;; tvtv
t

dt

v

dv

t

v
v  

 .arctg;
1

;
1 22

Ctu
t

dt
du

t

t
tu 





 

Отже,

 tCtuvx  arctg

– загальний розв'язок рівняння.

Знайдемо частинний розв'язок рівняння за умови, що

  :
4

1


x

   
,01arctg

4



 СC

.arctg tty 

Практичне заняття 3

Завдання 1

а) ;60 2xy   інтегруючи тричі, знаходимо розв'язок
рівняння:

;
2

;5;20 32

2
5

2
43 CxC

Cx
xyCCxxyCxy 

.
2

де, 132
2

1
5 C

CCxCxCxy 
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;2cos
4

1
;2sin

2

1
;2cosб) 2CCxxyCxyxy 

 .
2

де,2sin
8

1
132

2
1

C
CCxCxCxy 

в) ;yyx   позначимо ,, uyuy   тодіді

;;  
x

dx

u

du
uux

;;lnln 111 xCyxCuCxu 

.
2

де, 1
12

2
1

C
CCxCy




г)   ;2 yy   позначимо ,, uyuy   тодіді

  ;;2   dx
u

du
uuuu

    ;
4

1
42 2

1
2

11 CxuCxuCxu 

  ;
4

1 2
1Cxyyu 

  .
12

1
2

3
1 CCxy 
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д) ;x
x

y
y 


  підстановка: ,, zyzy   тоді  ,x

x

z
z 

або  –x
x

z
z   лінійне рівняння,

;;;,
x

v
vx

x

uv
vuvuvuvuzuvz 

;lnln; xvxv
x

dx

v

dv
 

;;1; 1Cxuuxxu 
отже,

   ;1
2

1 xCxxCxuzz 

;1
2 xCxyyz 

.
2

де,
3

1
12

2
1

3 C
CCxC

x
y




е)   ;12 2  yyyx  підстановка: ,, zyzy   тоді

 ;
1

2
;12

2
2  




x

dx
dz

z

z
zzxz

  ;1;1ln1ln 111
2  xCyxCzxCz

  .1
3

2
21

1

2

3

CxC
C

y 
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є)   ;2yyy   підстановка: ,, zzyzy   тоді

;lnln;; 11
2 yCzCyz

y

dy

z

dz
zzzy  

  21
2111 ln;; CxCeyCxCydxC

y

dy
yCy

.де, 21
22

CxC eCeCy 

ж)       ;0ln1ln1 2  yyyyy  підстановка: ,zy 

;zzy 

     
 ;1ln

ln1
;0ln1ln1 2  




yy

dyy

z

dz
zyzzyy

 
 

;1lnln2ln1ln2
1

2
1

1

1
,ln

1ln

ln1













































yyuudu
u

du
u

u
du

y

dy

uy

yy

dyy

  ;1ln1lnln2lnln 1
2 CyyzCyyz 

 
 

;
1ln

;1ln 121
2  


 dxC

yy

dy
Cyyy
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 

 
;

ln1

1

1ln

1

1ln

1ln
2 yyy

yd











   .1ln1
ln1

1
2121 


CxCyCxC

y

Завдання 2

а)   .10,2)0(,3 2  yуxy

   ,110; 11
3  СyCxy

отже,

;
4

;1 2

4
3 Cx

x
yxy 

  .2
4

;220
4

2  x
x

yСy

б)   .42,0)2(,
2







 yу
y

x

x

y
y

Підстановка:

2
2

12 2
2

2або,;, x
x

z
zzzx

x

z
zzyzy  

– рівняння Бернуллі ( = –1), тоді ;2,21 zzpzzp  

отже, 22
2

x
x

p
p   – лінійне рівняння,
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;
2

;, 2x
x

uv
vuvuvuvupuvp 

;22;
2

1
222 Cxuxxuxv

x

v
v 

тоді

  .2;2 1
2

1 CxxpzxCxuvp 

За умови що   ,42 y  маємо:

,0424 11  CC

тоді

;2;2 xxyxxz 

.
5

22

5

22
2 2

2
2

2

5

2

3

CxxCxdxxy  
З того що у(2) = 0, знаходимо ,

5

16
2 C  тоді

.
5

16
2

5

2 2  xxy

в)         .11,21,12 2  yyyyy

Підстановка:

 ,12;, 2  yzzzzzyzy
або

;
1

2;
1

2  






y

dy

z

dz

yz

z
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 

  .1

;1ln1ln2ln

2
1

1
2

1





yCy

CyzCyz

Застосуємо початкову умову ,11,2 1  Cyу

тоді

 
 

;
1

;1
2

2  


 dx
y

dy
yy

.1
1

1

1

2
2 




 Cx
yCx

y

Знаходимо C2 за умови, що у(1) = 2:

,01
1

1
2 2

2



 С

C

отже,

.
1

1
1

x

x

x
y




Практичне заняття 4

Завдання 1. Рівняння (а–г) – лінійні однорідні рівняння зі
сталими коефіцієнтами, (д–є) – неоднорідні рівняння.

;065;065а) 2  kkyyy

.3,2 3
2

2
121

xx eCeCykk 

   ;034або,034;034б) 223  kkkkkkyyy
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;3,1,0 321  kkk

.3
321

xx eCeCCy 

;033в)  yyyy

  ;1;01або,0133 321
323  kkkkkkk

 .2
321 xCxCCey x 

;0256г)  yyy

  ;0256або,0256 223  kkkkkk

;43;0 3,21 ikk 

 .4sin4cos 32
3

1 xCxCeCy x  

;222д) xyyy 

–0222  kk  характеристичне рівняння відповідного

однорідного рівняння;

 ;sincos;1 212,1 xCxCeyik x 

    ;2222;0,),0( *** xBAxAyAyrBAxy 







;1;1022,122 *  xyВBAАA

  .1sincos 21
*  xxCxCeyyy x
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;3cos8е) xyy 

;sincos;;01 212,1
2 xCxCyikk 

);0(3sin3cos*  rxBxAy

    ;3sin93cos9;3cos33sin3 ** xBxAyxBxAy 





;3cos83sin3cos3sin93cos9 xxBxAxBxA 

;3cos83sin83cos8 xxBxA 

;0,13cos3sin3cos  ВАxxBxA

.3cossincos;3cos 21
** xxCxCyyyxy 

;2є) xxeyyy 

  ,01або,012 22  kkk

 ;1 2121 xCCeykk x 

    );21,1( 21
232*  rkkeBxAxxeBAxy xx

     
   ;23

23

23

232*

x

xx

eBxxBAAx

eBxAxeBxAxy






    
   ;23

2263

23

2*

x

x

eBxxBAAx

eBxBAAxy





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;42622

32263

23223

2232

xBxAxBxBxAxAxBx

BxAxAxBBxAxAx




3

;0,
6

1
,1626  BAАxBAx

  .
6

1
;

6

1 3
21

*3* xxx exxCCeyyyexy 

Завдання 2

–1,01;0а) 21
2 xx eCeCykkyy  

загальний розв'язок рівняння;

    .;0:00 2121
xx eCeCxyCCy  

Якщо   ,10 y то ;121  CC






















,
2

1

,
2

1

1

,0

2

1

21

21

C

C

CC

CC

отже,

xx eey
2

1

2

1
 

– частинний розв'язок.

 ikkkyyy 1,022;022б) 2,1
2

 xCxCey x sincos 21    – загальний розв'язок.
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Якщо у(0) = 1, то С1 = 1;

     ;cossinsincos 2121 xCxCexCxCexy xx  

  ;2111,10 221  СCСy
отже,

 xxey x sin2cos  

– частинний розв'язок.

–2sinабо,02sinв) xyyxyy  неоднорід-
не рівняння;

  0 yy – відповідне однорідне рівняння, 12 k – його
характеристичне рівняння,

;sincos 212,1 xCxCyik 

  ,2cos22sin2,2sin2cos ** xBxAyxBxAy 




  ;2sin42cos4* xBxAy 


;2sin2sin2cos2sin42cos4 xxBxAxBxA 

,2sin
3

1
,

3

1
,02sin2sin32cos3 * xyBАxxBxA 

отже,

xxCxCyyy 2sin
3

1
sincos 21

* 

– загальний розв'язок рівняння.

Застосовуємо початкові умови     :1 yy

  ;2cos
3

2
cossin;1 211 xxCxCxyC 
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;
3

1

3

2
1 22  CC

xxxy 2sin
3

1
sin

3

1
cos 

– частинний розв'язок.

;61810102г) 2  xxyyy

,0102,0102 2  kkyyy

 xCxCeyik x 3sin3cos31 212,1 

– загальний розв'язок характеристичного рівняння відповід-
ного однорідного рівняння; знаходимо частинний розв'язок
у вигляді

    ;2,2, **2* AyBAxyCBxAxy 







;61810101010242 22  xxCBxAxBAxA

    ;61810102210410 22  xxCBAxBAAx


























,84,0

,2,2

,1

,61022

,18104

,1010

C

B

A

CBA

BA

A

тоді

,84,02,22*  xxy
отже,

  84,02,23sin3cos 2
21  xxxCxCey x

– загальний розв'язок рівняння.



126

Н. О. РОМАНЧУК, О. О. ГАЙША, О. В. МАЙБОРОДА

Знаходимо частинний розв'язок рівняння за початкових
умов у(0) = 1, звідки

  ,2,30і16,0,184,0 11  yCC
тобто

   

  ;2,223cos33sin3

3sin3cos

21

21





xxCxCe

xCxCexy

x

x

;2,232,3 21  CC

.28,016,01316,0 221  CCC

Отже,

  84,02,23sin28,03cos16,0 2  xxxxey x

– частинний розв'язок, який відповідає заданим початковим
умовам.

;415164д) 2

3
x

eyyy




;
2

5
,

2

3
,015164 2

5

2
2

3

121
2 xx

eCeCykkkk




),1,
2

3
,

2

3
( 1

2

3
* 


rkAxey

x

  ,
2

3

2

3 2

3

2

3

2

3
* xxx

eAxAAxeAey








 



  ;
2

3

2

3

2

3 2

3

2

3
* xx

eAxAAey








 


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;4152416

966

2

3

2

3

2

3

2

3

2
3

2
3

2
3

xxxx

xxx

eAxeAxeAe

AxeAeAe









,144  AA

тоді ,2

3
* x

xey




 
xx

xxx

eCexC

xeeCeCyyy

2

5

2
2

3

1

2

3

2

5

2
2

3

1
*









– загальний розв'язок рівняння.

За початкових умов     5,50і30  yy  знаходимо C1 і C2:

      ;
2

5

2

3
;3:30 2

5

2
2

3

1
2

3

21

xxx
eCexCexyCCy




  ;1353
2

5

2

3
1

2

11
:5,50 2121  CCCCy















.2

,1

,1353

,3

2

1

21

21

C

C

CC

CC

Отже,

 
xx

eexy 2

5

2

3

21



– частинний розв'язок рівняння.
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 ;32е) 2  xxeyy x

;2,0,02 2
2121

2 xeCCykkkk 

        ;2; 2*2* xxx eCBxAxeBAxyeCBxAxy 




     

      ;242

222

22

*

xxxx

xxx

eCBxAxeBAxAeeCBxAx

eBAxeBAxAey






   
     ;3224

242

22

2





xxeeCBxAxeBAx

eCBxAxeBAxAe

xxx

xxx

  ;32 22  xxCBxAxA

,1,1,132 22  СВAxxCABxAx
тоді

  ;12* xexxy     xx exxeCCyyy 122
21

* 

– загальний розв'язок рівняння.

Застосуємо початкові умови:

  ;1,1220 2121  CCCCy

      ;1122 22
2

xxx exxexeCxy 

  .0тоді,1112220 122  CCCy
Отже,

  xx exxey 122 

– частинний розв'язок.
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Практичне заняття 5














.0

,03
)1

yx
dt

dy

yx
dt

dx

Продиференціюємо перше рівняння системи ;03  yxx

з другого рівняння ;yxy   отже, .03  yxxx  Підста-

вивши з першого рівняння системи ,3xxy   отримуємо

  ,033  xxxxx  або 044  xxx  – лінійне одно-

рідне рівняння другого порядку, 0442  kk  – характери-

стичне рівняння, 221  kk  – його корені.
Отже,

   .21
2 CtCetx t  

Знаходимо     ,2 2
121

2 tt eCCtCetx    тоді

  
    ,3

23

2
121

2
21

2

2
121

2

ttt

tt

eCCtCeCtCe

eCCtCexxy









отже,
   .121

2 CCtCety t  

Застосуємо початкові умови х(0) = 1, у(0) = –1 і знаходи-
мо з першої рівності С2 = 1, з другої рівності –1 = – (С2 – С1),
звідки С1 = 0, отже, x(t) = e–2t,  y(t) = e–2t – частинний розв'я-

зок системи.
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












.2sin4

,2cos4
)2

xu
dx

dv

xv
dx

du

З першого рівняння системи знаходимо ;2cos4 xvu 

врахувавши, що ,2sin4 xuv   отримаємо

  xuuxxuu 2sin616або,2sin22sin44 

– лінійне неоднорідне рівняння зі сталими коефіцієнтами.

Знайдемо загальний розв'язок у вигляді .*uuu 

Складемо характеристичне рівняння ,0162 k  42,1 k  –
розв'язок характеристичного рівняння відповідного одно-

рідного рівняння; xx eCeCu 4
2

4
1   – загальний розв'язок

відповідного однорідного рівняння. Частинний розв'язок

знайдемо у вигляді ,2sin2cos* xBxAu   тоді

    ;2sin42cos4,2cos22sin2 ** xBxAuxBxAu 





,2sin62sin162cos162sin42cos4 xxBxAxBxA 

звідки –20А = 0, –20В = –6, отже, А = 0, В = 0,3, тоді
u* = 0,3sin2x;

 .2sin3,04
2

4
1

* xeCeCuuu xx  

Знайдемо v з другого рівняння системи:
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,2sin2sin2,144;2sin4 4
2

4
1 xxeCeCvxuv xx  

звідки

  ,2cos
2

1
2,0

4

1
4

4

1
4 4

2
4

1 xeCeCxv xx 





 

остаточно отримуємо

  .2cos1,04
2

4
1 xeCeCxv xx  

За початкових умов u(0) = 0 і v(0) = 0,1 знаходимо час-
тинний розв'язок системи рівнянь:

 
 
 







,1,01,0:1,00

,0:00

21

21

CCv

CCu

звідки C1 = C2 = 0, тоді u(x) = 0,3sin2x, v(x) = 0,1cos2x.

3) x(t) = –e–t, y(t) = e–t, z(t) =0.
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