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ВСТУП

Дані методичні вказівки призначені для допомоги студентам у вико-
нанні курсової роботи з дисципліни ''Вища математика'' (спецкурс
8.091401).

Основна мета виконання цих курсових робіт – набуття студентом
навичок побудови та розв'язання математичної моделі задачі електро-
техніки, закріплення знань про математичні методи, зокрема операцій-
ного числення і методу скінченних різниць.

Набутий досвід в результаті виконання курсових робіт допоможе сту-
денту у подальшому вивченні таких дисциплін: електроніка і мікросхе-
мотехніка; теорія інформації; теорія автоматичного управління; моделю-
вання процесів і систем.

Методичні вказівки складаються з трьох розділів, в яких подано
методику та зразок виконання курсової роботи; варіанти і завдання кур-
сових робіт; двох додатків, які містять довідник з початкових понять
електротехніки, що застосовані в завданнях курсових робіт, таблицю ''Зо-
браження – оригінал'' та список використаної літератури.
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Розділ 1. МЕТОДИКА ВИКОНАННЯ КУРСОВОЇ РОБОТИ

Кожний з варіантів методичних вказівок розд. 3 містить по три зав-
дання.

В завданні 1 подається задача з електротехніки, для розв'язання
якої треба побудувати математичну модель одним із двох методів: кла-
сичним (задача Коші) чи операційним (операторне рівняння або система
операторних рівнянь). За бажанням студент розв'язує задачу обома ме-
тодами і порівнює результати.

У загальному випадку при виконанні завдання класичним методом
безпосередньо одержується шуканий параметр як розв'язок задачі Коші.

При виконанні завдання операційним методом спочатку знаходить-
ся зображення F(p) шуканого параметру f(t), потім здійснюється перехід
до оригіналу f(t).

Під час оформлення завдання 1 треба виділити такі етапи його ви-
конання:

1. Постановка задачі.
2. Побудова математичної моделі.
3. Розв'язання моделі, знаходження шуканого параметру f(t).
4. Побудова графіка f(t) (якщо можливо).
В завданні 2 умова подається у вигляді задачі Коші – диферен-

ціальне рівняння відносно шуканого параметру, наприклад y(t), і почат-
кові умови.

Задачу Коші треба розв'язати обов'язково двома зазначеними вище
методами. Результати повинні співпадати.

Завдання 3 містить задачу Діріхле відносно шуканої функції U(x, y),
яку треба розв'язати методом скінченних різниць (див. ''зразок'' друго-
го розділу даних методичних вказівок і [6]).

Зауваження 1. Поданий склад курсової роботи дає можливість спря-
мувати самостійну роботу студента вказаної спеціальності на одержан-
ня необхідних знань за навчальною програмою.

Зауваження 2. Виконання завдань курсової роботи полегшать
дод. 1, 2 та зразок виконання (див. розд. 2).
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Розділ 2. ЗРАЗКИ ВИКОНАННЯ ВАРІАНТІВ
КУРСОВОЇ РОБОТИ

Зразок 1
Завдання 1

Постановка задачі
Знайти перехідні значення струму і напруг (I, UR, Uс) в колі (рис. 1)

при перемиканні рубильника Р з положення ''1'' в положення ''2'', якщо
U = 100 B, R =100 Ом, С = 10 мкФ.

1
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–
Рис. 1

Побудова математичної моделі
1. Нехай до перемикання ру-

бильника з ''1'' в ''2'' конденсатор С
мав напругу джерела U. Якщо обхід
кола прийняти за ходом стрілки го-
динника, то початкову напругу на
конденсаторі Uс(0) треба вважати
додатною: Uс(0) = U =100 В.
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Це і є операторне рівняння для перехідного процесу в даному колі.
Переходячи до оригіналу, маємо миттєве значення струму i(t) пе-

рехідного процесу:
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Від'ємний знак струму означає, що при розряді конденсатора С
через активний опір R струм i(t) направлений у бік, протилежний напря-
му обходу кола, обраного раніше.

Миттєве значення напруги на R в перехідному процесі також від'єм-
не:

( ) В. t
R etRiU 1000100 −−==

Миттєве значення перехідної напруги на конденсаторі (за другим
законом Кірхгофа) знаходиться з рівняння

( ) ( ) В.         t
CRCC eUUtRiUUtRi 10001000 −=⇒−=−=⇒=+

2. Складемо диференціальне рівняння для кола (див. рис. 1). Згідно з
другим законом Кірхгофа,

( ) .1
0
∫ =+
t

Uidt
C

tRi 

Це інтегральне рівняння відносно i(t). Продиференціюємо його по t:

Одержали диференціальне рівняння першого порядку відносно i(t)
з подільними змінними. Разом із початковими умовами це рівняння
становить задачу Коші:
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Розв'язуємо диференціальне рівняння:
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де N – довільна стала.

Згідно з початковою умовою ( ) ( )
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− − 1001010 6
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Очевидно, значення i(t), одержані обома способами, співпадають.

Побудова графіків i(t), Uс
Характер зміни i(t) та Uс у перехідному режимі показано на рис. 2.

Uс

Uс

i(t), U(t)

U

R

U
i

t
0

Рис. 2

Завдання 2
Розв'язати задачу

Коші другого порядку
відносно y(x) класичним
і операційним методами:
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Розв'язок

1. Класичний метод
Маємо звичайне лінійне неоднорідне диференціальне рівняння з по-

стійними коефіцієнтами:

.1342

2

=++ y
dt
dy

dt
yd

                                          (1)

Запишемо відповідне однорідне диференціальне рівняння:

.0342

2

=++ y
dt
dy

dt
yd

                                          (2)
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Складемо характеристичне рівняння: .0342 =++ kk
Знайдемо корені рівняння: .1,3 21 −=−= kk   
Загальний розв'язок однорідного рівняння (2) має вигляд

( ) ,3
21

tt eCeCtY −− +=  де С1, С2 – довільні сталі.

Тепер знайдемо частинний розв'язок ( )ty  неоднорідного рівнян-
ня (1), користуючись методом невизначених коефіцієнтів:

( ) ( ) ( ) .
3
110;0, =⇒=⇒=′′=′= AAtytyAty     3        

Частинний розв'язок неоднорідного рівняння (1) має вигляд

( ) .
3
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Загальний розв'язок неоднорідного рівняння (1):
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Знайдемо довільні сталі С1 і С2 при початкових умовах ( ) ;30 =y
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Маємо систему відносно С1 і С2:
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.
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Остаточно розв'язок задачі Коші має вигляд ( ) .
3
1

3
3
1 3tt eety −− −+=

2. Застосування операційного числення
Нехай y(t) – оригінал, Y(p) – зображення:

( ) ( ).;
1

1 pYty
p

→→   

Тоді ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).00,0 2 ypypYptyyppYty ′−−→′′−→′   
Операторне рівняння має вигляд

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

.
34

1103
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34
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1

334423

2

2

2
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p
p

pYpp

p
pYppYppYp

Знайдемо відповідний оригінал y(t). Для цього застосуємо другу тео-

рему розкладання: ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )∑
=

′=⇒=
N

k

tp

k

k ke
pF

pF
tf

pF
pF

pF
1 2

1

2

1 ,  де рk –

прості корені F2(p);

Складаємо таблицю:

( ) ( ) ( )( ) ( )
.3–;1–;0

;383;31;1103
321

2
22

2
1

===
++=′++=++=

ppp
pppFppppFpppF

    
    

 р1 = 0 р2 = –1 р3 = –3 

( ) 1103 2
1 ++= pppF  1 –6 –2 

( ) 383 2
2 ++=′ pppF  3 –2 6 

( )
( )pF

pF

2

1

′
 

3

1
 3 

3

1
−  
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Остаточний вигляд рівняння:

( ) ( ) .
3
13

3
1

3
13

3
1 330 ttttt eeeeetypY −−−− −+=−+=←

Результати, одержані обома методами, співпали.
Завдання 3

Використовуючи метод скінченних різниць (метод сіток), розв'язати
задачу Діріхле для рівняння Лапласа

з крайовими умовами ( ) ( )yxxyU  
Г

,ϕ= і заданим кроком h.
Дано: Г – границя області G, в середині якої U(x, y) задовольняє

рівнянню Лапласа, отже,

Знайти U(x, y).
Розв'язок

Одна зі схем для побудови скінченного різницевого рівняння така:

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
U

x
U

( ) ( ) .1;5,0,;1
916

:
22

=+=ϕ=+ hyxyxyx      Г

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ].,,,,
4
1

, hyxUhyxUyhxUyhxUyxU ++−+++−=                                           (3)

Використовуючи симетрію заданих граничних умов, будуємо роз-
в'язок лише в I квадранті (рис. 3), складаємо таблицю значень х і y (з рів-
няння еліпса):

x 0 1 2 3 4 
y 3,0 2,90 2,60 1,98 0 

y

x

1

3

0

2
A

D
CB

F
E

1 32 4

u1 u3

u2

u5 u7u4 u6

u9 u10u8 u11
Рис. 3
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Обчислюємо значення функції U(x, y) на границі Г:
Точки U(x, y) 
А(0; 3) ( ) 5,1305,0 =+  

B(1; 2,90) ( ) 95,19,215,0 =+  
C(2; 2,60) ( ) 3,26,225,0 =+  
D(3; 1,98) ( ) 49,298,135,0 =+  
E(3,77; 1) ( ) 39,2177,35,0 =+  

F(4; 0) ( ) 0,2045,0 =+  

Для встановлення початкових значень функції U(x, y) у внутрішніх
точках складемо систему рівнянь, які містять ці значення. Згідно зі схе-
мою (3):

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ).278,4
4
1

;2
4
1

2
4
1

;4
4
1

;88,4
4
1

4
1

4
1

;2
4
1

;79,4
4
1

;95,1
4
1

;25,1
4
1

611

61191051089

581167

10753696245

5814623

5312241

UU

UUUUUUUU

UUUUU

UUUUUUUUUU

UUUUUUU

UUUUUUU

+=

+=++=

=++=

+++=+++=

++=++=

+++=++=

+  ;

  

;  ;

  

  

Цю систему з одинадцяти рівнянь відносно одинадцяти невідо-
мих можна розв'язати одним зі знаних способів, у тому числі на ЕОМ.
Отримуємо U1 = 1,91; U2 = 2,05; U3 = 2,10; U4 = 2,05; U5 = 2; U6 = 2,18;
U7 = 2,34; U8 = 2,11; U9 = 2,13; U10 = 2,19; U11 = 2,28.

Не уточнюючи одержаних значень U(x, y), залишаємо іх в якості ре-
зультату розв'язання поставленої задачі.
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Зразок 2
Завдання 1

Постановка задачі
Знайти перехідне значення струму іс(t) в конденсаторі (рис. 4) при

перемиканні рубильника Р з положення ''1'' в ''2'', коли у контурі відомі
величини: U, r1, r2, C, U0.

r1

r2

i1

i3

i2U ic

C

1
2

II
I

P
a+

–

+
–
U0

Рис. 4

Розв'язок
1. При ненульових почат-

кових умовах у перехідному
процесі наявний розгалуже-
ний контур. Тому закон Ома
в операторній формі застосу-
вати неможна. В цьому випад-
ку доречний метод рівнянь
Кірхгофа .

Нехай напруга конденса-
тора до перехідного процесу дорівнювала U0. Тоді для вузла а першого
та другого контурів система операторних рівнянь відносно I1, I2, I3 буде
мати вигляд
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Розв'язуємо систему за допомогою методу Гаусса:
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3 rrrrpC

rrUrUC
I

++
+−

=⇒

2. Тепер треба перейти до оригіналу:  ( ) ( ) ( ).33 titipI c =←
Застосуємо теорему розкладання:

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )( )

.11

;

;;

21

21

21

21

1

0
211

21

0212

1

1

21
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1

21210212
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rrC
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U
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α









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






+−=

=+−=
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  ;

  

3. Залежність і3(t) наведена на рис. 5, де .
11

0
211

U
rrr

U
M 





+−=

і3(t)

M

t
0Рис. 5
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Завдання 2
Розв'язати задачу Коші другого порядку y(t) класичним і операцій-

ним методами:

Розв'язок

1. Класичний метод
Неоднорідне лінійне диференціальне рівняння

( ) ( ) ( ) ( )
( )




−=′
=

+=+′+′′
.30

;10
;2

y
y

tttytyty   

( ) ( ) ( ) .2 tttytyty +=+′+′′                                           (4)

Запишемо для нього відповідне однорідне диференціальне рівнян-

ня: ( ) ( ) ( ) .0=+′+′′ tytyty
Для останнього запишемо характеристичне рівняння:

                                          (5)

.012 =++ kk

Розв'язавши його, отримаємо: ,
2
3

2
1

;
2
3

2
1

21 jkjk +−=−−=   

де .1−=j
Отже, загальний розв'язок рівняння (5) буде мати вигляд

( ) ,
2
3sin

2
3cos 21

2










+=

−
tCtCetY

t

 де С1, С2 – довільні сталі.

Шукаємо частинний розв'язок y(t) диференціального рівняння (4)
методом невизначених коефіцієнтів у вигляді

Підставляючи ( ) ( ) ( )tytyty ′′′ ,, у рівняння (4), отримуємо:

.2;2
;2

aybtay
cbtaty
=′′+=′
++=

  

;22 22 ttctbtabtaa +=+++++



15

( ) ( )

( ) .1

1;1;1

02

,12
,1

;22

2

22

−−=′

⇒−=−==⇒

=++

=+

=

+=+++++







ttty

cba
cba

ba
a

ttcbabatta

Загальний розв'язок рівняння (4):

( ) ( ) ( ) .1
2
3sin

2
3cos 2

21
2 −−+










+=′+=

−
tttCtCetytYty

t

Залишилося знайти частинний розв'язок рівняння (4), який задоволь-
няє початковим умовам ( ) ( ) :3;1 −=′= tyty   

Розв'язок задачі Коші:

( )

( )

.
3

2
2

1
2
3

2

1
2
3

2
13

11

;12
2
3cos

2
3

2
3sin

2
3

2
3sin

2
3cos

2
1

;1
2
3sin

2
3cos

2

1

2

1

21

1

21
2

21
2

2
21

2







−=

=
⇒







−=

=
⇒







−+−=−

−=

−+









+−+

+









+−=′

−−+









+=

−

−

−

C

C

C

C

CC

C

ttCtCe

tCtCety

tttCtCety

t

t

t

( ) .1
2
3sin

3
2

2
3cos2 22 −−+










−=

−
ttttety

t
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2. Операторний метод
Задача Коші відносно y(t):

Введемо поняття оригіналу y(t) і зображення Y(р): ( ) ( ).pYty →
Згідно з теоремою диференціювання оригінала,

З таблиці ''Зображення–оригінал'' (див. дод. 2) маємо:

Підставляємо та одержуємо операторне рівняння відносно Y(р):

( ) ( ) ( ) ( )
( )




−=′
=

+=+′+′′
.30

;10
;2

y
y

tttytyty   

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .300

,10
22 +−=′−−→′′
−=−→′

ppYpyyppYpty

ppYyppYty

.
2

;
1

3
2

2 p
t

p
t →→   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .
22

1

;2
12

1

;
12

13

3

34
2

23
2

23
2

p
ppp

pYpp

p
pp

pYpp

pp
pYpYpppYp

−++
=++

−++=++

+=+−++−

Остаточно маємо:

Залишилося перейти до оригіналу y(t). Розкладемо дріб, який зна-
ходиться в правій частині рівності для Y(р), на простіші дроби (за допо-
могою вищезгаданого методу невизначених коефіцієнтів):

( ) ( ) .
1

22
23

34

++
++−

=
ppp

ppp
pY

( ) .1
1

22
23

3
2
21

23

34

=
+

+
+++=

++
++−

pp

CB

p
A

p
A

p
A

ppp
ppp p
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Склавши систему рівнянь відносно А1, А2, А3, В і С, одержимо:

( )

.1
1

;
1

;
2

;
1

2112

;0;2;2;1

2
2

3

223

321

===

++
+−−=

===−==

p
t

p
t

p

pp
p

ppp
pY

CBAAA

 
2

31
1

j+−
=α  

2

31
2

j−−
=α  

( )
( ) 12

2

+=

=

ppQ

ppP

m

n  
j

j
3

31+−  
j

j
3

31
−
−−  

( )
( )km

kn
k Q

P
A

α′

α
=  

j

j

3

31+−  
j

j

3

31+  

Тут  α1, α2 – корені знаменника .12 ++ pp
Оригінал:

( )

( )

.
2
3sin

3
2

2
3cos2

2
3sin2

32
3cos2

3
1

3
1

3
11;

3
11

;

22

2
31

2
31

21

2

1











−=










+=

=





−+





+=

⇒−=+=

=

−−

+−+−

=

α∑

ttetjjte

ejejtf

jAjA

eAtf

tt

tjtj

k

t
k

k

Залишилося знайти оригінал для 
( )
( ).1

2
2 pQ

pP
pp
p

m

n=
++

Користуючись другою теоремою розкладання (операційного числен-
ня), отримуємо:
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Остаточно маємо:

( ) .1
2
3sin

3
2

2
3cos2 22 −−+





−=

−
ttttety

t

Як і в попередньому випадку (зразок 1, завдання 2), відповіді, одер-
жані обома методами, співпали.
Завдання 3

Використовуючи метод скінченних різниць (метод сіток), розв'язати
задачу Діріхле для рівняння Лапласа

з крайовими умовами ( ) .4:;
2

, 2
2

yx
y

xyxU −=Γ+=
Γ

     

Розв'язок

Розпишемо границю Г: .
4

4
0,

0,
4

2

2
2











+=

−=
⇒

<−

≥
=−

xy

xy
xx

xx
y

Маємо дві параболи, симетричні відносно осі 0y (рис. 6):

02

2

2

2

=+
yd
Ud

xd
Ud

1      2      3         4

y

x
0

2
1

        –4   –3    –2    –1
      –1
      –2

Рис. 6

x

y

0

2

1

   1                  2              3              4

A B C
D

E
U3

U1 U2

U4 U5 U6 U7

Аналогічно розв'я-
занню завдання 3 зразка
1, користуючись симет-
рією граничних умов,  бу-
дуємо розв'язок лише
в І квадранті (рис. 7).

Рис. 7
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Складаємо таблицю значень x, y та U(x, y):
 A B C D E 

X 0 1,0 2,0 3,0 4,0 
Y 2,0 1,7 1,4 1,0 0 
U 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 

Записуємо систему рівнянь виявлення значень у внутрішніх точках:

Розв'язуючи цю систему методом Гаусса, маємо:

( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )
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

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

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





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


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4
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623

642

51

UU
UU

UUU
UU
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Розділ 3. ВАРІАНТИ КУРСОВИХ РОБІТ

Варіант 1
Завдання 1

На рис. 8 наведено включення постійної ЕРС у коло. Знайти напру-
гу на конденсаторі С, зобразити u(t) графічно, якщо L = 4 гН; С = 10 мкФ;
R2 = 2 кОм; R1 = 100 Ом.

R1

R2

L

CE

Операторний опір кола
має вигляд

Рис. 8 ( )

( )
.

1

1

1

2

21212
2

2

2

1

+
++++

=

=
+

++=

CpR
RRCRRLpLCRp

pC
R

pC
R

pLRpz

Завдання 2
Розв'язати задачу Коші другого порядку класичним і операцій-

ним методами:

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

( )
( )




=′
=

=++
.00

;00
;cos222

2

y
y

ty
dt
dy

dt
yd

  

( )

.1
169

:

;

;0

22

2

2

2

2

=+

+=

=
∂
∂

+
∂
∂

yx
C

yxxyU

y
U

x
U

C

  

Вказівка
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Варіант 2
Завдання 1

Включення замкненого накоротко повітряного трансформатора на

синусоїдну ЕРС наведено на рис. 9, де ( ) ( );cos ψ+ω= tEte m m – ко-
ефіцієнт взаємної індукції двох кіл.

R1 R2

L1 L2

і1 і2е(t)

Рис. 9

Знайти i1(t), i2(t), зобразити
їх графічно при таких даних:

.
2

;02,0;2
2

2

1

1
21

π
=ψ

=
ω

=
ω

==    
L

R
L

R
LL

Вказівка
Операторні рівняння для первинного і вторинного кіл мають вигляд

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )



=++

=++

,0

;

1222

2111

ppMIpIpLR

pEppMIpIpLR

де R1, R2, L1, L2 – сумарні активні опори та індуктивності першого і дру-
гого кіл.
Завдання 2

Розв'язати задачу Коші другого порядку класичним і операційним
методами:

( )
( )




=′
=

=−′−′′
.10

;10
;232

y
y

tyyy   

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

( )
.16:

;2

;0

22

2

2

2

2

=+

+=

=
∂
∂

+
∂
∂

yxC

yxxyU

y
U

x
U

C
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Варіант 3
Завдання 1

Фізичний процес описується графіком f(t) (рис. 10). Знайти зобра-
ження ( ) ( ).pFtf →

f(t)

ta 2a 3a

–1

0

1

Завдання 2
Розв'язати задачу Ко-

ші другого порядку кла-
сичним і операційним ме-
тодами:

( )
( )




=′
=

=+′+′′

.10
;00

;cos65

y
y

teyyy t

Рис. 10

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

( )

.1
916

:

;

;0

22

2

2

2

2

=+

⋅=

=
∂
∂

+
∂
∂

yx
C

yxxyU

y
U

x
U

C

  

Варіант 4
Завдання 1

На рис. 11 зображено включення П-схеми заміщення розімкнутої
на кінці лінії передачі на синусоїдну ЕРС. Величини R1 та L представ-
ляють активний опір та індуктивність генераторів і трансформаторів, які
підключаються до лінії. Знайти Uc(t) і графічно зобразити. R1 = 5,28 Ом;
R2 = 11,27 Ом; L1 = 0,336 Гн; L2 = 0,466 Гн; С = 3,0 мкФ; ψ = 0.

R2R1 L1 L2

С1 С2

Uc

( ) ( )ψ+= wtEte m cos
Рис. 11
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Вказівка
Операторний опір має вигляд:

( ) .
2

11

22

22

11

pLR
pC

pC
pLR

pC
pLRpZ

++

++
++=








вх

Завдання 2
Розв'язати задачу Коші другого порядку класичним і операційним

методами:

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

Варіант 5
Завдання 1

Знайти перехідні значення струму i(t) в колі (рис. 12), якщо рубиль-
ник перемикається з положення ''1'' в ''2'' в момент часу t = 0 і U =
= 141sin(2500t + 105°) B; r = 1000 Ом; L = 1 Гн; L0 = 0,2 Гн; С = 0,4 мкФ.

( )
( )



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eyyy t   
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
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2
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y
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x
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L1

L0

С

Uc (0)
L

iL (0)U

r1

2

r i

Рис. 12
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Вказівка
До перемикання рубильника в колі протікає струм

на обкладинках конденсатора напруга

w = 2500 рад/с – кутова частота напруги джерела електричної енергії;

r
x

2
arctg=ϕ  – кут зсуву фаз між напругою джерела і струмом в колі;

( ) Ом  200010003000
1

0 =−=
ω

−+ω=−=
C

LLxxx cL => коло має

індуктивний характер, причому xc = 100 Ом => ϕ = 45°; Um = 141 В;

( ) ;05,0
10322

141
10222; 322 А   Ом;     =

⋅
=⋅=+== m

m
m IxrZ

Z
U

I

xcIm = 1000 · 0,05 = 50 B => i = 0,05sin(2500t + 60°) A; Uc = 50sin(2500t –
– 30°) B; при t = 0 (момент, який передує комутації) одержуємо iL(0) =
= 0,0433 A; Uc(0) = –25 B.

Студенту пропонується скласти операторне рівняння для ( ) ( )tipI ←
з використанням довідки (дод. 2), розв'язати його відносно I(p),
після чого перейти до оригіналу i(t) – миттєвому значенню струму пе-
рехідного процесу, зобразивши i(t) на графіку.
Завдання 2

Знайти оригінал f(t) для зображення ( ) .
1

1
3 −

=
p

pF

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

( ) А;  ϕ−+= 1052500sin tIi m

( ) В;  901052500sin −ϕ−+= tIxU mcc

( ) ;

;02

2

2

2

yxxyU

y
U

x
U

C
+=

=
∂
∂

+
∂
∂
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



≤≤−

−=

.44

;4
:

2

x

yx
C   

Варіант 6
Завдання 1

За умовою та вказівкою варіанта 5 завдання 1 знайти перехідні зна-

L1

L0

С

uc (0)
L

iL (0)U

r
1

2

r i

Рис. 13

Завдання 2
Розв'язати задачу Коші другого порядку класичним і операційним

методами:

( )
( )




=′
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;444 22

y
y

teyy t

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

Варіант 7
Завдання 1

Знайти струм в колі (рис. 14), якщо u(0) = E при R = 1 Ом; С = 0,5 Ф;

L = 2 Гн; Е = 1 В.

Побудувати операторне рівняння для  ( ) ( ),tipI ←  розв'язати його,
знайти оригінал, зобразити графік i(t).

чення напруг (Ur, Uс, UL) в колі
(рис. 13) і зобразити графічно
ur(t); uс(t); uL(t).
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D

L

Рис. 14

A
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Вказівка
Для АВСD маємо:

Завдання 2
Розв'язати задачу Коші другого порядку класичним і операційним

методами:

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

Варіант 8
Завдання 1

Фізичний процес описується графіком f (t) (рис. 15). Знайти зобра-

ження  ( ) ( ).tfpF ←
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Рис. 15
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Завдання 2
Розв'язати задачу Коші другого порядку класичним і операційним

методами:

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

Варіант 9
На рис. 16 наведена розрахункова схема, де R = 18,1 Ом; L =

= 0,802 Гн; C = 4,25 мкФ. Знайти
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
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R L

С

Uc

( ) ( )ψ+= wtEte m cos

Рис. 16

і побудувати графік uc(t) при
Uc(0) = 0.
Завдання1

Записати операторне рівнян-
ня для ( ) ( ). tupU cc ←  Розв'я-
завши його, перейти до оригіна-
лу uc(t).
Завдання 2

Склавши диференціальне рівняння, яке визначає перехідний про-
цес при t > 0, класичним методом розв'язати його відносно uc(t). Резуль-
тати обох завдань порівняти.
Вказівка

З рівнянь ( )
dt

dU
CiU

dt
di

LRtE c
cim =++=ψ+ω   ,cos  маємо ди-

ференціальне  рівняння  другого  порядку  з  постійними  коефіцієнтами
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.02

2

=++ c
cc U

dt
dU

RC
dt

Ud
LC  Треба знайти початкові умови задачі Ко-

ші другого порядку.
Завдання 3

Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

Варіант 10
Завдання 1, 2

Спрощена схема заміщення генератора імпульсних напруг у розряд-
ному режимі представлена на рис. 17, де С1 – ємність генератора в ударі,
яка заряджується від стороннього джерела до напруги U10; L – паразит-
на індуктивність генератора; R1, R2 – франтові опори; R3 – розрядний
опір; С2 – ємність об'єкту, який випробовується.

Знайти  ( ),
10

2

U
tu  побудувати графік  ( )

10

2

U
tu  при таких значеннях

величин: L = 100 мкГн; С1 = 25000 пФ; С2 = 3000 пФ; R1 = 300 Ом; R2 =
= 1000 Ом; R3 = 2000 Ом.
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Рис. 17

Вказівка
Протікання процесу

після пробою іскрового
проміжку описується си-
стемою диференціальних
рівнянь:
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Перейти до операторних рівнянь при початкових умовах (t = 0, U1 =
U10, U2 = 0, i1 = i2 = 0), одержати U2(p) і перейти до оригіналу u2(t). При
цьому використовується друга теорема розкладання операційного чис-
лення.
Завдання 3

Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

Варіант 11
Завдання 1
Процес відключення короткого замикання вимикачем з шунтуваль-

ним опором можна поділити на два етапи. Перший розглянемо в цьому
варіанті, другий – у варіанті 12.

Розглянемо схему (рис. 18). Вона являє собою найпростіший колив-
ний контур, в якому ємність С зображує ємність лінії.
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Uc

i1

e(t)

Рис. 18

При розрахунку пер-
шого етапу процесу – вве-
дення в коло короткого
замикання активного опо-
ру – необхідно прийняти
нульові початкові умови
для струму в індуктив-
ності L і напруги на С.
Треба:

1) скласти оператор-
не рівняння для
( ) ( ),tupU cc ←  після чого перейти до оригіналу uc(t);
2) скласти диференціальне рівняння для контуру (див. рис. 18), роз-

в'язати його класичним способом.
Для побудови графіка uc(t) можна взяти такі дані: R = 400 Ом; L =

= 0,802 Гн; С = 4,25 мкФ.
Завдання 2

Знайти розв'язок задачі Коші другого порядку класичним і опера-
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ційним методами:

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

Варіант 12
Завдання 1

Розглядається другий етап процесу відключення короткого замикан-
ня вимикачем із шунтувальним опором (див. варіант 11). Коливний кон-
тур на другому етапі має вигляд (рис. 19).

Завдання 2
Розв'язати задачу Коші другого порядку класичним і операційним

методами:
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Треба:
1) записати операторний ви-

раз для ( ) ( ),tupU cc ←  перейти
до оригіналу uc(t);

2) записати диференціаль-
не рівняння контуру після відклю-
чення опору, розв'язати його кла-
сичним методом. В якості вихід-

RL

С

Uc

i1e(t)

Рис. 19

них даних для побудови графіка uc(t) взяти L = 0,802 Гн; С = 4,25 мкФ.
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Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

Варіант 13
Завдання 1
Знайти усталену напругу uуст(t) на ємності С в контурі (рис. 20),

якщо джерело дає періодичну EPC вигляду (рис. 21)
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e(t)

t1
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2 3

Рис. 21

Розв'язати операторне рівняння відносно U(p), перейти до оригі-
налу u(t).
Завдання 2

Знайти розв'язок задачі Коші другого порядку класичним і опера-
ційним методами:
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Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:
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Варіант 14
Завдання 1

В колі з опором R = 150 Ом, індуктивністю L = 30 Гн підтримуєть-
ся постійна напруга U = 300 В (рис. 22). Треба:

1. Визначити силу струму i(t) в колі у будь-який момент часу t.
2. Знайти, за який час з моменту замикання кола струм, що виникає

в ньому, досягне 99 % своєї граничної величини.

R

L

i

Рис. 22

U = u(i)

Вказівка
Рівняння, яке описує це коло

і виходить з другого закону Кирх-
гофа, має вигляд

Початкові умови: i(0) = 0.

.; const  ==+ UUR
dt
di

L i

Розв'язати цю задачу класичним і операційним методами.
Завдання 2

Знайти розв'язок задачі Коші другого порядку класичним і опера-
ційним методами:

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:
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Варіант 15
Завдання1

Послідовно включені джерело електроенергії з напругою U0, індук-
тивність L і опір R, який зростає за законом .00 tRRR ′+=  Знайти силу
струму i(t) в колі.
Вказівка

Диференціальне рівняння, яке описує даний контур, має вигляд

( ) ( ) .000 UtitRR
dt
di

L =′++                                           (6)

Початкова умова: i(0) = 0.
Розв'язати задачу Коші класичним методом, потім операційним,

маючи на увазі, що диференціальне рівняння (6) є лінійним диференці-
альним рівнянням першого порядку.
Завдання 2

Розв'язати задачу Коші другого порядку класичним і операційним
методами:

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:
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Варіант 16
Завдання 1

В колі з опором R, індуктивністю L, ємністю С (заряд конденсато-
ра в момент замикання кола дорівнює q0) підтримується напруга u(t).
Знайти закон зміни струму в колі (рис. 23).

R

L

i

U = U(t)

C

Рис. 23

Вказівка
Згідно з другим законом

Кірхгофа, рівняння кола запи-
шемо у вигляді
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Завдання 2
Розв'язати задачу Коші другого порядку класичним і операційним

методами:

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:
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( ) .1
916

:;5,0
22

=++= yxCyxcxyU     

Варіант 17
Завдання 1

Послідовно включені індуктивність L, опір R, конденсатор ємні-
стю С, заряд якого в момент замикання (t = 0) дорівнює q0 (рис. 24).
Знайти силу струму в колі та частоту коливань, коли струм має періо-
дичний характер: i(0) = 0.

R

L

i

C

Рис. 24

Вказівка
В даному випадку конден-

сатор є джерелом електроенер-
гії – генератором, напруга на
якому в будь-який момент опи-
сується формулою
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де 
C
qU 0

0 =  – напруга на конденсаторі в момент t = 0.

Отже, .
)(

0
02

2

C

dtti
URi

dt
idL

t

∫
−=+

Продиференціювавши це рівняння по t, одержимо

.0)(
2

2

=++
C
ti

dt
diR

dt
idL                                           (7)

Записати початкові умови для даної задачі ( ) ,0,0 




 =t

dt
dii     одер-

жати задачу Коші другого порядку, розв'язати її. Скласти операторне
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рівняння для ланцюга (див. рис. 24) і, вирішивши його, одержати роз-
в'язок задачі.
Завдання 2

Розв'язати задачу Коші другого порядку класичним і операційним
методами:

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

Варіант 18
Завдання 1

Конденсатор ємністю С включений у коло з напругою Е і опором R
(рис. 25). Визначити заряд q конденсатора в момент t після включення,
склавши операторне рівняння для цього кола, а також за допомогою ди-
ференціального рівняння, яке одержується за законом Ома.
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Рис. 25

Вказівка
В момент часу t заряд кон-

денсатора q, струм ;
dt
dq

i =  ЕРС

в колі ⇒−=
C
q

EU  диферен-

ціальне  рівняння  кола буде

.
C
qE

dt
dqR −=
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Відповідь: .1 




 −
−= CR

t

eCEq

Завдання 2
Знайти розв'язок задачі Коші відносно y(x) класичним і операційним

методами:

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:
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Варіант 19
Завдання 1

Контур підключений до постійної ЕРС Е0 (рис. 26). При усталено-
му режимі включається рубильник Р і накоротко замикає опір R2. Знайти
вираз перехідного струму i(t).

R1

PE0

Рис. 26

R2

L

Відповідь: до включен-
ня  рубильника
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Завдання 2
Знайти частинні розв'язки системи диференціальних рівнянь

при початкових умовах y(0) = 0, z(0) = 0.
Розв'язання провести класичним і операційним методами.

Відповідь: ( ) ( ) .
3
2

12
1

4
3

;
4
1

4
3 2222 xxxxxx eexzeexy ee −−=−+= −−   

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )




++=′
−=′

xexzxyxz

zyxzxy ;3

( )

[ ] .2,2

4
:

;

;0

2

2

2

2

2





−∈

−=

⋅=

=
∂
∂

+
∂
∂

 
  

x

xy
C

yxxyU

y
U

x
U

C

Варіант 20
Завдання 1

У схемі (рис. 27) діє синусоїдна напруга u(t) = U0sin(ωt + ψ).

R1

PE0

R2

L

Відповідь: ( ) ( )
( ) ( )

( )./sin
2122

21

0
2

RRLe
LRR

Uti L
tR

+ω=ϕ
ω++

ϕ−ψ=
−

 arctg  ;

Рис. 27

В момент часу t = 0 ру-
бильник Р замикає нако-
ротко коло R2L. Знайти ви-
раз для перехідних стру-
мів. Розв'язання здійснити
операційним методом.
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Завдання 2
 Розв'язати систему диференціальних рівнянь першого порядку

при початкових умовах y(0) = 0; z(0) = 0.
Задачу розв'язати операційним і класичним методами.
Відповідь: .2sin2;sin3cos224 xxzxxxy −=−−+=   

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

Варіант 21
Завдання 1





=++′
=−−′

xzyz
xzyy

sin2
;cos42

( )

.1
2516

:

;
2
1

;0

22

2

2

2

2

=+

+=

=
∂
∂

+
∂
∂

yx
C

yxxyU

y
U

x
U

C

  

C

P

U

i

Uc(0)

r
2

1+

–
Рис. 28

Знайти перехідні значення напруг (Ur, Uc) в контурі (рис. 28) при пе-
ремиканні рубильника Р з ''1'' в ''2'', якщо U =100 В, r = 100 Ом, С  =
= 10 мкФ.
Вказівка

 ;2cos24 xyy =+′′

Операторний опір кола має

вигляд  ( ) .
1

pC
rp +=Ζ

За законом Ома ( ) .
1+

−
=Ι

rCp
UC

p

Завдання 2
Розв'язати задачу Коші другого порядку класичним і операцій-

ним методами:
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( )
( )




=′
=

.40
;00

y
y

 

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

Варіант 22
Завдання 1

В контурі (рис. 29) напруга на конденсаторі Е0 (рубильник ввім-
кнутий), а струм через катушку індуктивності дорівнює Е0/R2. Коли
рубильник вимикається, починається розряд конденсатора, в якому       при-
пускається наявність аперіодичних розрядів.

( )

.1
169

:

;

;0

22

2

2

2

2

=+

+=

=
∂
∂

+
∂
∂

yx
C

yxxyU

y
U

x
U

C

  

R1

P

E0 R2

L

Рис. 29

C

Знайти напругу на конденсаторі С
в момент t0.
Вказівка

Математичною моделлю цієї задачі
являється задача Коші другого порядку:

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )














=

−=

=+++

.0
;0

;0

2

0

0

212

2

CR
E

dt
du

Eu

tu
dt

tduRRC
dt

tudLC

c

c

c
cc

Тут uc (t) – напруга на конденсаторі в момент t.
Завдання 2

Розв'язати задачу Коші другого порядку класичним і операційним
методами:



41

Завдання 3
Знайти розв'язок задачі Діріхле в квадраті ОАВС (рис. 30) для рів-

няння

( )
( )




=′
=

=+′−′′
.60

;20
;12123 3

y
y

eyyy t   

O C

B (1; 1)A

y

x

1

1
Рис. 30

.1;1;1;1

.:

;02

2

2

2

+==+==

=
∂
∂

+
∂
∂

xUUyUU

OABCC
y
U

x
U

ABOCBCOA       

  

Варіант 23
Завдання 1

За умовою і вказівкою до варіанту 5 завдання 1 (див. рис. 12) знайти
перехідні значення напруг Ur, Uс, UL.

Вказівка: ( ) .;; LrcLir UUU
dt
di

LUtrU −−===     

Завдання 2
Розв'язати систему диференціальних рівнянь першого порядку від-

носно x(t), y(t), z(t)

при початкових умовах x(0) = 0; y(0) = 3; z(0) = –2.















−−−=

++=

−−=

zyx
dt
dz

zyx
dt
dy

zyx
dt
dx

242

,572

,22

Завдання 3
Знайти розв'язок задачі Діріхле у квадраті ОАВС: О(0; 0), А(0; 1),
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В(1; 1), С(1; 0) (див. рис. 30) для рівняння Лапласа

з граничними умовами       ;34;67;73 +=−=−= xUyUyU
OCBCOA

.45 −= xU
AB

Варіант 24
Завдання 1

За даним графіком i(t) (рис. 31) знайти відображення ( ) ).(tipI ←

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
U

x
U

i(t)

1

0 2aa 4a3a t
Рис. 31

Завдання 2
Розв'язати задачу Коші другого порядку класичним і операційним

методами:

( )
( )




=′
=

=+′+′′ −

.10
;00

;293 2

y
y

eyyy t   

Завдання 3
Розв'язати методом скінченних різниць задачу Діріхле:

( )

.1
169

:
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22

2

2

2

2
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=
∂
∂

+
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yxxyU

y
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x
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( )
( )







−+−=′
+=′

+−=′

zyxtz
zxty

zyxtx

23
;

;2

Варіант 25
Завдання 1

Фізичний процес описується залежностями

при початкових умовах x(0) = 1; y(0) = 1; z(0) = 0.
Знайти класичним методом x(t); y(t); z(t).

Завдання 2
За умою завдання 1 знайти  x(t); y(t); z(t) операційним методом.

Завдання 3
Розв'язати на сітці з 10 вузлів по х і 10 вузлів по y задачу Діріхле для

рівняння Лапласа

при граничних умовах ( ) ( ) ( ) );(0        1,1;00,;0,0 ≤≤=== yyyUxUyU

( ) ( ).11, ≤≤= xxxU 0   

( )1,102

2

2

2

≤≤≤≤=
∂
∂

+
∂
∂

yx
y
U

x
U

0  0  
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Додаток 1

1. КОЛО ПОСТІЙНОГО СТРУМУ. ЗАКОНИ КІРХГОФА

1.1. Перший закон Кірхгофа

Алгебраїчна сума струмів вузла електричного контуру дорівнює ну-
леві:

Приклад 1.1

.0
1
=∑

=

n

k
kI

I1 – I2 + I3 + I4 – I5 = 0.
I1

I4

I2 I3

I5

Рис. 1.1

1.2. Другий закон Кірхгофа

Алгебраїчна сума ЕРС будь-якого замкненого контуру дорівнює алгеб-

раїчній сумі напруг на елементах цього контуру: .
11
∑=∑
==

m

k
kk

n

k
k RIE

Приклад 1.2

I1 – I2 – I3 = 0;

E1 = I1R1 + I2R2 + I2R3 + I1R4;

E1 = I1R1 + I3R5 + I1R4;

0 = I2R2 + I2R3 – I3R5.

I2

I1

I3

R2

R1

R3

R4

R5

E1

Рис. 1.2
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2. ПЕРЕХІДНІ ПРОЦЕСИ

2.1. Вмикання індуктивності на постійну напругу наведено на рис. 1.3.

R

L

i

P

U

Рис. 1.3

( ).iL
dt
d

RiU +=

За другим законом Кірхгофа

Якщо L = const, то ;
dt
di

LRiU =−

,
A

iI
e

dt
di

R
L

i
R
U t

L
R −
=⇒=−

де R
UI =  – усталений струм (встановлюється у колі після закінчення

перехідного явища);

.,1
t

L
Rt

L
R

eIieIi
 

  
−−

=−= 






2.2. На рис. 1.4 наведено коло заряду конденсатора. Рівняння кола

має вигляд .cURiU +=  Якщо ,
td

d
Ci cU=  то ⇒+= c

U U
td

d
CRU c

,1 








 −
−= cR

t

c eUU
 

де CR=τ – стала часу, що характеризує швидкість процесу (рис. 1.5).

R

C

i

P

U

Рис. 1.4 Рис. 1.5
τ2 > τ1

τ1 τ2

U
Uc

t
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