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Завдання №1. Рівновага твердого тіла під дією довільної 

плоскої системи сил 

 
Знайти реакції опор заданої конструкції. Значення величин навантажень 

наведено в табл. 1, схеми конструкцій зображено на рис. 1.1–1.3. Сили Р 

задаються в кН, моменти сил М – кН∙м, максимальна інтенсивність розподі-

ленего навантаження q – в кН/м. Розмір a = 1 м. Розподілене навантаження 

діє перпендикулярно по відношенню до відповідного елементу конструкції. 

 

Таблиця 1 

Варіант P, кН  M, кН∙м q, кН/м Варіант P, кН  M, кН∙м q, кН/м 

1 16 25 10 16 18 11 10 

2 35 46 12 17 25 23 15 

3 8 35 2 18 4 36 18 

4 15 30 14 19 6 55 24 

5 12 27 8 20 17 28 32 

6 14 45 5 21 9 30 16 

7 20 10 17 22 5 15 18 

8 38 60 20 23 39 65 28 

9 27 48 22 24 42 70 36 

10 31 52 30 25 40 72 42 

11 29 44 24 26 37 25 44 

12 34 15 26 27 46 68 15 

13 32 27 41 28 10 30 25 

14 40 39 6 29 2 18 40 

15 48 32 8 30 50 20 10 
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Рис. 1 
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Рис. 2 
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Рис. 3 

 

 

 



СТАТИКА 

 

7 

Завдання №2. Визначення реакцій опор та сил в стрижнях 

плоскої ферми 

  
Знайти реакції опор та сили в стрижнях заданої конструкції методом 

вирізання вузлів. 

Значення модулів сил наведено в табл. 2, схеми конструкцій зображено 

на рис. 2.1–2.3. Сили Р задаються в кН. 

 

Таблиця 2 

Варіант P, кН  Варіант Р, кН 

1 16 16 36 

2 30 17 38 

3 8 18 40 

4 32 19 42 

5 14 20 44 

6 20 21 46 

7 22 22 48 

8 24 23 50 

9 26 24 52 

10 28 25 54 

11 10 26 56 

12 12 27 58 

13 14 28 60 

14 32 29 62 

15 34 30 64 
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Рис. 4 

 

 

 



СТАТИКА 

 

9 

 
Рис. 5 
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Рис. 6 
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Завдання №3. Визначення реакцій опор конструкції,  

складеної з двох частин 

 
Знайти реакції опор і тиск в проміжних шарнірах заданої конструкції, 

складеної з двох частин. Значення величин навантажень наведено в табл. 3, 

схеми конструкцій зображено на рис. 3.1–3.3. Сили задаються в кН, момен-

ти сил – кН∙м, інтенсивність розподіленого навантаження q – в кН/м, а роз-

міри – в метрах. 

 

Таблиця 3 

Варі-

ант 
P1 P2 M1 M2 q 

Варі-

ант 
P1 P2 M1 M2 q 

1 0,6 – 2,5 1,0 1,00 16 1,0 1,5 3,5 1,5 0,10 

2 0,5 0,8 2,6 – – 17 1,5 2,0 2,0 1,5 0,15 

3 0,8 1,0 3,5 2,0 0,20 18 0,8 1,5 3,0 – 0,10 

4 1,5 3,0 3,0 – 0,40 19 0,6 1,8 3,5 – 0,14 

5 1,2 2,7 2,7 – 0,10 20 0,7 1,6 3,2 – 0,12 

6 1,4 1,2 2,5 – 0,15 21 0,8 1,8 3,0 2,5 0,14 

7 1,6 1,0 2,0 0,8 0,20 22 0,5 0,6 3,5 – 0,15 

8 1,5 0,6 3,0 – 0,10 23 1,4 1,2 3,6 – 0,12 

9 2,0 – 2,5 0,5 0,20 24 1,2 1,4 2,8 1,6 0,18 

10 0,8 – 3,0 – 0,10 25 1,6 1,5 3,3 – 0,14 

11 1,5 1,0 2,5 – 0,10 26 1,5 1,6 1,8 – 0,18 

12 2,0 0,8 3,5 1,5 0,20 27 1,4 1,8 3,5 0,6 0,16 

13 1,0 0,6 1,5 2,0 0,15 28 1,2 1,4 3,0 – 0,13 

14 0,5 – 4,0 – 0,10 29 1,5 2,0 2,5 – 0,20 

15 0,6 2,0 2,5 – 0,20 30 1,5 2,0 2,5 0,5 0,20 
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Рис. 7 
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Рис. 8 
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Рис. 9 
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Завдання №4. Приведення просторової системи сил  

до простішого виду 
 

Привести систему сил до простішого виду. Задані системі сил зображе-

но на рис. 4.1–4.3. Модулі сил та відповідні відстані дано в табл. 4. Сили 

задано в H, моменти сил в кН∙м, а розміри – в метрах. 

 

Таблиця 4 

Варіант P1 P2 P3 P4 M a b c 

1 15 25 35 20 100 5,0 5,0 5,0 

2 35 25 15 10 200 3,0 3,0 3,0 

3 12 16 14 – 50 1,5 5,0 2,5 

4 14 12 16 – 25 5,0 2,5 1,5 

5 4 6 8 10 100 0,6 0,3 0,2 

6 20 24 10 20 200 0,3 0,4 0,4 

7 4 2 8 30 50 2,0 1,0 1,0 

8 15 20 30 – 100 3,0 4,0 2,0 

9 18 11 13 15 50 9,0 8,0 7,0 

10 15 25 35 20 100 2,0 3,0 4,0 

11 8 10 8 10 150 2,0 2,0 2,0 

12 8 4 6 20 75 3,0 4,0 2,0 

13 12 16 14 – 50 1,5 5,0 2,5 

14 14 12 16 – 500 4,5 6,0 3,5 

15 10 16 20 30 200 3,0 4,0 4,0 

16 10 10 10 20 100 3,0 4,0 4,0 

17 20 30 10 40 200 3,5 4,5 6,0 

18 16 12 14 18 400 8,0 7,0 9,0 

19 18 11 13 20 200 9,0 8,0 7,0 

20 15 25 35 40 100 4,0 4,0 4,0 

21 35 15 25 – 200 4,0 2,0 3,0 

22 25 35 15 – 100 3,0 4,0 2,0 

23 10 20 30 – 50 3,0 4,0 3,0 

24 20 30 20 30 100 1,0 1,0 2,0 

25 8 12 20 26 200 1,0 4,0 3,0 

26 6 20 10 8 250 4,0 8,0 6,0 

27 20 30 10 – 150 4,5 6,0 3,0 

28 16 14 12 20 100 8,0 7,0 9,0 

29 18 11 13 15 50 9,0 8,0 7,0 

30 10 20 30 20 150 4,5 6,0 3,5 
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Рис. 10 
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Рис. 11 
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Рис. 12 
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Завдання С-5. Визначення реакцій опор та зусиль  

для рівноваги твердого тіла у просторі 
 

Знайти силу Р, що забезпечує рівновагу заданої просторової конструк-

ції, а також реакції опор. Схеми конструкцій зображено на рис. 5.1–5.3. Мо-

дулі сил та необхідні розміри наведено в табл. 5.1. Сили задаються в кН, 

моменти сил – в кН∙м, а відстані – в метрах. Сила G розташована паралле-

льно вісі Az. Модуль сили T удвічи більше модулю сили t, а значення  

=5∙10
-3

R. 

Таблиця 5.1 

Варіант Q T G a b c R r M 

1 2 – 20 0,20 0,30 0,10 0,15 0,05 4,0 

2 4 – 2 0,20 0,10 0,30 0,10 0,10 – 

3 6 – 4 0,15 0,15 0,20 0,20 0,15 – 

4 3 – 2 0,30 0,20 0,40 0,15 0,10 5,0 

5 5 – 3 0,30 0,40 0,20 0,20 0,15 2,0 

6 1 4 2 0,40 0,30 0,20 0,20 0,10 3,0 

7 – 3 1 0,30 0,10 0,05 0,18 0,06 2,0 

8 4 6 3 0,20 0,40 0,15 0,20 0,10 3,0 

9 5 – 3 0,20 0,15 0,10 0,30 0,40 – 

10 1 4 2 0,30 0,40 0,20 0,20 0,10 2,0 

11 – 2 1 0,20 0,30 0,15 0,15 0,10 4,0 

12 – – 10 – – – – – 5,0 

13 10 – 5 0,40 0,30 0,20 0,25 0,15 3,0 

14 – 2 1 0,30 0,90 0,20 0,30 0,10 2,0 

15 3 – 2 0,60 0,20 0,40 0,20 0,05 2,5 

16 4 – 2 0,50 0,30 – – – 2,0 

17 2 – 1 0,15 0,10 0,20 0,20 0,05 1,0 

18 6 – 2 0,60 0,40 0,60 – – 3,0 

19 – 8 2 0,20 0,30 0,40 0,20 0,15 – 

20 4 – – 0,60 0,40 0,20 – – – 

21 2 4 – 0,40 0,60 0,30 0,20 0,10 1,0 

22 – – 5 0,20 0,50 0,30 – – 2,0 

23 – – 4 0,40 0,30 0,50 – – 3,0 

24 5 – 2 – – – – – 1,0 

25 2 – 3 0,50 0,50 0,60 – – 2,0 

26 3 – 1 0,20 0,60 0,40 – – 3,0 

27 – – 1 0,50 0,30 – – – 1,0 

28 2 – 6 0,30 0,10 0,50 0,10 0,15 0,2 

29 – 4 3 0,15 0,20 0,15 0,15 0,10 0,5 

30 – – 4 0,40 0,30 0,10 – – 1,0 
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Рис. 13 

 

 

 



СТАТИКА 

 

21 

 
Рис. 14 
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Рис. 15 
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Завдання №6. Визначення положення центру ваги проскої 

фігури 
Знайти координати центра ваги фігури, що зображено на рис. 6.1–6.3. 

Розміри фігур завдано у міліметрах. 

 
Рис. 16 
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Рис. 17 
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Рис. 18 
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Задача №1. Рівновага твердого тіла під дією довільної пло-

скої системи сил 

 

Знайти реакції опор заданої конструкції (рис. 19). Зовнішні сили Р за-

дано у кН, моменти М − у кН
.
м, рівномірно розподілене навантаження q − у 

кН/м, а розміри конструкції − в метрах. 
 

Вихідні данні 
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Замінимо розподілене по закону три-

кутника навантаження q еквівалентною 

зосередженою силою Q. 
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x

x
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Довжина прольоту, до якого прикладено розподілено навантаження до-

рівнює а. Тоді: 
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Зосереджену силу Q завжди прикладено у центрі тяжіння епюри наван-

таження q. Визначимо центр тяжіння епюри навантаження.  
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Рис 19. Плоска конструкція 
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Розрахункова схема 

(Design scheme) 

 

Наведемо рівняння рівноваги системи (рис. 20). 

Проектуємо усі зовнішні сили 

та реакції на вісь x. Отримуємо 

наступне скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь y. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 

 

  0-
2

0
















YBsinPsinRAQ

:iY

 

Запишемо рівняння моментів сил та реакцій опор відносно точки B. 
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Перетворимо рівняння таким чином, щоб отримати розмірність сили для 

його елементів.  
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Запишемо систему рівнянь рівноваги конструкції в кінцевому вигляді. 

 

 
Рис 20. Розрахункова схема конструкції 
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Використовуємо матричний метод вирішення системи рівнянь, що от-

римано. 
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Формуємо матрицю коефіцієнтів − А та вектор-столбець правих частин 

– В. 
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Вектор-столбець рішень отримано рішенням матричного рівняння з ви-

користанням функції Isolve. 
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Значення реакцій опор 
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Перевірка результатів рішення 
 

Для перевірки результатів рішення побудуємо силовий багатокутник 

(рис. 21). Особливості побудови векторів сил в системі Mathcad наведено в 

Додатку №1. 

 

 
Рис 21. Силовий багатокутник плоскої конструкції 

 

Силовий багатокутник замкнений, отже головний вектор плоскої збіж-

ної системи сил, прикладеної до твердотільної конструкції, дорівнює нулю. 

Побудуємо діаграму, на якій наочно позначено величину та знак момен-

тів активних сил та пар сил, що діють на задану твердотільну конструкцію, 

та моменти реакцій її опор (рис. 22). По осі абсцис відкладаємо відстань від 

VYB 
VXB VQ 

VP 

VRA 
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початку координат до точки прикладення сил та реакцій. По осі ординат 

задаємо величини моментів сил та реакцій. 

Знайдемо величини моментів усіх активних сил та реакцій. 
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Рис 22. Моменти сил та реакцій опор плоскої конструкції відносно точки А 

 

Головний момент сил та реакцій опор плоскої конструкції відносно точ-

ки А дорівнює нулю. 

 

Висновок: Так як головний вектор та головний момент плоскої 

збіжної системи сил, прикладеної до твердотільної конструкції дорів-

нюють нулю, то рішення вірне 
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Задача №2.1 Розрахунок реакцій опор та сил в стрижнях 

плоскої ферми методом вирізання вузлів 

 
Знайти реакції опор та си-

ли в стрижнях плоскої ферми 

(рис. 23).Зовнішні сили F, 

прикладені у вузлах 

конструкції задано у кН. 

 

 

Вихідніданні 
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Розрахункова схема 

 

Спочатку визначимо реакції 

опор конструкції (рис. 24), а саме 

Xa, Ya та Rd. Для цього запишемо 

рівняння рівноваги, спроектувавши 

усі зовнішні сили та реакції в опо-

рах конструкції на вісі Х і Y, а та-

кож запишемо рівняння моментів 

відносно точки D. 

Проектуємоусізовнішнісили та 

реакції на вісь Х. Отримуємо на-

ступне скалярнерівняння. 
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Проектуємоусізовнішнісили та реакції на вісьY. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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Рис 23. Плоска ферма 

 
Рис 24. Розрахункова схема плоскої ферми 
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Запишемо рівняння моментів відносно точки D. 
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Запишемо систему рівнянь рівноваги конструкції в кінцевому вигляді. 
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Формуємо матрицю коефіцієнтів − A та вектор-столбець правих час-

тин − В. 
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Вектор-столбець рішень отримано рішенням матричного рівняння з ви-

користанням функції Isolve. 
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Значення реакцій опор 
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Для перевірки результатів рішення побудуємо силовий багатокутник 

(рис.25). Особливості побудови векторів сил в системі Mathcad наведено в 

Додатку №2. 
 

 
Рис 25. Силовий багатокутник плоскої конструкції 

 

Побудуємо діаграму, на якій наочно позначено величину та знак момен-

тів активних сил, що діють на задану ферму, та моменти реакцій її опор 

(рис. 26). По осі абсцис відкладаємо відстань від точки Е до точок прикла-

дення сил та реакцій. По осі ординат задаємо величини моментів сил та 

реакцій.  

Знайдемо величини моментів усіх активних сил та реакцій оопр ферми. 
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Головний момент сил та реа-

кцій опор плоскої ферми віднос-

но точки Е дорівнює нулю. 

 

Висновок: Так як головний 

вектор та головний момент 

плоскої збіжної системи сил, 

прикладеної до плоскої ферми 

дорівнюють нулю, то реакції її 

опор визначені вірно. 
 

Скористаємося методом 

вирізання вузлів. Для цього 

розіб'ємо систему на ряд 

підсистем, кожна з яких 

складається з вузла та лише 

двох стрижнів, що з нього вихо-

дять, та реакції в яких не відомі. При розрахунках вважаємо, що напрям усіх 

реакцій в стрижнях є додатним, тобто вони спрямовані в напрямку від вузла 

вздовж стрижня. 

Спочатку потрібно визначити вузол, в якому 

збігається не більше двох стрижнів, реакції в яких 

є невідомими. Це робиться для того, щоб у двох 

рівняннях рівноваги, які можна записати для 

плоскої системи було не більше двох невідомих. 

Тому спочатку наведемо розрахункову схему 

для підсистеми, що складється з вузла D та стриж-

нів 12, 13 (рис. 27). Невідоми є реакції стрижнів 

S12, S13. Відомою є реакція опори Rd. 

Наведемо рівняння рівноваги для даної підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Х. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Y. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 

 
Рис 26. Моменти сил та реакцій опор 

плоскої ферми відносно точки Е 

 
Рис 27 Розрахункова 

схема для вузла D 
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З цих двох рiвнянь знаходимо реакції S13 та S12. 
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Далі наведемо розрахункову схему для 

підсистеми, що складється з вузла С та стрижнів 

10, 11, 12 (рис. 28). Невідомими є реакції стрижнів 

S10, S11. Відомою є реакція стрижня S12. 

Вважаємо, що реакції у стрижнях, які 

поєднують сусідні вузли дорівнюють за абсолют-

ною величиною та протилежні за знаком. Наприклад: 

 

       121212 DSCSS   

 

Наведемо рівняння рівноваги для даної підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Х. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Y. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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З цих двох рiвнянь знаходимо реакції S10 та S11. 
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Рис 28. Розрахункова 

схема для вузла С 
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Далі наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вуз-

ла G та стрижнів 8, 9, 11, 13 (рис.29). Невідомими є реакції стрижнів S8, S9. 

Відомими є реакції стрижнів S11 та S13. 

Наведемо рівняння рівноваги для даної 

підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на 

вісь Х. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на 

вісь Y. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 
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З цих двох рiвнянь знаходимо реакції S8 та S9. 
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Далі наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вуз-

ла I та стрижнів 6, 7, 8 (рис. 30). Невідомими є 

реакції стрижнів S6, S7. Відомою є реакція стриж-

ня S8. 

Наведемо рівняння рівноваги для даної 

підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на 

вісь Х. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 
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Рис 29. Розрахункова  

схема для вузла G 

 
Рис 30. Розрахункова 

схема для вузла I 
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Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Y. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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З цих двох рiвнянь знаходимо реакції S7 та S6. 
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Далі наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вуз-

ла F та стрижнів 4, 5, 7, 9, 10 (рис. 31). Невідомими є реакції стрижнів S4, S5. 

Відомими є реакції стрижнів S7, S9, S10. 

Наведемо рівняння рівноваги для даної 

підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та 

реакції на вісь Х. Отримуємо наступне ска-

лярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та 

реакції на вісь Y. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 
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З цих двох рiвнянь знаходимо реакції S4 та S5. 
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Рис 31. Розрахункова схема  

для вузла F 
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Далі наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вуз-

ла E та стрижнів 2, 3, 5, 6 (рис. 32). Невідомими є 

реакції стрижнів S2, S3. Відомими є реакції 

стрижнів S5, S6. 

Наведемо рівняння рівноваги для даної 

підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на 

вісь Х. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Y. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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З цих двох рiвнянь знаходимо реакції S2 та S3. 
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Далі наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вуз-

ла B та стрижнів 1, 3, 4 (рис. 33). Невідомимою є реакція стрижня S1. Відо-

мими є реакції стрижнів S3, S4. 

Наведемо рівняння рівноваги для даної 

підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь 

Х. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 
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З цього рiвняння знаходимо реакцію S1. 

 
Рис 32. Розрахункова 

схема для вузла E 

 
Рис 33. Розрахункова 

схема для вузла B 
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                     31019294 1 N.cosS:S    

 

Перевірка результатів рішення 
 

Для перевірки результатів визначимо реакції Xa та Ya в опорі А. 

Наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вузла А 

та стрижнів 1, 2 (рис. 34). Невідомими є реакції 

стрижнів в опорі А − Ха та Ya. Відомими є реакції 

стрижнів S1, S2. 

Наведемо рівняння рівноваги для даної 

підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на 

вісь Х. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 

 

 
    21 

021

0





cosSSXa

 cosASASXa

:iX






 

 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Y. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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З цих двох рiвнянь знаходимо реакції Xa та Ya. 
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Висновок: рішення вірне 
 

Побудуємо діаграму, на якій наочно позначено величину та знак сили S 

в кожному стрижні (рис. 35). По осі абсцис відкладаємо діапазон j:=1...13, 

який дорівнює кількості визначених сил S. По осі ординат задаємо значення 

функції Sj 

 

           131.......:j   

 
Рис 34. Розрахункова 

схема для вузла A 
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Рис 35. Зусилля в стрижнях плоскої ферми 
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Задача №2.2 Розрахунок реакцій опор та сил в стрижнях 

плоскої ферми матричним методом 

 
Знайти реакції опор та сили в стрижнях плоскої ферми 

(рис.36).Зовнішні сили F, прикладені у вузлах конструкції задано у кН. 

 

Вихідні данні 
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Розрахункова схема 

 

Скористаємося матричним методом. Для цього наведену на рис. 37 роз-

рахункову схему плоскої ферми розіб'ємо на ряд підсистем, кожна з яких 

складається з вузла та стрижнів, що з нього виходять. При розрахунках 

вважаємо, що напрям усіх 

реакцій в стрижнях є додатним, 

тобто вони спрямовані в на-

прямку від вузла вздовж 

стрижня. 

Наведемо розрахункову 

схему для підсистеми, що 

складається з вузла А та 

стрижнів 1, 2 (рис. 38). 

Вважаємо, що реакції у 

стрижнях, які поєднують 

сусідні вузли дорівнюють за абсолютною величиною та протилежні за зна-

ком.  

Наприклад: 

 

           222 ESASS   

 

Наведемо рівняння рівноваги для даної 

підсистеми.  

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на 

вісь Х. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 

 

 

Рис 36. Плоска ферма 

 
Рис 37. Розрахункова схема плоскої ферми 

 
Рис 38. Розрахункова 

схема для вузла A 
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Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Y. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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Далі наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вуз-

ла B та стрижнів 1, 3, 4 (рис. 39). 

Наведемо рівняння рівноваги для даної підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь 

Х. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь 

Y. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 
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Далі наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вуз-

ла С та стрижнів 10, 11, 12 (рис. 40).  

Наведемо рівняння рівноваги для даної підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Х. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на 

вісь Y. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 

 
Рис 39. Розрахункова 

схема для вузла B 

 

Рис 40. Розрахункова 

схема для вузла С 
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Наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вузла D 

та стрижнів12, 13 (рис.41).  

Наведемо рівняння рівноваги для даної 

підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на 

вісь Х. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Y. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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Далі наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вуз-

ла E та стрижнів 2, 3, 5, 6 (рис 42). 

Наведемо рівняння рівноваги для даної підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Х. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Y. 

Отримуємо наступне скалярне рівняння. 
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Рис 41. Розрахункова 

схема для вузла D 

 
Рис 42. Розрахункова 

схема для вузла E 
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Далі наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вуз-

ла F та стрижнів 4, 5, 7, 9, 10 (рис.43). 

Наведемо рівняння рівноваги для даної підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Х. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та 

реакції на вісь Y. Отримуємо наступне ска-

лярне рівняння. 
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Далі наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вуз-

ла G та стрижнів 8, 9, 11, 13 (рис.44). 

Наведемо рівняння рівноваги для даної підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Х. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на 

вісь Y. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 
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Далі наведемо розрахункову схему для 

підсистеми, що складється з вузла I та стрижнів 

6, 7, 8 (рис. 45). 

 

Рис 43. Розрахункова схема  

для вузла F 

 

Рис 44. Розрахункова  
схема для вузла G 
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Наведемо рівняння рівноваги для даної підсистеми. 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Х. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 

 

     
                 268

0628

0

 cosFcosScosS

 cosIScosFcosIS

:iX










 

 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на 

вісь Y. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 
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Запишемо систему рівнянь рівноваги 

конструкції в кінцевому вигляді.  

 

 

 

 
Рис 45. Розрахункова 

схема для вузла I 
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Використовуємо матричний метод вирішення системи рівнянь, що от-

римано. 

Формуємо матрицю коеффіцієнтів − C та вектор-столбець правих час-

тин − D. При формуванні матриці C перший стовбець складатимуть коеффі-

цієнти при реакції S1, другий − S2,....,чотирнадцятий − при реакції ХА, пят-

надцятий − YA, шістнадцятий – RD. 
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Вектор-столбець рішень отримано рішенням матричного рівняння з ви-

користанням функції Isolve. 

 

 
 

Значення реакцій опор 
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Перевірка результатів рішення 
 

Для перевірки результатів спроектуємо уcі зовнішні сили та реакції в 

опорах конструкції на вісі Х і Y, а також запишемо рівняння моментів відно-

сно точки А. 
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Висновок: рішення вірне 
 

Визначимо розтягнуті та стиснуті cтрижі. Якщо сила S в стрижні додат-

на, то стрижень вважається розтягнутим. Якщо відємна − стрижень стисну-

тий. Якщо сила S в стрижні дорівнює нулю, то він − недеформований. 

Тоді стрижні №1, 4 та 7 − розтягнуті; стрижні № 2, 3, 5, 6, 8, 9 та 13 − 

стиснуті; стрижні № 10, 11 та 12 − недеформовані. 

Побудуємо стовпчасту діаграму, на якій наочно позначено величину та 

знак сили S в кожному стрижні (рис. 46). По осі абсцис відкладаємо 

діапазон і:=0...12, який дорівнює кількості визначених сил S. По осі ординат 

задаємо значення функції Reactioni,0 

 

              120.......:i   

 
Рис 46. Зусилля в стрижнях плоскої ферм 
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Задача №3. Визначення реакцій опор конструкції, 

складеної з двох частин 

 
Знайти реакції опор і тиск в проміжних шарнірах заданої плоскої скла-

деної конструкції (рис. 47). 

Зовнішні сили Р задано у 

кН, моменти − М у кН
.
м, 

рівномірно розподілене на-

вантаження − q – у кН/м, а 

розміри конструкції − в ме-

трах. 

 

Вихідні данні 
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Замінимо розподілене по закону прямокутника навантаження q1 

еквівалентною зосередженою силою Q1. 
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x
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Довжина прольоту, до якого прикладено розподілено навантаження q1 

дорівнює 3а. Тоді: 
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x
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Зосереджену силу Q1 прикладено у центрі тяжіння епюри навантаження 

q1. Визначимо центр тяжіння епюри навантаження.  

 

 
Рис 47. Плоска складена конструкція 
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m.
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Замінимо розподілене по закону трикутника навантаження q2 

еквівалентною зосередженою силою Q2. 
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Довжина прольоту, до якого прикладено розподілено навантаження q2 

дорівнює 6а. Тоді: 
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Зосереджену силу Q2 прикладено у центрі тяжіння епюри навантаження 

q2. Визначимо центр тяжіння епюри навантаження.  
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Розрахункова схема 

 

Розчленовуємо конс-

трукцію по внутрішньому 

шарніру В (рис. 48), прик-

лавши до кожного з двох 

отриманих тіл реакції вну-

трішніх звяків. Вони рівні 

за абсолютною величиною та протилежні за напрямком. 

 
Рис 48. Розрахункова схема конструкції 
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Розглянемо підконструкцію DEAB. Наведемо рівняння рівноваги систе-

ми (рис. 49). 

Проектуємо усі зовнішні сили та 

реакції на вісь x. Отримуємо на-

ступне скалярне рівняння. 
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XBXAcosP
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Проектуємо усі зовнішні сили та 

реакції на вісь y. Отримуємо на-

ступне скалярне рівняння. 
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Запишемо рівняння моментів відносно точки А. 
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Перетворимо рівняння таким чином, щоб отримати розмірність сили для 

його елементів.  
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Введемо у рівняння нову змінну М1, яка дорівнюватиме МА/а. 
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Тоді рівняння моментів матиме наступний вигляд. 
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Рис 49. Підконструкція DEAB 
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Наведемо рівняння рівноваги системи. Розглянемо підконструкцію BС 

(рис.50). 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь x. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на 

вісь y. Отримуємо наступне скалярне рівняння. 
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Запишемо рівняння моментів відносно точки В. 
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Перетворимо рівняння таким чином, щоб отримати розмірність сили для 

його елементів.  
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Запишемо систему рівнянь рівноваги конструкції в кінцевому вигляді. 

 

 
Рис 50. Підконструкція BС 
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Використовуємо матричний метод вирішення системи рівнянь, що от-

римано. 

 

 
 

   
 

 113
2

00100

1
2

01000

 0
2

01000

26
2

64022100

200100

00100

a

Cx
QsinRCYBXBMYAXA

QsinRCYBXBMYAXA

cosRCYBXBMYAXA

a

M

a

Cxa
Q

sinPcosPRCYBXBMYAXA

QsinPRCYBXBMYAXA

cosPRCYBXBMYAXA



















































 

 

Формуємо матрицю коеффіцієнтів − А та вектор-столбець правих час-

тин – В. 
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Вектор-столбець рішень отримано рішенням матричного рівняння з ви-

користанням функції Isolve. 
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Значення реакцій опор 
 

 3101571

4134605

30004

20517303

310817021

31065101

310126100

J.aM:MA

N.,actionRe:RC

N,actionRe:YB

N.,actionRe:XB

N.,actionRe:M

N.,actionRe:YA

N.,actionRe:XA















 

 

Перевірка результатів рішення 
 

Для перевірки результатів рішення побудуємо силові багатокутники для 

обох підконструкцій: DEAB (рис. 51) та BC (рис. 52). Особливості побудови 

векторів сил в системі Mathcad наведено в Додатку №3. 

 

 
Рис. 51. Силовий багатокутник плоскої підконструкції DEAB 

 

 
Рис. 52. Силовий багатокутник плоскої підконструкції BС 
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Силові багатокутники для обох підконструкцій замкнені, отже їх голов-

ні вектори довільних плоских 

систем сил, прикладених до 

твердо тільних підконструкцій, 

дорівнюють нулю. 

Знайдемо величини момен-

тів відносно точки D, усіх акти-

вних сил та реакцій для під 

конструкції DEAB. 

 

J.aYB:YBM

J.aXB:MXB

J.aXA:MXA

J.aYA:MYA

J.aQ:MQ
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413462
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Побудуємо діаграму, на якій 

наочно позначено величину та 

знак моментів активних сил та 

пар сил, що діють на задану 

твердотільну конструкцію, та моменти реакцій її опор (рис. 53). По осі абс-

цис відкладаємо відстань від точки D до точки прикладення сил та реакцій. 

По осі ординат задаємо величини моментів сил та реакцій. 

Знайдемо величини моментів відносно точки C, усіх активних сил та ре-

акцій для підконструкції BC. 

 

JaYB:YBM

Ja.Q:MQ

90032

9005111




 

 

Побудуємо діаграму, на якій наочно 

позначено величину та знак моментів 

активних сил, що діють на задану плоску 

складену конструкцію, та моменти 

реакцій її опор (рис. 54). По осі абсцис 

відкладаємо відстань від точки С до точ-

ки прикладення сил та реакцій. По осі 

ординат задаємо величини моментів сил 

та реакцій. 

Також побудуємо загальний силовий багатокутник для усієї плоскої 

коснтрукції DEABC (рис. 55). 

 

 
Рис 53. Моменти сил та реакцій опор плоскої 

підконструкції DEAB відносно точки D 

 
Рис 54. Моменти сил та реакцій 

опор плоскої підконструкції BС 

відносно точки С 



Розрахунково-графічні завдання 58 

 
Рис. 55. Загальний силовий багатокутник для всієї плоскої конструкції DEABС 

 

Силовий багатокутник замкнений, отже головний вектор плоскої дові-

льної системи сил, прикладеної до плоскої складеної конструкції DEABС, 

дорівнює нулю. 

Побудуємо діаграму, на якій наочно позначено величину та знак момен-

тів активних сил та пар сил, що діють на задану плоску складену 

конструкцію DEABС, та моменти реакцій її опор (рис. 56). По осі абсцис 

відкладаємо відстань від початку координат до точки прикладення сил та 

реакцій. По осі ординат задаємо величини моментів сил та реакцій. 

 

 
Рис 56. Моменти сил та реакцій опор плоскої конструкції відносно точки D 
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Завдання №4. Приведення просторової системи довільно 

розташованих сил до простішого виду 
 

Привести задану просторову 

систему довільно розташованих 

сил до простішого вигляду 

(рис. 57). Зовнішні сили Р задано 

у кН, моменти − М у kН
.
м, а 

відстані між точками прикладен-

ня сил − в метрах. 

 

 

Вихідні данні 

(Put the incoming data) 

 

mkN:MkNP

mc:kN:P

m.b:kN:P

m.:akN:P









50                  01:4

0.5                  803

40                  502

30                 1001

 

 

Визначимо кути нахилу діагоналей граней паралелепіпеда до 

координатної вісі x. Кут β − це кут нахилу діагоналі бічної грані до осі x. 

Кут γ − це кут нахилу діагоналі основи паралелепіпеда до осі x. 
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b
tana:

.
b

c
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Визначимо проекції векторів сил Р1, Р2, Р3 та Р4 на вісі x, y, z системи 

координат. 

Проекції вектора сили Р1 на вісі x, y, z. 

 

NP:ZP

kN:YP

kN:XP

510111

01

01







 

 

Позначимо вектор сили Р1 як F1. Він матиме наступний вигляд. 

 

 
Рис 57. Довільна система сил, розташована 

у просторі з центром О 
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Проекції вектора сили Р2 на вісі x, y, z. 
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  N.sinP:ZP
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Позначимо вектор сили Р2 як F2. Він матиме наступний вигляд. 
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Проекції вектора сили Р3 на вісі x, y, z. 
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 
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Позначимо вектор сили Р3 як F3. Він матиме наступний вигляд. 
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Проекції вектора сили Р4 на вісі x, y, z. 
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   

   

  N.sinP:ZP

N.sincosP:YP

N.coscosP:XP
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Позначимо вектор сили Р4 як F4. Він матиме наступний вигляд. 
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Визначимо головний вектор посторової системи сил R. задамо його як 

суму векторів F1......F4. 
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Визначимо кути нахилу головного вектора системи R до координатних 

осей x, y, z. Позначимо їх φ, ψ та ξ відповідно. 
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Обчислимо моменти сил Р1....Р4 та пари сил М відносно центру систе-

ми О. 

Спочатку задамо координати точок прикладення сил Р1....Р4 відносно 

центру системи О в якості векторів. 

Для сили Р1 точкою прикладення є точка А; для сили Р2 − точка В; для 

сили Р3 − точка С; для сили Р4 − точка G. 
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Для обчислення моменту M1 сили Р1 відносно центру системи О визна-

чимо векторний добуток векторів F1 та А. 
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Для обчислення моменту M2 сили Р2 відносно центру системи О визна-

чимо векторний добуток векторів F2 та В. 
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Для обчислення моменту M3 сили Р3 відносно центру системи О визна-

чимо векторний добуток векторів F3 та С. 
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Для обчислення моменту M4 сили Р4 відносно центру системи О визна-

чимо векторний добуток векторів F4 та G. 
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Визначимо моменти пари сил М відносно осей x, y, z. 
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Обчислимо головний момент системи MО відносно центру О. Задамо 

його як суму векторів M1......MМ. 
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Визначимо кути нахилу головного момента системи MO до координат-

них осей x, y, z. Позначимо їх φ1, ψ1 та ξ1 відповідно. 
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Обчислимо моменти сил Р1....Р4 та 

пари сил М відносно центру системи О1 

(рис. 58). 

Задамо відстань між точками О та 

О1 за допомогою вектора ОО1. 
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Спочатку задамо координати точок 

прикладення сил Р1....Р4 відносно цен-

тру системи О1 в якості векторів. 

Для сили Р1 точкою прикладення є 

точка А1; для сили Р2 − точка В1; для 

сили Р3 − точка С1; для сили Р4 − точка G1. 
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Для обчислення моменту m1 сили Р1 відносно центру системи О1 ви-

значимо векторний добуток векторів F1 та А1. 
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Рис 58. Довільна система сил, роз-

ташована у просторі з центром О1 
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Для обчислення моменту m2 сили Р2 відносно центру системи О1 ви-

значимо векторний добуток векторів F2 та В1. 
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Для обчислення моменту m3 сили Р3 відносно центру системи О1 ви-

значимо векторний добуток векторів F3 та С1. 
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Для обчислення моменту m4 сили Р4 відносно центру системи О1 ви-

значимо векторний добуток векторів F4 та G1. 
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Визначимо моменти пари сил M відносно осей x, y, z. 
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Обчислимо головний момент системи mО1 відносно центру О1. Задамо 

його як суму векторів m1......mМ. 
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Для перевірки правильності рішення скористаємося другим інваріантом 

для просторової системи сил. 

Спочатку знайдемо скалярний добуток головного вектора R та головно-

го момента системи сил MO відносно центру О. 
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Потім знайдемо скалярний добуток головного вектора R та головного 

момента системи сил тO1 відносно центру О1. 
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Результати обчислень збігаються, отже завдання вирішено вірно. 

 

Приведемо дану систему просторових сил до простого вигляду. Для 

цього потрібно визначити векторний добуток головного вектора ситеми R та 

головного момента системи МO. Позначимо цей векторний добуток як S. 
 



СТАТИКА 

 

67 

4

23
9108326

4

23

8104867

8106972

9102326

s

kgm
.:S

s

kgm

.

.

.

MOR:S
































 

 

Так як векторний добуток головного вектора та головного моменту 

системи S не дорівнює нулю, то система приводиться до силового гвинта. 

Знайдемо точки перетину центральної вісі системи з координатними 

площинами. 

Перетин з площиною yOz. 
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Перетин з площиною zOx. 
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Перетин з площиною xOy. 
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Задамо координати точок перетину в якості матриць T1, T2 та T3 

відповідно. 
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Для побудови тривимірного 

графіка формуємо результуючу мат-

рицю координат T, поєднуючи 

матриці T1, T2 та T3 (рис. 59).  
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Побудуємо систему сил, розта-

шування якої у просторі має вигляд 

паралелепіпеда, нанісши на неї усі 

діючі сили, а також її головний век-

тор R та головний момент МО (рис. 

60). 

Особливості побудови векторів 

сил та точок їх прикладення у прос-

торі в системі Mathcad наведено в 

Додатку №4. 

 

Позначимо також точки 

центральної вісі системи та 

побудуємо її (рис. 4.5). Координати 

цих точок розраховані вище. Також 

слід враховувати, що кут між 

вісями х та у дорівнює 135 градусів. 

 

Будуємо центральну вісь систе-

ми. Позначимо її СА (рис. 61): 

 

Висновок: Центральна вісь 

системи паралельна головному 

вектору системи, тобто рішення 

вірне 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис 59. Точки перетину центральної 

вісі системи сил з координатними 

площинами 

 
Рис 60. Побудова головного вектора та 

вектора головного моменту системи 

 
Рис 61. Побудова центральної вісі сис-

теми 
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Задача №5. Визначення реакцій опор та зусиль для рівно-

ваги твердого тіла 
 

Визначити реакції в опорах конструкції (рис. 62). Зовнішні сили задано 

у кН, моменти М − у кН
.
м, а розміри конструкції − в метрах. 

 

 
Рис 62. Просторова конструкція 
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Розрахункова схема 

 

Наведемо рівняння рівноваги системи (рис. 63). 

Проектуємо усі зовнішні сили та реакції на вісь Х. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та 

реакції на вісь Y. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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Проектуємо усі зовнішні сили та 

реакції на вісь Z. Отримуємо наступне 

скалярне рівняння. 
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Запишемо рівняння моментів відносно вісі Х. 
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Перетворимо рівняння таким чином, щоб отримати розмірність сили для 

його елементів.  
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Запишемо рівняння моментів відносно вісі Y. 
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Перетворимо рівняння таким чином, щоб отримати розмірність сили для 

його елементів.  
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Запишемо рівняння моментів відносно вісі Z. 

 

 
Рис 63. Розрахункова схема 

просторової конструкції 
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Перетворимо рівняння таким чином, щоб отримати розмірність сили для 

його елементів.  
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Запишемо систему рівнянь рівноваги конструкції в кінцевому вигляді. 

 

 

 

   

 
 

 

   
   

0

    0
2

 0
2

0

0

0























a

coscosM

a

b
XB

a

b
cosSsinP

a

cosM
sinS

sinG
a

b
ZB

a

b
sinS

a

b
GcosP

sinSZBGZA

PYA

cosSXBXA

 

 

Використовуємо матричний метод вирішення системи рівнянь, що от-

римано. 
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Формуємо матрицю коеффіцієнтів − K та вектор-столбець правих час-

тин – Q. 
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Вектор-столбець рішень отримано рішенням матричного рівняння з ви-

користанням функції Isolve. 
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Значення реакцій опор та невідомих зовнішніх сил 
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Побудуємо систему активних сил та реакцій, прикладених до заданої 

конструкції у просторі (рис. 64). 

Особливості побудови векторів сил у просторі в системі Mathcad наве-

дено в Додатку №5. 

 

 
Рис 64. Просторова система сил, прикладена до заданої конструкції 

 

Перевірка результатів рішення 
 

Для перевірки правильності рішення обчислимо головний вектор та го-

ловний момент розглянутої конструкції, взявши за центр зведення точку D. 
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Визначимо проекції векторів сил XA, YA, ZA, XB, ZB, G, P та S на вісі X, 

Y, Z системи координат. 

Проекції вектора сили XA на вісі x, y, z. 
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Позначимо вектор сили XA як F1. Він матиме наступний вигляд. 
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Проекції вектора сили YA на вісі x, y, z. 
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Позначимо вектор сили YA як F2. Він матиме наступний вигляд. 
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Проекції вектора сили ZA на вісі x, y, z. 
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Позначимо вектор сили ZA як F3. Він матиме наступний вигляд. 
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Проекції вектора сили Р на вісі x, y, z. 
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Позначимо вектор сили Р як F4. Він матиме наступний вигляд. 
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Проекції вектора сили G на вісі x, y, z. 
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



 

 

Позначимо вектор сили G як F5. Він матиме наступний вигляд. 

 

N
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

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5  

Проекції вектора сили XB на вісі x, y, z. 

 

N:XBZ

N:XBY

N.XB:XBX

0

0

3106735




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Позначимо вектор сили XB як F6. Він матиме наступний вигляд. 
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N

.
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Проекції вектора сили ZB на вісі x, y, z. 

 

N.ZB:ZBZ

N:ZBY

N:ZBX
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0

0
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Позначимо вектор сили ZB як F7. Він матиме наступний вигляд. 

 

N
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
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Проекції вектора сили S на вісі x, y, z. 

 

 

  N.sinS:SZ

N:SY

N.cosS:SX
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Позначимо вектор сили S як F8. Він матиме наступний вигляд. 

 

N
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8  

 

Визначимо головний вектор посторової системи сил R. задамо його як 

суму векторів F1......F8. 

 

N:R
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Головний вектор системи R дорівнює нулю. 

 

Обчислимо моменти сил XA, YA, ZA, P, G, XB, ZB, S  пари сил М віднос-

но центру системи D. 

Спочатку задамо координати точок прикладення сил XA, YA, ZA, P, G, 

XB, ZB та S відносно центру системи A в якості векторів. 

Для сил XA, YA та ZA точкою прикладення є точка А; для сили Р − точка 

D; для сил XB та ZB − точка B; для сили S − точка C; для сили G − точка O. 
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Задамо відстань між точками A та D за допомогою вектора AD. 
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Відносно нового центру приведення системи точки D координати точок 

прикладення сил задаємо наступними векторами: 
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Для обчислення моменту MXA сили XA відносно центру системи D ви-

значимо векторний добуток векторів F1 та А1. 

J

.

.AF:MXA









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3105771

3105421

0

11  

 

Для обчислення моменту MYA сили YA відносно центру системи D ви-

значимо векторний добуток векторів F2 та A1. 

 

J

.

AF:MYA
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0

3107321

12  

 

Для обчислення моменту MZA сили ZA відносно центру системи D ви-

значимо векторний добуток векторів F3 та A1. 
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13  

 

Для обчислення моменту MP сили Р відносно центру системи D визна-

чимо векторний добуток векторів F4 та D1. 

 

JDF:MP
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Для обчислення моменту MG сили G відносно центру системи D визна-

чимо векторний добуток векторів F5 та O1. 

 

J

.

OF:MG

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15  

 

Для обчислення моменту MXB сили XB відносно центру системи D ви-

значимо векторний добуток векторів F6 та B1. 

 

J

.

.BF:MXB

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16  

 

Для обчислення моменту MZB сили ZB відносно центру системи D ви-

значимо векторний добуток векторів F7 та B1. 

 

J.

.
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























0
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17  

 

Для обчислення моменту MS сили S відносно центру системи D визна-

чимо векторний добуток векторів F8 та C1. 
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CF:MS
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
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
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18  

 

Для обчислення моменту MМ пари сил М задамо проекції вектора пари 

сил М на вісі координат X, Y, Z. 

 

 
   
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
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
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J

.

.:MM



















3

3

102064

107428
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Обчислимо головний момент системи MD відносно центру D. Задамо 

його як суму векторів MXA, MYA, М ZA, MP, MG, MXB, MZB, MS, MM. 

(Find the resultant couple of the system MD about the system's center D.  Set 

it as a sum of vectors MXA, MYA, М ZA, MP, MG, MXB, MZB, MS, MM). 

 

J.:MD

J

.

.

.

MD

MMMSMZBMXBMGMPMZAMYAMXA:MD
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
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
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















 

 

Висновок: Головний вектор та головний момент системи відносно 

центру D дорівнюють нулю, отже система знаходиться в рівновазі. 

Рішення вірне. 
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Завдання №6. Визначення положення центру тяжіння 

плоскої фігури 

 
Визначити положення центру тяжіння плоскої фігури (рис. 65). Всі роз-

міри задані в міліметрах 

 

 
Рис. 65. Плоска фігура 

 

Вихідні данні 
 

OK:OM
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80             180

120             300
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220                   40

 

Дана плоска фігура складається з наступних фігур: − сектор ABN, бага-

токутник BCDEFKLHN, cектор MRS. 

Визначимо площі вищезазначених простих геомет-

ричних фігур. 

 

Площа сектора ABN (рис. 66). 

 

23105132
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0180

m
-

.
R

:ABNF

:








 

 

Сектор АBN будуємо як дві чверті кола (рис.67). Їх рівняння запишемо 

у параметричному вигляді: 

 

 
Рис. 66. Сектор 

ABN 
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Визначимо координати х та у 

ценру тяжіння сектора ABN. 

Координата х центру тяжіння 

сектора ABN. 
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Координата у центру тяжіння сек-

тора ABN. 

 

m
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Позначимо на графiку центр 

тяжіння сектора ABN (С1) (рис. 68). 

 

   m.ABNyABNx:C 001701   

 

Визначимо статичний момент відносно вісі у для сектора ABN. 

 

L.ABNXABNF:ABNSy 0430  

 

Визначимо статичний момент відносно вісі х для сектора ABN. 

 

 
Рис. 67. Побудова сектора ABN 

 
Рис. 68. Центр тяжіння сектора 

ABN 
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LABNYABNF:ABNSx 0  

 

Багатокутник BCDEFKLHN має де-

вять вершин. Задамо координати усіх 

вершин багатокутника BCDEFKLHN. 

Починаємо обхід багатокутника з верши-

ни В, закінчуючи вершиною N за годин-

никовою стрілкою (рис. 69). 

 

0                   0

040
2

0                       00

y:yNx:xN

m.
BN

:y:x







 

1               1

04001              1
y:YHx:xH

m.y:yOH:x




 

2                 2 

060
2

2                 12

y:yLx:xL

m.
EK

:yx:x







 

3                 3 

06023                 3
y:yKx:xK

m.y:yOK:x




 

4                   4 

04                   4
y:yFx:xF

:yOF:x




 

5                   5 

06035                   35
y:yEx:xE

m.y:yx:x




 

6                   6 

06026                   26
y:yDx:xD

m.y:yx:x




 

7                   7 

04017                   17
y:yCx:xC

m.y:yx:x




 

8                   8 

04008                   08
y:yBx:xB

m.y:yx:x




 

 

 
Рис. 69. Багатокутник 

BCDEFKLHN 
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Будуємо багатокутник BCDEFKLHN (рис. 70). 

Площа багатокутника BCDEFKLHN. 

 

n..:j

:n

0

8




 

 

  20250
1

0
11

2

1
m.

n

j
jyjxjyjx:BCDEFKLHNF 












 



   

 

 

Рис. 70. Побудова багатокутника 

BCDEFKLHN 
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Визначимо статичний момент відносно вісі у для багатокутника 

BCDEFKLHN. 

 

    L.
n

j
jxjxjyjxjyjx:BCDEFKLHNSy 3283

1

0
111

6

1














 


   

 

Визначимо статичний момент відносно вісі x для багатокутника 

BCDEFKLHN. 
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Визначимо координату х центра тяжіння 

багатокутника BCDEFKLHNN. 

 

m.
BCDEFKLHNF

BCDEFKLHNSy
:BCDEFKLHNx 1340

 

Визначимо координату y центра тяжіння 

багатокутника BCDEFKLHNN. 

 

m
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:BCDEFKLHNy 0  

 

Позначимо на графiку центр тяжіння багатокутника BCDEFKLHN (С2) 

(рис. 71). 
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Площа сектора MRS (рис. 72). 
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Рис. 71. Центр тяжіння  

багатокутника BCDEFKLHN 
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Рис. 72. Сектор MRS 

 

Сектор MRS будуємо як дві чверті кола (рис. 73). Їх рівняння запишемо 

у параметричному вигляді: 
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Визначимо координати х та у цен-

ру тяжіння сектора MRS. 

Координата х центру тяжіння сек-

тора MRS. 
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Координата у центру тяжіння сек-

тора MRS. 
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Позначимо на графiку центр 

тяжіння сектора MRS (С3) (рис. 74). 

 

   m.MRSyMRSx:C 019703   

 
Рис. 73. Побудова сектора MRS 

 
Рис. 74. Центр тяжіння сектора 

MRS 
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Визначимо статичний момент відносно вісі у для сектора MRS. 

 

L.MRSxMRSF:MRSSy 4950  

 

Визначимо статичний момент відносно вісі х для сектора MRS. 

 

LMRSyMRSF:MRSSx 0  

 

Площа усієї плоскої фігури. 
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Визначимо загальний статичний момент відносно вісі у для усієї плоскої 

фігури. 

L.MRSSyBCDEFKLHNSyABNSy:Sy 8663  

 

Визначимо загальний статичний момент відносно вісі х для усієї плоскої 

фігури. 

 

LMRSSxBCDEFKLHNSxABNSx:Sx 0  

 

Визначимо координату ХС центра тяжіння усієї плоскої фігури. 

 

m.
F

Sy
:xC 1560  

 

Визначимо координату YС центра тяжіння усієї плоскої фігури. 

 

m
F

Sx
:yC 0  

 

Будуємо усю плоску фігуру (рис.75). Позначимо на графiку її центр 

тяжіння (С). 
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Рис. 75. Центр тяжіння усієї плоскої фігури 

 

Висновок: Визначено координати центру тяжіння плоскої фігури – 

точки С. Координата центру тяжіння по осі абсцис хС дорівнює 156 мм, 

а по осі ординат – уС = 0. 
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Додаток №1. Побудова векторів сил, діючих на плоску 

 твердо тільну конструкцію. 
 

Для побудови векторів сил спочатку задамо масштабний коефіцієнт 

μ=10
3
N. 

Будуємо вектор реакції YB. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Отримуємо вектор VYB − вектор реакції YB. 
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Будуємо вектор реакції XB. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rХB, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі Х. 
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Початковою точкою вектора реакції ХВ є кінцева точка вектора реакції 

YB. Тому задамо матрицю паралельного переносу ΠХВ для переносу векто-

ра rХB в цю точку. 
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Отримуємо вектор VXB − вектор реакції XB. 
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Будуємо вектор сили Q. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rQ, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі Y. 
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Початковою точкою вектора сили Q є кінцева точка вектора реакції XB. 

Тому задамо матрицю паралельного переносу ΠQ для переносу вектора rQ в 

цю точку. 
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Отримуємо вектор VQ − вектор сили Q. 
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Будуємо вектор сили P. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rP, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі X. 
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Силу Р спрямовано до вісі Х під кутом β. Обертання відбувається за го-

динниковою стрілкою. 
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Початковою точкою вектора сили P є кінцева точка вектора сили Q. То-

му задамо матрицю паралельного переносу ΠP для переносу вектора rP в цю 
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точку. 
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Отримуємо вектор VP − вектор сили P. 
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Будуємо вектор реакції RA. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rRA, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі X. 
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Реакцію RA спрямовано до вісі Х під кутом 90
0
-α. Обертання відбува-

ється за годинниковою стрілкою. 
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Початковою точкою вектора реакції RA з координатами X1RA та Y1RA 

є кінцева точка вектора сили P. Тому задамо матрицю паралельного перено-

су ΠRA для переносу вектора rRA в цю точку. 
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Отримуємо вектор VRA − вектор реакції RA. 
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Додаток №2. Побудова векторів сил, діючих на 

плоску ферму. 
 

Для побудови векторів сил спочатку задамо масштабний коефіцієнт 

μ=10
3
N. 

Будуємо вектор реакції Ya. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 

(Set the vector of reaction Ya. Firstly set the point, creating vector’s image). 
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Отримуємо вектор VYa − вектор реакції Ya. 
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Будуємо вектор реакції Xa. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rХa, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі Х. 
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Початковою точкою вектора реакції Хa є кінцева точка вектора реакції 

Ya. Тому задамо матрицю паралельного переносу ΠХa для переносу вектора 

rХa в цю точку. 
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Отримуємо вектор VXa − вектор реакції Xa. 
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Будуємо вектор сили F1. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rF1, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі X. 
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Силу F1 спрямовано до вісі Х під кутом 45
0
. Обертання відбувається за 

годинниковою стрілкою. 
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Початковою точкою вектора сили F1 є кінцева точка вектора реакції Ха 

з координатами x2Xа та y2Ya. Тому задамо матрицю паралельного переносу 

ΠF1 для переносу вектора rF1 в цю точку. 
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Отримуємо вектор VF1 − вектор сили F1. 
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Будуємо вектор сили F2. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rF2, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі X. 
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Силу F2 спрямовано до вісі Х під кутом β. Обертання відбувається за 

годинниковою стрілкою. 
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Початковою точкою вектора сили F2 є кінцева точка вектора сили F1 з ко-

ординатами X2F1 та Y2F1. Тому задамо матрицю паралельного переносу 

ΠF2 для переносу вектора rF2 в цю точку. 
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Отримуємо вектор VF2 − вектор сили F1. 
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Будуємо вектор сили F3. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rF3, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі X. 
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Силу F3 спрямовано до вісі Х під кутом γ. Обертання відбувається за 

годинниковою стрілкою. 
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Початковою точкою вектора сили F3 є кінцева точка вектора сили F2 з 

координатами X2F2 та Y2F2. Тому задамо матрицю паралельного переносу 

ΠF3 для переносу вектора rF3 в цю точку. 
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Отримуємо вектор VF3 − вектор сили F3. 
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Будуємо вектор реакції Rd. Спочатку задамо точки, з яких складається 
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зображення вектора. 

 

503:5                                      

691535                                      

02:4                                505023

691723:4                               6915223

01:2                                                         01

69172                                                         01

.RdyRdy

.Rdx:Rdx

RdyRdy..Rdy:Rdy

.RdxRdx.Rdx:Rdx

RdyRdy:Rdy

.
Rd

:Rdx:Rdx














 

 

Отримуємо радіус-вектор rRd, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі X. 
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Реакцію Rd спрямовано до вісі Х під кутом 45
0
. Обертання відбувається 

за годинниковою стрілкою. 
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Початковою точкою вектора реакції Rd є кінцева точка вектора сили F3 

з координатами X2F3 та Y2F3. Тому задамо матрицю паралельного перено-

су ΠRd для переносу вектора rRd в цю точку. 
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Отримуємо вектор VRd − вектор реакції Rd. 
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Додаток №3. Рівновага зчленованої системи тіл. 
 

Для побудови векторів сил спочатку задамо масштабний коефіцієнт 

μ=10
2
N. 

Спочатку будуємо силовий багатокутник для лівої частини конс-

трукції. 

Будуємо вектор реакції XA. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Отримуємо вектор VXA − вектор реакції XA. 
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Будуємо вектор реакції YA. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rYA, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі Y. 
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Початковою точкою вектора реакції YA є кінцева точка вектора реакції 

XA. Тому задамо матрицю паралельного переносу ΠYA для переносу век-

тора rYA в цю точку. 
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Отримуємо вектор VYA − вектор реакції YA. 
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Будуємо вектор реакції YB. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rYB, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі Y. 
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Початковою точкою вектора реакції YB є кінцева точка вектора реакції 

YA. Тому задамо матрицю паралельного переносу ΠYB для переносу век-

тора rYB в цю точку. 
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Отримуємо вектор VYB − вектор реакції YB. 
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Будуємо вектор реакції XB. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rXB, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі X. 
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Початковою точкою вектора реакції XB є кінцева точка вектора реакції 

YB. Тому задамо матрицю паралельного переносу ΠXB для переносу векто-

ра rXB в цю точку. 
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Отримуємо вектор VXB − вектор реакції XB. 
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Будуємо вектор сили Q2. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rQ2, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі Y. 
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Початковою точкою вектора сили Q2 є кінцева точка вектора реакції 

XB. Тому задамо матрицю паралельного переносу ΠQ2 для переносу векто-

ра rQ2 в цю точку. 
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Отримуємо вектор VQ2 − вектор сили Q2. 
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Будуємо вектор сили P. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rP, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі X. 
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Силу Р спрямовано до вісі Х під кутом α. Обертання відбувається за го-

динниковою стрілкою. 
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Початковою точкою вектора сили P є кінцева точка вектора сили Q2. 

Тому задамо матрицю паралельного переносу ΠP для переносу вектора rP в 
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цю точку. 
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Отримуємо вектор VP − вектор сили P. 
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Далі будуємо силовий багатокутник для правої частини конструк-

ції. 

Будуємо вектор сили Q1. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо вектор VQ1, який спрямовано з початку координат вздовж 

вісі Y. 
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Будуємо вектор реакції YB. Координати точок, з яких складається зо-

браження цього вектора вже відомі, тому задамо лише матрицю параллель-

ного переносу Π1YB. 
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Отримуємо вектор VYB − вектор реакції YB. 
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Будуємо вектор реакції XB. Координати точок, з яких складається зо-

браження цього вектора вже відомі, тому задамо лише матрицю параллель-

ного переносу Π1XB. 
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Отримуємо вектор VXB − вектор реакції XB. 
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Будуємо вектор реакції RC. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rRC, який спрямовано з початку координат 

вздовж вісі X. 
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Реакцію RC спрямовано до вісі Х під кутом β. Обертання відбувається 

проти годинникової стрілки. 
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Початковою точкою вектора реакції RC є кінцева точка вектора реакції 

XB. Тому задамо матрицю паралельного переносу ΠRC для переносу векто-

ра rRC в цю точку. 
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Отримуємо вектор VRC − вектор сили RC. 
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Додаток №4. Приведення просторової системи довільно ро-

зташованих сил до простішого виду. 
 

Спочатку побудуємо точки прикладення сил Р1….Р4. Задамо їх коорди-

нати. 
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Задамо загальну матрицю координат точок прикладення сил K. Вона 

складається з чотирьох стовбців, перші три з яких є координатами точок, а 

четвертий складається з одиниць. 
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Для побудови в системі Mathcad аксонометричної проекції розташуван-

ня точок прикладення сил задамо кути повороту ψ1 та ψ2 матриці коорди-

нат К відносно вісей y та z відповідно. 
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Для побудови аксонометричної проекції задамо матриці обертання Ψ1 

та Ψ2 для обертання матриці координат К навколо координатних вісей z та y 

відповідно. Також задамо одиничну діагональну матрицю паралельного пе-

реносу П. 
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Тоді матриця координат точок прикладення сил, розташованих в аксо-

нометричній проекції матиме наступний винляд: 

 

 K:K1  

 

Перейдемо до побудови векторів сил. Спочатку задамо масштабний ко-

ефіцієнт μ=5
.
10

5
N. 

Будуємо вектор сили Р1. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rP1. 
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Початковою точкою вектора сили P1 є точка A. Тому задамо матрицю 

паралельного переносу ΠP1 для переносу вектора rP1 в цю точку. 
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Отримуємо вектор VP1 − вектор сили P1. 
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Будуємо вектор сили Р2. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rP2. 
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Силу Р2 спрямовано до вісі х під кутом β. Задамо матрицю Φ1P2 для 

обертання вектора сили Р2 навколо вісі у, а потім матрицю Φ2P2 − для обе-

ртання навколо вісі х. Обертання відбувається проти годинникової стрілки. 
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Початковою точкою вектора сили P2 є точка B. Тому задамо матрицю 

паралельного переносу ΠP2 для переносу оберненого вектора rP2 в цю точ-

ку. 
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Отримуємо вектор VP2 − вектор сили P2. 
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Будуємо вектор сили Р3. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rP3. 
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Силу Р3 спрямовано до вісі х під кутом γ. Задамо матрицю Φ1P3 для 

обертання вектора сили Р3 навколо вісі у, а потім матрицю Φ2P3 − для обе-

ртання навколо вісі х. Обертання відбувається за годинниковою стрілкою. 
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Початковою точкою вектора сили P3 є точка С. Тому задамо матрицю 

паралельного переносу ΠP3 для переносу оберненого вектора rP3 в цю точ-

ку. 
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Отримуємо вектор VP3 − вектор сили P3. 
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Будуємо вектор сили Р4. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rP4. 
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Силу Р4 спрямовано до вісі z під кутом α. Задамо матрицю ΦP4 для обе-

ртання вектора сили Р4 навколо вісі z. Обертання відбувається проти го-

динникової стрілки. 
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Початковою точкою вектора сили P4 є точка G. Тому задамо матрицю 

паралельного переносу ΠP4 для переносу оберненого вектора rP4 в цю точ-

ку. 

 

















































50

50

50

50

50

50

0

0

0

0

0

0

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

.

.

.

.

.

.

z

z

z

z

z

z

y

y

y

y

y

y

:P  

 

Отримуємо вектор VP4 − вектор сили P4. 
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Перейдемо до побудови вектору моменту. Спочатку задамо масштабний 

коефіцієнт μ1=4.5
.
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Будуємо вектор момента М. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rM. 
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Момент М спрямовано до вісі у під кутом γ. Задамо матрицю ΦМ для 

обертання вектора момента М навколо вісі у, Обертання відбувається за 

годинниковою стрілкою. 
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Початковою точкою вектора момента М є точка перетину діагоналей. 

Тому задамо матрицю паралельного переносу ΠМ для переносу оберненого 

вектора rМ в цю точку. 
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Отримуємо вектор VM − вектор момента М. 
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Будуємо головний момент системи МО. Спочатку задамо точки, з яких 

складається зображення вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rMO. 
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Головний момент МО спрямовано до вісі y під кутом ф1. Задамо матри-

цю ΦМО для обертання головного вектора МО. 
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Отримуємо вектор VMO – головний момент системи. 
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Будуємо головний вектор R. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rR. 
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Головний вектор R спрямовано до вісі y під кутом ф. Задамо матрицю 

ΦR для обертання головного вектора R. 
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Отримуємо вектор VR – головний вектор системи. 
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Додаток №5. Визначення реакцій опор та зусиль для 

рівноваги твердого тіла. 

 
Для побудови векторів сил спочатку задамо масштабний коефіцієнт 

μ=10
3
N. 

Будуємо вектор реакції XA. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Початковою точкою вектора реакції XA є точка A – точка початку ко-

ординат. 

Отримуємо вектор VXA − вектор реакції XA. 
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Будуємо вектор реакції ZA. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Початковою точкою вектора реакції ZA є точка A – точка початку коор-

динат. 

Отримуємо вектор VZA − вектор реакції ZA. 
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Будуємо вектор реакції YA. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rYA. 
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Початковою точкою вектора реакції YA є точка A – точка початку ко-
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ординат. Вектор реакції YA паралелен вісі у, тобто введемо матрицю пово-

роту ФYA. 
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Отримуємо вектор VYA − вектор реакції YA. 
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Будуємо вектор сили Р. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rP. 
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Вектор сили Р паралелен вісі у, тобто введемо матрицю повороту ФР. 
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Початковою точкою вектора сили Р є точка D. Тому задамо матрицю 

паралельного переносу ΠP для переносу оберненого вектора rP в цю точку. 
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Отримуємо вектор VP − вектор сили Р. 
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Будуємо вектор сили G. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rG. 
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Вектор сили G паралелен вісі z. 

Початковою точкою вектора сили G є точка O. Тому задамо матрицю 

паралельного переносу ΠG для переносу вектора rG в цю точку. 
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Отримуємо вектор VG − вектор сили G. 
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Будуємо вектор реакції XB. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 

 



Розрахунково-графічні завдання 126 

2503:5                                      

473435                                      

02:4                25025023

0735602:4             47342123

0:2                                            01

67352                                            01

.XBzXBz

.XBx:XBx

XBzXBz..XBz:XBz

..XBxXBx..XBx:XBx

XBz:XBz

.
XB

:XBx:XBx
















 

 

Отримуємо радіус-вектор rXB. 
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Початковою точкою вектора реакції XB є точка B. Тому задамо матри-

цю паралельного переносу ΠXB для переносу вектора rXB в цю точку. 
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Отримуємо вектор VXB − вектор реакції XB. 
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Будуємо вектор реакції ZB. Спочатку задамо точки, з яких складається 

зображення вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rZB. 
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Початковою точкою вектора реакції ZB є точка B. Тому задамо матри-

цю паралельного переносу ΠZB для переносу вектора rZB в цю точку. 
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Отримуємо вектор VZB − вектор реакції ZB. 

 

























27312

17711

17712

17711

97712

2731

2731

1231

2731

4231

2731

2731

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ZBrZB:VZB  

 

Будуємо вектор сили S. Спочатку задамо точки, з яких складається зо-

браження вектора. 
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Отримуємо радіус-вектор rS. 
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Вектор сили S розташовано до вісі х під кутом β, тобто введемо матри-

цю повороту ФS. 
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Початковою точкою вектора сили S є точка C. Тому задамо матрицю 

паралельного переносу ΠS для переносу оберненого вектора rS в цю точку. 
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Отримуємо вектор VS − вектор сили S. 
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