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3.ВИМУШЕНІ КОЛИВАННЯ

61 (32.78). Знайти рівняння прямолінійного руху точки
масою m, що знаходиться під впливом відновлюючої
сили cxQ −=  і постійної сили F0. В початковий момент ,0=t

00 =x і 00 =x& . Знайти також період коливань.
Розв'язання

Диференціальне рівняння (д. р.)
вимушених коливань в проекції
на вісь Ox:

0Fcxxm =+&& або
m
F

x
m
cx 0=+&& .(1)

Позначивши через 
m
ck = , маємо

m
Fxkx 02 =+&& . Загаль-

ний розв'язок неоднорідного д. р. II-го порядку

,* xxx +=

де *x – загальний розв'язок відповідного однорідного рівнян-
ня, x – будь-який частинний розв'язок. Характеристичне
рівняння для даного однорідного д. р. 022 =+ kr ⇒ kir ±=2,1

і ktCktCx sincos 21
* += . Частинний розв'язок шукаємо у виг-

ляді Ax = , 0=x& и 0=x&& . Тоді із (1) маємо, що 
m
F

Ak 02 =

и
c

F
mk

F
A 0

2
0 == , а отже

,sincos 0
21 c

FktCktCx ++=
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( ).cossin 21 ktCktCkx +−=&

Використовуємо початкові умови:






=

+=

2

0
1

0

0

kC
c

FC
⇒

.0

,

2

0
1

=

−=

C
c

FC

Тоді рівняння прямолінійного руху ( )kt
c

F
x cos10 −= .

Період коливань 
k

T π
=

2 .

62 (32.79). Знайти рівняння прямолінійного руху точки
масою m, що знаходиться під дією відновлюючої сили cxQ −=
і сили tF α= . В початковий момент точка знаходиться в поло-
женні статичної рівноваги і її швидкість дорівнює нулю.

Розв'язання
Диференціальне рівняння вимушених коливань

.2 t
m

xkx α
=+&& (2)

,* xxx += ,sincos 21
* ktCktCx +=

де .
m
ck = ,Atx = ,Ax =& .0=x&& Підставляючи ці значення в (2),

отримуємо, що .2mk
A α

= Таким чином, ,sincos 221 mk
ktCktCx α

++=

тоді ( ).cossin 21 ktCktCkx +−=& 00 =x  і .00 =x&







α
+=

=

mk
kC

C

22

1

0

,0

 ⇒  ⇒  ⇒  ⇒  ⇒ .

,0

32

1

mk
C

C
α

−=

=
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( ).sin3 ktkt
mk

x −
α

=

63 (32.80). Знайти рівняння прямолінійного руху точки
масою m, на яку діє відновлююча сила  cxQ −=  і сила

teFF α−= 0 , якщо в початковий момент точка знаходилася
в положенні рівноваги в стані спокою.

Розв'язання
Диференціальне рівняння вимушених коливань

.0 te
m
Fx

m
cx α−=+&& (3)

,00 =x .00 =x&

,* xxx += .sincos 21
* ktCktCx += ,tAex α−= ,teAx α−α−=&

.teAx α−2α=&&  Підставляючи ці значення в (3), отримаємо

m
FAkA 02 =+α2  и .

)( 2
0

2α+
=

km
FA

Отже,

)(
sincos 22

0
21

α+
++=

α−

km
eFktCktCx

t

і ( )
)(

cossin 2
0

21 2

α−

α+
α

−+−=
km

eFktCktCkx
t

&










α+
α

−=

α+
+= 2

)(
0

,
)(

0

22
0

2

2
0

1

km
FkC

km
FC

 ⇒ .
)(

,
)(

2
0

2

2
0

1

2

2

α+
α

=

α+
−=

kkm
FC

km
FC
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( ) ,sincos2
0 






 α

+−
α+

= α−
2 kt

k
kte

km
Fx t

 де .
m
ck =

64 (32.81). На пружині, коефіцієнт жорст-
кості якої 6,19=c  Н/м, підвішено магнітний стер-
жень масою 100 г. Нижній кінець магніту про-
ходить через котушку, по якій проходить змінний
струм tAI π= 8sin20 . Струм йде з моменту часу

0=t , втягуючи стержень в соленоїд; до цього
моменту магнітний стержень висів на пружині
нерухомо. Сила взаємодії між магнітом і котуш-
кою визначається рівністю IHF π= 016,0 . Виз-
начити вимушені коливання магніту.

Розв'язання
Положення статичної рівно-

ваги, для якого ,стcP λ=  прий-
маємо за початок координат O.
В момент часу t стержень буде
знаходитись від цього положен-
ня на відстані x і д. р. руху набу-
ває вигляду:

( ) ,FcxxcFPxm ст +−=+λ−+=&&

,
m
Fx

m
cx =+&&

але .8sin32,0016,0 tIF ππ=π=

,8sin2,3 t
m
F

ππ=

,196
1,0
6,192 ===

m
ck  звідки
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.8sin2,3196 txx ππ=+&&                           (4)

Вимушені коливання шукаємо у вигляді ,8sin8cos tBtAx π+π=
( ),8cos8sin8 tBtAx π+π−π=& ( ).8sin8cos64 2 tBtAx π−π−π=&&

Підставляємо знайдені значення в (4):
=π+π+ππ−ππ− tBtAtBtA 8sin1968cos1968sin648cos64 22

tππ= 8sin2,3  ⇒ 




π=+π−π
=+π−π

2,3196648sin
0196648cos

2

2

BBt
AAt

⇒ ,0=A

023,0
19664

2,3
2 −=

+π−
π

=B  і ( ) ( ).см8sin3,28sin023,0 tмtx π−=π−=

65 (32.82). В умовах попередньої задачі знайти рівняння
руху магнітного стержня, якщо його підвісили до кінця не роз-
тягнутої пружини і відпустити без початкової швидкості.

Розв'язання
Згідно розв'язку задачі 64 д. р. руху магнітного стержня

має вигляд
.8sin2,3196 txx ππ=+&& (1)

Загальний розв'язок (1): .* xxx +=
Загальний розв'язок відповідного однорідного рівняння

,sincos 21
* ktCktCx += де .14196 ==k Частинні розв'язки

знайдемо у вигляді
( ).см8sin3,2 tx π−=

Таким чином, ( )см8sin3,214sin14cos 21 ttCtCx π−+= .

Початкові умови: 0=t   , =
⋅

−=−=λ−=
6,19

8,91,0
0 c

mgx ст

,см5см05,0 −=−= ,000 == vx& ( )−+−= tCtCx 14cos14sin14 21&

.8cos83,2 tππ⋅−
 .
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



π⋅−=
=−

83,2140
,5
2

1
C
C  ⇒  ⇒  ⇒  ⇒  ⇒ 

.13,4
,5

2

1
=

−=
C
C

( ).см8sin3,214sin13,414cos5 tttx π−+−=

66 (32.83). В умовах задачі 64 знайти рівняння руху магніт-
ного стержня, якщо йому в положенні статичної рівноваги
надали початкову швидкість 50 =v см/с.

Розв'язання
Згідно задачі 64 д.р. руху

.8sin05,10196 txx π=+&& (1)

Загальний розв'язок .* xxx +=  Знайдено, що tx π−= 8sin3,2 .
Шукаємо загальний розв 'язок однорідного рівняння

tCtCx 14sin14cos 21
* += .

.8sin3,214sin14cos 21 ttCtCx −+=

Початкові умови: ,0=t ,00 =x 50 =x& см/с.





π⋅−=
=

83,2145
,0

2

1
C

C ⇒⇒⇒⇒⇒ ,01 =C .486,4
14

8,575
2 =

+
=C

.8sin3,214sin486,4 ttx π−=

67 (32.84). Гиря M підвішена на пружині AB, верхній кінець
якої здійснює гармонічні коливання по вертикальній прямій
амплітуди a і частоти n, так що ntaCD sin1 = см. Визначити
вимушені коливання гирі M при наступних даних: маса гирі
рівна 400 г, від дії сили 39,2 Н пружина подовжується на 1 м,

2=a см, 7=n рад/с.
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Розв'язання
Початок координат O

вибираємо в положенні
статичної рівноваги ванта-
жу, коли куліса займає се-
реднє положення B. Дифе-
ренціальне рівняння руху
вантажу:
  −=λ−= PcPxm &&

( )00 sin lntalxc ст −−λ++−

або  .sin nt
m
acx

m
cx =+&&

Позначимо ,2k
m
c

= .h
m
ac

=  Шукаємо частинний розв'я-

зок, що визначає вимушені коливання, так:
,cossin ntBntAx +=  ,sincos ntBnntAnx −=&

.cossin 22 ntBnntAnx −−=&&



10

Підставляємо ці значення в д. р.:

.sincossincossin 2222 nthntBkntAkntBnntAn =−+−−





=+−
=+−

0cos
sin

22

22

BkBnnt
hAkAnnt

 ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒  ,22 nk
hA
−

= .0=B

,196
4,0

2,392
=

⋅
=h тоді  .4

49
4,0
2,39
196

=
−

=A

Закон вимушених коливань: .7sin4 смtx =

68 (32.85). Визначити рух гирі M (див. задачу 67), що
підвішена на пружині AB, верхній кінець якої A здійснює гар-
монічні коливання по вертикалі амплітуди a і кругової часто-
ти k, статичний розтяг пружини під дією ваги гирі рівний δ.
В початковий момент точка A займає своє середнє положен-
ня, а гиря M знаходиться в спокої; початкове положення гирі
прийняти за початок координат, а вісь Ox направити по вер-
тикалі вниз.

Розв'язання
Диференціальне рівняння руху вантажу M буде (див. роз-

в'язок задачі 67)

,sin2 nthxkx =+&& (1)

де ,2
m
ck = .

m
ach =

Загальний розв'язок цього рівняння для :kn≠  =+= 21 xxx

+= ktC sin1 ,sincos 222 nt
nk

hktC
−

+  тому +−= ktkCktkCx sincos 21&

.cos22 nt
nk

hn
−

+
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Початкові умови:
0
,0

,0

0

0
=
=

=

x
x
t

&
  ⇒





−
=

−
+=

=

.
)(

,0

,0

221221

2

nkk
hnC

nk
hnkC

C

Отже, ( ) ×
−

=
−

+
−

−= 222222 sinsin
kn

hnt
nk

hkt
nkk

hnx

.sinsin 





 −× ntkt
k
n  Так як ,2

δ
=

δ
==

g
m

mg
m
ck то ,

δ
=

gk
δ

==
ag

m
ach

і .sinsin2 







−

δ
δ

−δ
= nttg

g
n

gk
agx

Для kn =  частинний розв'язок шукаємо у вигляді ntDtx sin2 =

і тоді 
2

akD −=  , загальний розв'язок д. р. з урахуванням почат-

кових умов набуває вигляду 







δ

⋅
δ

−
δ

= tgtgtgax cossin
2

 .

69 (32.86). Статичний прогин ресор завантаженого
товарного вагону см.5=∆ стl  Визначити критичну швидкість
V руху вагону, при якій почнеться "галопування" вагону, якщо
на стиках рейок вагон отримує поштовхи, що викликають
вимушені коливання вагону на ресорах; довжина рейок

м.12=L
Розв'язання

Товарний вагон представимо матеріальною точкою маси

m, вагою .mgP =  Статичний прогин ресор .
c
Plст =∆
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На матеріальну точку пружна сила
F = c(∆lсm + x)

а також збурююча періодична сила

де 
±
π

=
Т

p 2
, Т – час, витрачений на одне коливання і рівний

.
V
LT =  Отже, рух точки визначається наступним д. р.:

Галопування виникає при збігу частоти збурюючої сили

р і частоти вільних коливань k, тобто при 
6,3

22
⋅
π

=
π

=
V

L
T

p

([ ]
год
км

=V ).

.sin pt
p

Agx
l
gx
ст

=
∆

+&&

2

224
L
V

l
g
ст

π
=

∆ ⇒⇒⇒⇒⇒ =
⋅

=
∆π

=
05,0
81,9

14,32
12

2 стl
gLV

.год
км3,96с

м75,26 ≈=

70 (32.87). Індикатор машини складається з циліндра А,
в якому ходить поршень В, що упирається в пружину D; з пор-
шнем з'єднаний стержень ВС, до якого прикріплено пишучий
штифт С. Припускаючи, що тиск пару, виражений в паскалях,

змінюється згідно з форулою ,2sin34105 





 π

+=
T

tp

Q = A sin pt,
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де T – час одного оберту валу, визна-
чити амплітуду вимушених коливань
штифта C, якщо вал здійснює 180 об/хв,
при наступних даних: площа поршня
індикатора ,см4 2=σ маса рухомої ча-
стини індикатора 1 кг, пружина стис-
кається на 1 см силою 29,4 Н.

Розв'язання
Диференціальне рівняння руху поршня інди-

катора

.
2

sin34105 σ





 π

+=+
T

t
cxx

g
Q
&&           (1)

Час одного оберту валу c.
3
11

==
n

T  Врахо-

вуючи, що ,
м1
Н1Па1 2=  а  ,м0004,0см4 22 ==σ

отримаємо, що +⋅=σ





 π

+ 16(102sin34105
T

t

).Н)(6sin12 tπ+
Частинний розв'язок (1) шукаємо у вигляді:

   tBAx π+= 6sin  ⇒ ,6cos6 tBx ππ=&

.6sin36 2 tBx ππ⋅−=&&  Знайдені значення підставляємо в (1),
враховуючи, що :мН2940=c

( )ttBtB π+=π+ππ− 6sin1216106sin29406sin36 2 ⇒
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⇒ см;44,5
2940

1610
=

⋅
=A

см.4,46м0464,0
294036

1210
2 ==

+π−
⋅

=B

Таким чином, ( ).см44,56sin64,4 +π= tx

71 (32.89). Вантаж масою г,200=m  підвішений на пру-
жині, коефіцієнт жорсткості якої 9,8 Н/см, знаходиться під дією
сили ,sin ptHS =  де H,20=H .срад50=p  В початковий
момент см,20 =x .ссм100 =v Початок координат вибрано
в положенні статичної рівноваги. Знайти рівняння руху вантажу.

Розв'язання
Диференціальне рівняння руху вантажу

ptHcxxm sin=+&&  або .50sin1004900 txx =+&&       (1)

Відповідне однорідне рівняння

.04900 =+ xx&&
Характеристичне рівняння

,049002 =+r .702,1 ir ±=

Загальний розв'язок цього однорідного рівняння

.70sin70cos 211 tCtCx +=

Шукаємо частинний розв'язок неоднорідного д. р. (1) у виг-
ляді  ,50cos50sin2 tBtAx +=  ,50sin5050cos502 tBtAx −=&

.50cos250050sin25002 tBtAx −−=&&
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Підставляємо ці значення в (1):
=++−− tBtAtBtA 50cos490050sin490050cos250050sin2500

t50sin100=  ⇒ 




=+−
=+−

04900250050cos
,1004900250050sin

BBt
AAt  ⇒

0417,0
,0

=
=

A
B ⇒ tx 50sin0417,02 = .

Загальний розв'язок ++=+= tCtCxxx 70sin70cos 2121
.50sin0417,0 t+

Використовуємо початкові умови: при  0=t    == см20x
м,0,02= ;см0,1ссм100 ==v ++−= tCtCx 70cos7070sin70 21&

.50cos085,2 t+  Тоді 




+=
=

085,2701,0
,02,0
2

1
C

C ⇒ 
.0283,0

,02,0
2

1
−=

=
C
C

Таким чином, =+−= м50sin0417,070sin0283,070cos02,0 tttx

.см50sin17,470sin83,270cos2 ttt +−=

72 (32.91). Вантаж масою 24,5 кг висить на пружині з жорст-
кістю 392 Н/м. На вантаж починає діяти сила ( ) H.4sin8,156 ttF =
Визначити закон руху вантажу.

Розв'язання
Д.р. руху вантажу

txx 4sin8,1563925,24 =+&& (1)

Характеристичне рівняння для відповідного однорідно-
го рівняння

03925,24 2 =+r ⇒ ;42,1 ir ±= .4sin4cos 211 tCtCx +=

Частинний розв'язок шукаємо у вигляді: += tAtx 4cos2
,4sin tBt+  ,4cos44sin44sin4cos2 tBttAttBtAx +−+=&



16

.4sin164cos164cos84sin82 tBttAttBtAx −−+−=&&  Знайдені зна-
чення підставляємо в (1): −−+− tAttBtA 4cos3924cos1964sin196

.4sin8,1564sin3924cos3924sin392 ttBttAttBt =++−





=
=−
01964cos

,8,1561964sin
Bt

At ⇒ 
.8,0

,0
−=

=
A
B Тоді += tCx 4cos1

;4cos8,04sin2 tttC −+ +−+−= ttCtCx 4cos8,04cos44sin4 21&

.4sin2,3 tt+  Вважаємо, що при 0=t 00 =x  і 00 =x& ⇒




−=
=

8,040
,0
2

1
C

C ⇒

⇒
2,0

,0
2

1
=
=

C
C і .4cos8,04sin2,0 tttx −=

73 (32.92). Вантаж масою 24,5 кг висить на пружині жор-
сткістю 392 Н/м. Визначити рух вантажу, якщо на нього по-
чинає діяти сила H.6cos2,32 tF =

Розв'язання
Аналогічно попередній задачі д. р. руху таке

.6cos2,393925,24 txx =+&&

Загальний розв'язок відповідного однорідного рівняння
.4sin4cos 211 tCtCx +=  Шукаємо частинний розв'язок неодно-

рідного д. р. у вигляді tBtAx 6sin6cos2 +=  ⇒ +−= tAx 6sin62&

,6cos6 tB+ .6sin366cos362 tBtAx −−=&& Підставляємо ці зна-
чення в початкове д. р.:

=++−− tBtAtBtA 6sin3926cos3926sin8826cos882

t6cos2,39= ⇒




=+−
=+−

03928826sin
2,393928826cos

BBt
AAt

⇒
.0

,08,0
=

−=
B
A

.6cos08,02 tx −=
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Загальний розв'язок .6cos08,04sin4cos 2121 ttCtCxxx −+=+=
Вважаємо, що при 0=t  00 =x  і .00 =x&  ++−= tCtCx 4cos44sin4 21&

t6sin048,0+ ⇒




=
−=
2

1
40

08,00
C

C ⇒
0

,08,0
2

1
=
=

C
C і −= tx 4cos08,0

( ) ==−=− мsin5sin16,06cos4cos08,06cos08,0 ttttt

.смsin5sin16 tt=

Коливання носять характер биття.
Примітка. Биття – явище, що виникає при накладанні

двох періодичних коливань, наприклад, гармонічних, близь-
ких по частоті, що виражається в періодичному зменшенні і
збільшенні амплітуди сумарного сигналу. Частота зміни ам-
плітуди сумарного сигналу рівна різниці частот вихідних сиг-
налів.

74. (32.93). Вантаж на пружині коливається так, що його
рух описується диференціальним рівнянням

.3cos2cos5 ttcxxm ω+ω=+&&

Знайти закон руху вантажу, якщо в початковий момент
його зміщення і швидкість рівні нулю, а також визначити при
яких значеннях ω настане резонанс.

Розв'язування
Корні характеристичного рівняння для відповідного од-

норідного рівняння .2,1 i
m
cr ±=  Тоді загальний розв'язок цьо-

го рівняння

.sincos 211 t
m
cCt

m
cCx +=
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Вважаючи, що ω≠
m
c   і ,3ω≠

m
c  шукаємо частинний

розв'язок для правої частини tωcos5  у вигляді sincos2 tBtAx ω+ω=

,cossin2 tBtAx ωω+ωω−=& .sincos 22
2 tBtAx ωω−ωω−=&&  Під-

ставляючи ці значення у вихідне д. р. отримаємо: ,5
2ω−

=
mc

A

,0=B тобто .cos5
22 t

mc
x ω

ω−
=

Шукаємо частинний розв'язок для правої частини tω3cos2

у вигляді ,3sin3cos3 tEtDx ω+ω=  ,3cos23sin33 tEtDx ωω+ωω−=&

.3sin93cos9 22
3 tEtDx ωω−ωω−=&&

Підставляючи ці значення у вихідне д. р. отримаємо:

,
9
2

2ω−
=

mc
D ,0=E тобто .3cos2

23 t
mc

x ω
ω−

=  Тоді =x

,3cos
9
2cos5sincos 2221 t
mc

t
mc

t
m
cCt

m
cC ω

ω−
+ω

ω−
++=

−ω
ω−

ω
−+−= t

mc
t

m
c

m
cCt

m
c

m
cCx sin5cossin 221&

.3sin
9
6

2 t
mc

ω
ω−

− Враховуючи, що при 0=t     0=x  і ,0=x&

маємо







=
ω−

+
ω−

+=

2

221

0

,
9
2

2
50

C
mcm

C ⇒     

.0

,
)9)((

747

2

22

2

1

=
ω−ω−

−ω
=

C
mcmc
cmC
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t
mc

t
mc

t
m
c

mcmc
cmx ω

ω−
+ω

ω−
+

ω−ω−
−ω

= 3cos
9
2cos5cos

)9)((
747

2222

2

Резонанс настане в двох випадках:
m
c

3
1

кр1 =ω і .кр2 m
c

=ω

4. ВПЛИВ ОПОРУ НА ВИМУШЕНІ КОЛИВАННЯ

75 (32.94). На пружині, коефіцієнт жор-
сткості якої ,мН6,19=c підвішені магнітний
стержень масою 50 г, що проходить через со-
леноїд, і мідна пластинка масою 50 г, що про-
ходить між полюсами магніту. По соленоїду
протікає струм A,8sin20 ti π= який розвиває
силу взаємодії з магнітним стержнем H.016,0 iπ
Сила гальмування мідної пластинки внаслідок
вихрових струмів рівна ,2Φkv де ,001,0=k

Вб510=Φ і v – швидкість пластинки в м/с.
Визначити вимушені коливання пластинки.

Розв'язання

Сила опору H;5,05,050001,02 xvvkvR &==⋅=Φ=

збурююча сила =π⋅π=π= tiQ 8sin20016,0016,0

H;8sin32,0 tππ= сила пружності ( ) =+λ= xcF ст

( ) H.6,19 ст x+λ= Тоді д.р. руху вантажу M маси m за-
пишеться:

FRQPxm −−+=&& або
,6,196,195,08sin32,0 ст xxtPxm −λ−−ππ+= &&&

.8sin32,06,195,0 txxxm ππ=++ &&& (1)
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m – спільна маса стержня і мідної пластинки, кг.1,0г100 ==m
Розділивши обидві частини рівності (1) на ,1,0=m  отримаємо

.8sin2,31965 txxx ππ=++ &&&                        (2)
Характеристичне рівняння відповідного однорідного

рівняння

,019652 =++ rr (3)

.75,135,2
2

5,275
2,1 iir ±−=

±−
=

Частинний розв'язок неоднорідного д. р. (закон вимуше-
них коливань) шукаємо у вигляді: tBtAx π+π= 8cos8sin ⇒

⇒ ( ),8sin8cos8 tBtAx π−ππ=&  ( ).8cos8sin64 2 tBtAx π−π−π=&&

Підставляємо ці значення в (2):

+ππ−ππ+ππ−ππ− tBtAtBtA 8sin408cos408cos648sin64 22

,8sin2,38cos1968sin196 ttBtA ππ=π+π+





=+π+π−π
π=+π−π−π

019640648cos
,2,319640648sin

2

2

BABt
ABAt

⇒⇒⇒⇒⇒

⇒⇒⇒⇒⇒ ( )
( )





=π−+
π=π−π−
.06419666,125
,2,34064196

2

2

BA
BA ⇒⇒⇒⇒⇒





=−
=−−

.065,43566,125
,05,1066,12565,435

BA
BA

;4698,3
66,125
65,435

==A 05,1066,12535,1510 =−− BB ⇒

⇒ ,0061,0−=B .0213,0−=A .022,022 =+ BA  Кут ϕ лежить
в 3-й чверті ( 0sin <ϕ  і 0cos <ϕ ) і тому −=ϕ o180
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.91,0165151802864,0arctg180
0213,0
0061,0arctg π≈=−=−=− oooo

Тоді ttx π−π−= 8cos0061,08sin0213,0  або

( ) ( ) .см91,08sin2,2м91,08sin022,0 π−π=π−π= ttx

76 (32.95). За умовами попередньої задачі знайти рівнян-
ня руху пластинки, якщо її підвісили разом з магнітним стер-
жнем до кінця не розтягнутої пружини і надали їм початкову
швидкість 5 см/с, направлену донизу.

Розв'язання
Згідно з отриманими коренями характеристичного рівнян-

ня (3) задачі 32.94 загальний розв'язок неоднорідного д. р. (2)
набуває вигляду

( ) ( ),91,08sin2,275,13sin75,13cos 21
5,2 π−π++= − ttCtCey t

( ) ( )+π−π++−=′ − 91,08sin2,275,13sin75,13cos5,2 21
5,2 ttCtCey t

( ) ( ).91,08sin82,275,13cos75,13sin75,13 21
5,2 π−ππ⋅++−+ − ttCtCe t

Початкові умови: при 0=t =
⋅

−=−=λ−=
6,19

8,91,0
ст0 c

Px

см5м05,0 −=−= і .ссм500 == vx&

( )
( )




π−++−=
π−+=−

91,0cos26,5575,135,25
,91,0sin2,25

21

1
CC

С  (0,91π=164°)⇒

⇒






++−=
−=−

o

o

164cos26,5575,135,25
,164sin2,25

21

1

CC
С ⇒
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⇒




⋅−+−=
⋅−=−

961,026,5575,135,25
,276,02,25

21

1
CC

С

,39,41 −=C .42,32 =C

( ) ( ) см.91,08sin2,275,13sin42,375,13cos39,45,2 π−π++−= − tttex

77 (32.96). Матеріальна точка масою кг2=m підвішена до
пружини, коефіцієнт жорсткості якої 4 кН/м. На точку діє збурю-

юча сила ( ) Hsin120 δ+= ptS і сила опору руху H5,0 vmcR ⋅= .

Чому рівне найбільше значення  maxA  амплітуди вимушених
коливань? При якій частоті p амплітуда вимушених коливань
досягає найбільшого значення?

Розв'язання
Аналогічно попередній задачі д. р. руху набуває вигляду

( )δ+=++ ptcxxmcxm sin1205,0 &&&                (1)

або ( ).sin1205,0
δ+=++ pt

m
x

m
cx

m
mcx &&&

Позначивши через ;36,22
2

400025,05,02 =
⋅

==
m

mcn

;2000
2

40002 ===
m
ck ,60

2
120120

===
m

h отримаємо у загаль-

ному випадку д.р. вимушених коливань при дії сили опору
вигляду

( ).sin2 2 δ+=++ pthxkxnx &&& (2)
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Частинний розв'язок (закон вимушених коливань) шукає-
мо у вигляді

( ),sin ξ−δ+= ptAx

тоді ( ),cos ξ−δ+= ptApx& ( ).sin2 ξ−δ+−= ptApx&& Підставимо

знайдені значення  ,x  x&  і x&&  в (2):

( ) ( ) ( )δ+=ξ−δ++ξ−δ+− pthptAkptAp sinsinsin 22     (3)

Перетворимо праву частину рівності (3): ( ) =δ+pthsin

( )( ) ( ) ( ) .sincoscossinsin ξξ−δ++ξξ−δ+=ξ+ξ−δ+= pthpthpth

Тоді (3) запишеться: ( )( ) ( )+ξ−δ+ξ−− pthpkA sincos22

( ) ( ) .0cossin2 =ξ−δ+ξ−+ pthnAp  Ця рівність можлива, як-
що коефіцієнти при синусах і косинусах рівні нулю, тобто

( ) ,cos22 ξ=− hpkA  .sin2 ξ= hnAp  З урахуванням того, що

1cossin 22 =ξ+ξ  отримаємо, що

( )
,

4 22222 pnpk

hA
+−

= .2tg 22 pk
np
−

=ξ

Максимальне значення амплітуди коливань A буде тоді,

коли вираз ( ) 22222 4 pnpk +−  приймає мінімальне значення.
Знайдемо похідну цього виразу по p і прирівняємо її до нуля:

( ) ( ) ( ) .024224 22222222 =⋅+−⋅−=





 +− pnppkpnpk

dp
d
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Корені цього рівняння ,01 =p .2 22
2 nkp −=  Підставив-

ши p2 в формулу для A отримаємо, що

=
⋅

=
−⋅

=
−

=
3,4336,22

60
125200036,22

60

2 22max
nkn

hA

.см2,6м062,0 ==

.срад83,4118,11220002 222 =⋅−=−= nkp

Примітка. В тому, що вираз ( ) 22222 4 pnpk +− приймає

мінімальне значення при 22 2nkp −= можна переконатися,
взявши другу похідну по p.

78 (32.98). Матеріальна точка масою 3 кг підвішена на
пружині з коефіцієнтом жорсткості .мН6,117=c  На точку діє

збурююча сила ( ) H26,6sin β+= tHF  і сила опору середови-

ща H.vR α−= Як зміниться амплітуда вимушених коливань
точки, якщо внаслідок зміни температури в'язкість середови-
ща (коефіцієнт α) збільшиться в 3 рази?

Розв'язання
Амплітуда вимушених коливань (див. задачу 77) =A

( )
.

4 22222 pnpk

H

+−
=

 При ;2,39
3

6,1172 ===
m
ck ;26,6=p

;
3

2 α
=n ⇒ 

36

2
2 α

=n маємо, що при коефіцієнті α амплітуда
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( )
.

26,62
3

26,6
36

426,62,39 2
222 ⋅

=

⋅α⋅+−

=α
HHA Амплітуда =α3A

26,6
26,6

36
94 2

2 ⋅α
=

⋅
α

⋅

=
HH

 ⇒ ,
3
13 =

α

α

A
A тобто амплітуда ви-

мушених коливань зменшується в 3 рази.
79 (32.98). В умовах попередньої задачі знайти рівняння

руху точки, якщо в початковий момент її положення і швид-
кість були рівні: см,20 =x .ссм30 =v Частота збурюючої
сили ,срад30=p початкова фаза збурюючої сили .0=δ
Початок координат вибрати в положенні статичної рівноваги.

Розв'язання
Д. р. вимушених коливань

( ),sin2 2 δ+=++ pthxkxnx &&& (1)

;36,222 =n ;18,11=n ;20002 =k ;60=h .30=p

Амплітуда =
+−

=
2222 4)( pnpk

hA

( )
см.4,7м047,0

90018,1149002000

60
22

==
⋅⋅+−

=  Згідно

задачі 77 частинний розв'язок при 0=δ  шукаємо у вигляді

( )ξ−= ptAx sin 6098,0
9002000

3018,1122tg 22 =
−

⋅⋅
=

−
=ξ

pk
np

⇒

⇒ .174,08131 π≈′=ξ o
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Таким чином, ( ).174,030sin7,4 π−= tx
Відповідне однорідне рівняння приймає вигляд

.0200036,22 =++ xxx &&&

Характеристичне рівняння

,0200036,222 =++ rr

його корені .3,4318,11200012518,112,1 ir ±−=−±−=
Загальний розв'язок даного однорідного рівняння

( ).3,43sin3,43cos* 21
18,11 tCtCex t += −

Загальний розв'язок неоднорідного рівняння (закон руху
матеріальної точки)

( ) ( ).174,030sin7,43,43sin3,43cos* 21
18,11 π−++=+= − ttCtCexxx t

( )++−= − tCtCex t 3,43sin3,43cos18,11 21
18,11&

( ) ( ).174,030cos1413,43cos3,43sin3,43 21
18,11 π−++−+ − ttCtCe t

Використовуємо початкові умови: 0=t  см,20 =x
.ссм300 == vx&





π++−=
π−=

174,0cos1413,4318,113
,174,0sin7,42

21

1
CC

C
⇒⇒⇒⇒⇒

⇒⇒⇒⇒⇒




++−=
−=

1203,4318,113
,44,22

21

1
CC

C ⇒⇒⇒⇒⇒ ;44,41 =C .56,12 −=C

Отже, ( )+−= − ttex t 3,43sin56,13,43cos44,418,11

( ).174,030sin7,4 π−+ t
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80 (32.99). Тіло масою 2 кг, прикріплене пружиною до неру-
хомої точки A, рухається по гладкій похилій площині, що утворює
з горизонтом кут α, під дією збурюючої сили  Н10sin180 tS =
і сили опору, пропорційній швидкості vR 4,29−=  (R в Н).
Коефіцієнт жорсткості пружини .мкН5=c  В початковий мо-
мент тіло знаходилося в спокої в положенні статичної рівно-
ваги. Знайти рівняння руху тіла, періоди T вільних і T1 виму-
шених коливань; зсув фази вимушених коливань і збурюючої
сили.

Розв'язання
За другим законом Ньютона

,SFRPam +++=           (1)

,4,29 vR −=  ( ),xcF ст +λ=

.10sin180 tS =
Спроектуємо (1) на вісь Ox:

−−−α= xxPxm 50004,29sin &&&

,10sin180 tc ст =λ−  ,sin стcP λ=α

тоді =++ xxx 50004,292 &&&

t10sin180= ⇒ .10sin9025007,14 txxx =++ &&&    (2)
Характеристичне рівняння для відповідного однорідного

,025007,142 =++ rr

.46,4935,7
2

9,987,14
2

1000009,2167,14
2,1 ±−=

±−
=

−±−
=r

Загальний розв'язок однорідного рівняння

( ).46,49sin46,49cos* 21
35,7 tCtCex t += −
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Частинний розв'язок шукаємо у вигляді ,10sin10cos tBtAx +=
,10cos1010sin10 tBtAx +−=& .10sin10010cos100 tBtAx −−=&&

Знайдені значення підставляємо в (2):

++−−− tBtAtBtA 10cos14710sin14710sin10010cos100
.10sin9010sin250010cos2500 ttBtA =++





=+−−
=++−

90250014710010sin
,0250014710010cos

BABt
ABAt

⇒⇒⇒⇒⇒




=+−
=+

.902400147
,01472400

BA
BA

,
147
2400 AB −= 90

147
2400147

2
=−− AA ⇒⇒⇒⇒⇒ ;0023,0−=A .0376,0=B

=+−= ttx 10sin0376,010cos0023,0

=



















+−⋅+=

′′−

tt 10sin
0377,0
0376,010cos

0377,0
0023,00376,00023,0

033cos033sin
0377,0

22

32143421
444 3444 21

oo

( ).03310sin0377,0 ′−= ot

( )++=+= − tCtCexxx t 46,49sin46,49cos* 21
35,7

( ).03310sin0377,0 ′−+ ot

( ) ×++−= −− tt etCtCex 35,7
21

35,7 46,49sin46,49cos35,7&

( ) ( ).03310cos377,046,49cos46,49sin46,49 21 ′−++−× ottCtC

Початкові умови 0=t  00 =x  00 =x&  ⇒

⇒




++−=
−=

3763,046,4935,70
,0023,00

21

1
CC

C ⇒ ,0023,01 =C .00727,02 −=C
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Таким чином, ( )+−= − ttex t 46,49sin00727,046,49cos0023,035,7

( ) ( )+−=′−+ − ttet t 46,49sin72,046,49cos23,0м03310sin0377,0 35,7o

( ) .cм03310sin77,3 ′−+ ot

;127,0
46,49

28,62

1
==

ω
π

=T ;628,0
10
28,62

2
1 ==

ω
π

=T .033 ′−=ξ o

81 (32.100). На тіло масою 0,4 кг, прикріплене до пружини
з коефіцієнтом жорсткості ,мкН4=c  діє сила  H50sin40 tS =

і сила опору ,vR α−=  де ,мсН25 ⋅=α v  – швидкість тіла
(v в м/с). В початковий момент тіло знаходиться в положенні
статичної рівноваги. Знайти закон руху тіла і визначити зна-
чення частоти збурюючої сили, при якому амплітуда вимуше-
них коливань буде максимальною.

Розв'язання

.FRSQam +++=

В проекції на вісь Ox дане рівняння дає

.FRSQxm −−+=&& (1)

( ),xcF ст +λ= ,25xR &=  tS 50sin40=  ⇒

⇒ txxx 50sin404000254,0 =++ &&& ⇒

⇒ .50sin100100005,62 txxx =++ &&&  (2)

Характеристичне  рівняння ++ rr 5,622

,010000 =+ =−±−= 100005625,97625,312,1r

.9525,31 i±−=
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Загальний розв'язок відповідного однорідного рівняння

( ).95sin95cos* 21
25,31 tCtCex t += −

Частинний розв'язок шукаємо у вигляді

,50sin50cos tBtAx += ,50cos5050sin50 tBtAx +−=&

.50sin250050cos2500 tBtAx −−=&&

Знайдені значення ,x ,x& x&&  підставляємо в (2):

++−−− tBtAtBtA 50cos312550sin312550sin250050cos2500
.50sin10050sin1000050cos10000 ttBtA =++





=+−−
=++−

100100003125250050sin
,0100003125250050cos

BABt
ABAt

⇒⇒⇒⇒⇒

⇒⇒⇒⇒⇒




=+−
=+

10075003125
,031257500

BA
BA ⇒⇒⇒⇒⇒ ,4,2 AB −= 0047,0−=A ⇒⇒⇒⇒⇒

⇒⇒⇒⇒⇒ .0113,0=B

×+=+−=
444 3444 21

0122,0

22 0113,00047,050sin0113,050cos0047,0 ttx

=






 −× tt 50cos
0122,0
0047,050sin

0122,0
0113,0

( ) ( )632250sin0122,050cos3852,050sin9262,00122,0 ′−=−= ottt .....

( ) ( ),632250sin0122,095sin95cos 21
25,31 ′−++= − ottCtCex t

( )++−= − tCtCex t 95sin95cos25,31 21
25,31&

( ) ( )632250cos61,095cos95sin95 21
25,31 ′−++−+ − ottCtCe t .
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0=t  ⇒ ,00 =x .00 =x&





++−=
−=

564,09525,310
,0047,00

21

1
CC

C
⇒⇒⇒⇒⇒ 0044,0

,0047,0
2

1
=
=

C
C

.00644,00044,00047,0 22 =+

( ) ( ) =′−+′−= − м632250sin0122,0554695sin00644,0 25,31 oo ttex t

( ) ( ) .см632250sin22,1554695sin644,0 25,31 ′−+′−= − oo tte t

Максимальна амплітуда вимушених коливань буде при час-

тоті збурюючої сили 22 2nkp −= (див. [6], с. 70). В нашому ви-

падку ,100002 =k 5,622 =n ⇒
2

5,62
=n  і =−=

2
5,6210000

2
p

.8,89 1−= e

( ) ( )
=

⋅⋅+−
=

+−
=

222222222
max

8,8925,3148,8910000

100

4 pnpk

hA

.см684,1м01684,0 ==

82 (32.95). На тіло масою M кг, прикріплене до пружини з кое-
фіцієнтом жорсткості ,мНc  діє збурююча сила  ptHS sin=

і сила опору  vR α−=  (R в Н), де v –  швидкість тіла. В почат-
ковий момент тіло знаходилось в положенні статичної рівно-
ваги і не мало початкової швидкості. Знайти рівняння руху

тіла, якщо  
M

ac
4

2
> .
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Розв'язання
Згідно теорії вимушених коливань з опором закон руху

точки наступний:

+




 −+−= − tnkCtnkCex nt 22

2
22

1 sincos

( )
( )( ),cos2sin

4
22

22222
ptnpptpk

pnpk

h
−−

+−
+

де ,
M
Hh =  ,2

M
ck =  .

2M
n α

=  Тоді

+




 −+−−= − tnkCtnkCnex nt 22

2
22

1 sincos&

+




 −+−−−+ − tnkCnkCnke nt 22

2
22

1
22 cossin

( )
( )( )ptnpptpkp

pnpk

h sin2cos
4

222
22222

+−
+−

+ .

Початкові умови: 0=t   ⇒ ,00 =x .00 =x&

( )
( )

( )











+−

−
+−+−=

+−
−=

22222

22

2
22

1

222221

4
0

,
4

20

pnpk

pknpCnknC

pnpk

nphC

⇒⇒⇒⇒⇒

⇒⇒⇒⇒⇒ ( )
,

4

2
222221

pnpk

nphC
+−

=
( )

( )
.

4

21
22222

222

222
pnpk

pkhpphn

nk
C

+−

−−
⋅

−
=
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Остаточно

( )
+










−

−

−+
+−

+−
=

−
tnk

nk

kpntnkn
pnpk

hpex
nt

22
22

222
22

22222
sin2cos2

4

( )
( )( )ptnpptpk

pnpk

h cos2sin
4

22
22222

−−
+−

+ .

83 (32.102). На тіло масою 6 кг, підвішене до пружини
з жорсткістю  ,мкН64,17=c діє збурююча сила .sin0 ptP  Опір
рідини пропорційний швидкості. Яким повинен бути ко-
ефіцієнт опору α в'язкої рідини, щоб максимальна амплітуда
вимушених коливань дорівнювала потроєному значенню ста-
тичного подовження пружини? Чому дорівнює коефіцієнт
розладу z (відношення кругової частоти вимушених коливань
до кругової частоти вільних коливань)? Знайти зсув фази ви-
мушених коливань і збурюючої сили.

Розв'язання
Максимальне значення коефіцієнта динамічності рівне:

,
12

1
2γ−γ

=η  де ,
k
n

=γ ,
2m

n α
=

m
ck =  ⇒ 

cmmk
1

22
α

=
α

=γ  .

За умовою задачі 3=η тобто 3
12

1
2

=
γ−γ

⇒ 013636 24 =+γ−γ

і ,
36

3632418 −±
=γ ;985,097,0

36
35

1 ≈==γ  .167,0
36
1

2 ≈=γ

1. :985,01 =γ
617640

1
2

985,0 1
⋅

α
= ⇒ .

м
сН86,6401

⋅
=α
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2. :167,02 =γ
617640

1
2

167,0 2
⋅

α
=  ⇒ .

м
сН65,1082

⋅
=α

Розглядаємо ,65,1082 =α  оскільки при 86,6401 =α рух тіла
буде аперіодичним.

Кругова частота вимушених коливань ,2 22 nkp −=  де

.
2

2
m

n α
= Тоді 2

2
2

4
2
mm

cp α
−= ⇒ коефіцієнт розладу ==

k
pz

.97,0
1764062
65,1081

2
1

22
2 =

⋅⋅
−=

α
−==

mc
m
c

p

Якщо ε – зсув фази вимушених коливань, то =
−

=ε 22
2tg

pk
np

82,52
65,108

6176404242
2

22
22

2
2

2

2

22
=−

⋅⋅
=−

α
=−=

−
=

cm
n
k

n
nkn ⇒

⇒ .78082,5arctg ′==ε o

84 (32.103). На тіло масою 0,1 кг, прикріплене до пружи-
ни з коефіцієнтом жорсткості ,мкН5=c  діє сила  ,sin ptHS =
де Н,100=H ,срад100=p і сила опору ,vR β=  де .мсН50 ⋅=β
Написати рівняння вимушених коливань і визначити значен-
ня p, при якому амплітуда вимушених коливань буде макси-
мальною.

Розв'язання
Д. р. руху вантажу

,sin ptHcxxxm =+β+ &&& (1)
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або pt
m
Hx

m
cx

m
x sin=+

β
+ &&&

.100sin1000050000500 txxx =++ &&&                    (2)
Закон вимушених коливань – це частинний розв'язок

рівняння (2), який шукаємо у вигляді ,100cos100sin tBtAx +=

( 100sin100cos100 tBtAx −=&  ( ).100cos100sin10000 tBtAx −−=&&
Знайдені значення підставляємо в (2):

 −+−− tAtBtA 100cos50000100cos10000100sin10000
=++− tBtAtB 100cos50000100sin50000100sin50000

.100sin100000 t=





=+
=−

04000050000100cos
,1000005000040000100sin

BAt
BAt

⇒⇒⇒⇒⇒ ,
4
5 AB −=

,98,0=A .22,1−=B

( ).м100cos22,1100sin98,0 ttx −=

Амплітуда
( )

.
4 22222 pnpk

hA
+−

= maxA буде при міні-

мумі знаменника ( ) 22222 4 pnpk +−  . Знаходимо похідну

( ) ( ) .824 22222222 pnpkppnpk
dp
d

+−−=





 +− ( )+−− 222 pkp

08 22 =+ pn  ⇒ ,01 =p  ;2 22
2 nkp −=  02 >p  при ,02 22 >− nk

тобто при .2nk >  В нашому випадку ,6,223
1,0

5000
≈==

m
ck
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,250
1,02

50
2

=
⋅

=
β

=
m

n тобто 2nk < і максимума амплітуди

не існує.
85 (32.104). В умовах попередньої задачі визначити зсув

фази вимушених коливань і збурюючої сили.
Розв'язання

Згідно з теоремою про вимушені коливання зсув фаз між виму-
шеними коливаннями і збурюючою силою визначається форму-

лою ;2arctg 22 kp
np
−

=ε ,250
2

=
β

=
m

n ,100002 =p   .500002 =k

Значить ( ) =−=−=
−
⋅⋅

=ε 25,1arctg25,1arctg
500010000
1002502arctg

.0251 ′−= o

86 (32.105). Вантаж масою 0,2 кг підвішений на пружині,
коефіцієнт жорсткості якої  мН6,19=c . На вантаж діє збу-
рююча сила  tS 14sin2,0=  і сила опору .49vR = Визначити
зсув фаз вимушених коливань і збурюючої сили.

Розв'язання

Зсув фаз визначається формулою ,2arctg 22 kp
np
−

=ε  де

;5,122
2,02

49
2

=
⋅

=
β

=
m

n ;1961422 ==p .98
2,0
6,192 ===

m
ck

Отже, .839135arctg
98196

145,1222arctg ′==
−

⋅⋅
=ε o
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87 (32.106). В умовах попередньої задачі знайти коефіцієнт
жорсткості   нової пружини, якою необхідно замінити дану
пружину, щоб зсув фаз вимушених коливань і збурюючої сили
став рівним π/2.

Розв'язання

.
2

tgtg ∞=
π

=ε

Ця умова буде виконуватися при .19622 == pk ==
m
ck 2

196=  ⇒ .мН2,392,0196196 =⋅=⋅= mc

88 (32.101). Для зменшення дії на
тіло маси m збурюючої сили =F

( )δ+= ptF sin0 встановлюють пру-
жинний амортизатор з рідинним дем-
пфером. Коефіцієнт жорсткості пру-
жини c. Вважаючи,що сила опору
пропорційна першій степені швид-
кості ( vF α=оп ), знайти максималь-
ний динамічний тиск всієї системи на фундамент при встат-
кувавшихся коливаннях.

Розв'язання
Д.р. коливального руху

( )δ+=+α+ ptFcxxxm sin0&&&

або

( ),sin2 2 δ+=++ pthkxnx &&&
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де ,2
m
ck = ,

2m
n α

= .0
m
Fn =

Вимушені коливання тіла відбуваються за законом

( ),sin ε−δ+= ptAx  де 
( )

.
4 22222 pnpk

hA
+−

=

Динамічний тиск всієї системи на фундамент визначаєть-
ся формулою

cxxN +α= &
 (тут x означає вертикальне переміщення тіла, що відраховуєть-
ся від положення рівноваги).

Так як ( ),cos ε−δ+= ptApx&  то

( ) ( )( )
( )

×
+−

=ε−δ++ε−δ+α=
22222

0

4
sincos

pnpk

FptcptpAN

( ) ( )( ) .sincos2 2
4444444 34444444 21

M

ptkptnp ε−δ++ε−δ+×

Визначаємо максимальне значення виразу, що стоїть в
дужках:

,cossin2 22 θ+θ−= pknp
dt

dM  де .ε−δ+=θ pt

Прирівнявши цю похідну до нуля, отримаємо ,
2

tg
2

np
k

=θ

отже, дуга np
k

2
arctg

2
=θ   в першій четверті, тому sin і cos цієї

дуги додатні.

.0sincos2 223
2

2
<θ−θ−= pknp

dt
Md
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Отже, M має максимальне значення, коли .
2

tg
2

np
k

=θ

,
4tg1

tgsin
222

2

2 pnk

k

+
=

θ+

θ
=θ .

4

2

tg1

1cos
2222 pnk

np

+
=

θ+
=θ

.4
4

4 422
222

422

max kpn
pnk

kpnM +=
+

+
= ( ) .

4

4
22222

422

0max
pnpk

kpnFN
+−

+
=
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