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«угловой» функции 
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13 =p  На эту 

особенность обратил внимание О. Зенкевич еще в 1971 г. [2]. Он назвал такой спектр 
противоестественным. Возможно, это так с точки зрения специалиста по строительной 
механике. А с точки зрения математики это вполне естественный спектр. 

 
Выводы. Впервые получен серендипов стандартный базис на элементе пятого 

порядка. Нематричный подход основан на геометрических особенностях стандартных 
серендиповых поверхностей, которые, как было доказано, конструируются из коноидов и 
гиперболических параболоидов. Представляет интерес алгебраическое решение задачи 
восстановления функций на конечном элементе Quintic. Это позволит исследовать влияние 
внутренних узлов на формообразование поверхностей высших порядков. 
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2. Зенкевич О. Метод конечных элементов в технике / О. Зенкевич. – М. : Мир, 1975. 
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КОНСТРУЮЮВАННЯ СІМПСОНОВИХ ТІЛ 
ЗА ДОПОМОГОЮ  СЕРЕНДИПОВИХ ПОВЕРХОНЬ 

 
Серендипові поверхні – це фінітні поліноміальні функції двох аргументів. Кожна 

функція ( )y,xNi  асоціюється з розрахунковим вузлом «і» на границі скінченного елемента-
носія. У класичній задачі відновлення функції ( )y,xf  за відомими вузловими аплікатами if  
функції ( )y,xNi  називають базисними (функціями впливу), а в методі скінченних елементів 
(МСЕ) – це функції форми. Задача локалізації у вузлах навантаження на скінченному 
елементі (СЕ) від одиничної масової сили передбачає обчислення об’єму тіла, що міститься 
між серендиповою поверхнею і площиною носія. Об’єм зазвичай обчислюють подвійним 
інтегруванням ( )y,xNi . Ми спробували обчислювати об’єм наближено за правилом Сімпсона 
і виявили, що в багатьох випадках можна отримати точне значення. Такі тіла називають 
сімпсоновими [1].  

Нагадаємо, як виглядає правило Сімпсона на інтервалі [ ]b,a : 

( ) ( ) ( ) ( )( )bfcfafabdxxf
b

a
++

−
=∫ 4

6
, де ( )abc +=

2
1 . (1) 

Якщо ( ) ( )xSxf =  – площа поперечного перерізу тіла, що міститься між опорними 
площинами ax =  та bx = , то за формулою (1) обчислюють об’єм тіла.  

Мета роботи – довести, що сімпсонові тіла можна конструювати із серендипових 
поверхонь. Здається, що з цього боку серендипові поліноми ще не розглядалися. В роботі 
розглядаються СЕ від першого до п’ятого порядку включно. Зауважимо, що на відміну від 
прихильників матричного аналізу, ми побудували базис (і не один) елемента п’ятого порядку 
без використання внутрішніх вузлів. На елементі четвертого порядку це було зроблено 
раніше [2]. Треба підкреслити, що тестування правилом Сімпсона витримують як стандартні 
серендипові поверхні [3], так і альтернативні [4-5].  
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На рис. 1 зображені серендипові елементи, що розглядаються в роботі. 
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Рис. 1. Серендипові скінченні елементи 

 

Підготовлений читач зверне увагу на відсутність внутрішніх вузлів на СЕ Quartic і 
Quіntic. Вважається, що без внутрішніх вузлів неможливо побудувати базис на елементах 
четвертого і п’ятого порядків. Це негативний наслідок метода оберненої матриці, який 
багато років панує в МСЕ. Але, якщо скористатися будь-яким нематричним методом, можна 
обмежитись тільки граничними вузлами. Саме так ми сконструювали базисні функції 
(серендипові поверхні) СЕ четвертого і п’ятого порядків. Базисні функції, незалежно від 
порядку СЕ, повинні задовольняти наступним умовам інтерполяційної гіпотези: 

( )




≠
=

=
,ki,
,ki,

y,xN kki 0
1    ( ) 1

1
=∑

=

M

i
i y,xN , (

(2) 

де і – номер функції, k – номер вузла, М – кількість вузлів СЕ. Порядок СЕ на одиницю 
менший кількості вузлів на стороні квадрата (рис. 1). 

Щоб скористатися формулою Сімпсона, важливо правильно обрати паралельні 
опорні площини. Виявляється, що для тіл, утворених серендиповими поверхнями, кращий 
вибір 1±=x  або 1±=y . Це суттєво спрощує обчислення, особливо на СЕ вищих порядків. На 
цих елементах виникає необхідність розв’язувати задачу на найменше та найбільше значення 
функції ( )y,xNi , щоб визначити опорні площини az =  і bz = . При цьому область в 
«середньому» перерезі cz =  може мати складну конфігурацію в залежності від рельєфу 
поверхні. У всіх випадках ми користуємося опорними площинами 1±=y , а на СЕ вищих 
порядків не розглядаємо «кутові» поверхні ( )y,xNi , 4321 ,,,i = , щоб не порушувати умови 
теореми Сімпсона.  

Порівняння результатів подвійного інтегрування ( )y,xNi  та наближеної оцінки 
інтеграла за Сімпсоном почнемо з СЕ 1-го порядку (Linear element). Поверхня має вигляд 
[1,3]: 

( ) ( )( )yyxxy,xN iii ++= 11
4
1 , 432 ,,i = . 

Подвійний інтеграл на всі випадки має вигляд: 

( ) dydxy,xNI i∫ ∫
− −

=
1

1

1

1
. (3) 

Результат (3) ми порівняємо з оцінкою Сімпсона (1), де використовується три площі 
паралельних перерізів. Відповідна формула має вигляд: 







 ++= − 101 6

1
6
4

6
12 SSSI , (4) 
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де ( )11 −=− ,xSS , ( )00 ,xSS = , ( )11 ,xSS =  - площі у відповідних перерізах. Вузли 
розподілені по периметру квадрата рівномірно, тому достатньо протестувати лише ті 
поверхні ( )y,xNi , які асоціюються зі стороною 1−=y , 11 ≤≤− x . Для моделі 1-го порядку – 
це ( )y,xN1 , для моделей другого і третього порядків – це ( )y,xN5 , для моделей четвертого і 
п’ятого порядків – ( )y,xN5  і ( )y,xN13 . Для лінійної моделі формули (3) і (4) дають однакові 
результати: об’єм тіла одкуб.1=V . Це означає, що тіло, яке утворене поверхнею ( )y,xNi  і 
квадратним носієм, є сімпсоновим.  

Аналогічну процедуру можна виконати і на елементах вищих порядків. Існує безліч 
серендипових поверхонь, які утворюють клиноподібні сімпсонові тіла. Це означає, що в 
задачах повузлової локалізації навантаження від одиничної масової сили замість формули 
Ньютона-Котеса можна використовувати наближену формулу Сімпсона. Отримані 
результати суттєво поповнюють модельний ряд сімпсонових тіл. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ВНЕШНИХ УСЛОВИЙ ПРИ АНАЛИЗЕ 

ДИНАМИКИ СУДНА В ХОДОВЫХ РЕЖИМАХ 
 

Основная задача анализа динамики судна - изучение движения судна под действием 
приложенных к нему внешних сил и моментов. Движение судна характеризуется 
мореходными качествами, такими как мореходность (способность судна противостоять 
воздействию морского волнения с колебаниями возможно меньшей частоты и амплитуды), 
управляемость (способность судна удерживать заданное направление движение или 
изменять его в соответствии с желанием судоводителя) и ходкость (способность судна 
перемещаться с заданной скоростью под действием энергии его пропульсивного комплекса, 
преодолевая сопротивление среды - воды и воздуха). При разработке или модернизации 
систем управления пропульсивным комплексом при движении судна необходимо учитывать 
действие внешних факторов неопределенного характера, оказывающих  влияние на технико-
эксплуатационные характеристики судна [1]. Целью исследований является получение 
аналитических зависимостей, позволяющих учитывать влияние внешних условий на 
основные показатели работы пропульсивного комплекса и анализировать динамику судна в 
ходовых режимах.  
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