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ПРОГРАМНО-МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ІНТЕНСИФІКАЦІЇ 

ПРОЦЕСУ КРИСТАЛІЗАЦІЇ 
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Вступ. Оскільки відсутні апробовані методики розрахунку процесу 

наморожування металу на закристалізований безперервний злиток, було 

створено алгоритмічний підхід, який дозволяє досліджувати теплові та 

динамічні характеристики кристалізації за допомогою програмного 

моделювання. 

Мета роботи є підвищення ефективності процесу кристалізації, 

зменшення глибини рідкої лунки, рівномірного розподілу температур по 

перерізу злитка та зниження масо-габаритних характеристик машини 

безперервного лиття, розроблено математичну та програмну модель процесу 

наморожування металу на закристалізований безперервний злиток. 

Матеріали та методи. Робота виконана на базі аналізу наукових джерел 

інформації та проведено чисельний експеримент. 

Результати обговорення. Розглядається випадок, коли безперервний 

злиток з розмірами 𝐴 × 𝐵 подається в розплав металу того ж складу зі сталою 

швидкістю 𝜐. В початковий момент часу задано розподіл температур у тілі 

злитка, температуру рідкого металу та його фізичні властивості. Таким чином, 

формулюється симетрична задача теплопереносу. 

Для чисельного аналізу процесу злиток дискретизується на елементи з 

урахуванням трьох зон: 

 зони повністю затверділого металу, 

 двофазної (перехідної) зони, 

 буферної зони контакту з розплавом. 

Математична модель базується на системі рівнянь збереження маси, 
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енергії та теплового балансу [2, 3]: 

1. Закон збереження маси: 

𝑑𝑚

𝑑𝑡
= 𝑚1

′′ − 𝑚1
′  

де 𝑚1
′ , 𝑚1

′′ — витрата металу, що кристалізується на вході та виході відповідно. 

2. Закон збереження енергії (ентальпійна форма): 

𝑐1(𝑇вих − 𝑇вх) + 𝛼𝑗𝐹1(𝑇𝑗 − 𝑇кр) = 𝑟
𝑑𝑚

𝑑𝑡
 

де 𝛼𝑗 — коефіцієнт тепловіддачі, 𝑟 — питома теплота фазового переходу. 

3. Умова теплового балансу на межі кристалізації: 

𝜆1

𝑑𝑇

𝑑𝛿
= 𝛼𝑗(𝑇𝑗 − 𝑇пов),  

де 𝛿 — товщина намороженої корки. 

Система цих рівнянь є суттєво нелінійною, тому для побудови програмної 

моделі виконується її лінеаризація методом малих приращень. Отримані 

рівняння зводяться до диференціального рівняння щодо зміни товщини корочки 

з часом: 
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де    ,2 1111   xBAN  
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Розв’язання цього рівняння виконується операційним методом (методом 

Лапласа) або чисельно — з використанням алгоритму явної/неявної різницевої 

схеми. 

У програмній реалізації передбачено можливість вибору схеми 
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інтегрування (Euler, Crank–Nicolson, Runge–Kutta). 

Для моделювання процесу створено програмний модуль 

CrystallizationSim, реалізований на Python (з використанням бібліотек NumPy, 

SciPy та Matplotlib). 

Алгоритм роботи програми: 

1. Ініціалізація фізичних параметрів (щільність, теплоємність, 

теплопровідність, температура кристалізації). 

2. Дискретизація злитка на елементи за координатою 𝑥з кроком Δ𝑥. 

3. Розрахунок приращень температури та товщини намороженої 

корочки: 

𝛿𝑖+1 = 𝛿𝑖 +
𝑑𝛿

𝑑𝑡
⋅ Δ𝑡 

4. Візуалізація результатів у вигляді графіків зміни 𝑇𝑐(𝑡)та 𝛿(𝑡). 

 

Рис. 1. Результати чисельного моделювання. 

 

На рисунку 1 представлено результати чисельного моделювання процесу 

для злитка розміром 𝐴 × 𝐵 = 0,2 × 0,3 м, при швидкості подачі 𝜐 = 0,01 м/с і 

температурах розплаву 𝑇ж = 1560∘𝐶, 𝑇𝐿 = 1535∘𝐶. 

Графіки демонструють узгодженість розрахунків із експериментальними 

даними, а також можливість моделювання багатошарового злитка при різних 

температурах перегріву. 
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Висновки. 

1. Розроблена програмно-математична модель дозволяє чисельно 

прогнозувати динаміку кристалізації з урахуванням теплопередачі, фазових 

переходів та швидкості подачі металу. 

2. Запропонована технологія забезпечує зменшення глибини рідкої 

лунки та скорочення часу кристалізації. 

3. Алгоритмічна база моделі може бути інтегрована в системи 

автоматизованого керування (SCADA) або цифрові двійники процесів лиття. 

4. Подальший розвиток роботи передбачає впровадження методів 

машинного навчання для оптимізації параметрів кристалізації на основі 

накопичених даних симуляцій. 
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