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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА СЕРЕНДИПОВОЇ АПРОКСИМАЦІЇ  
НА ЕЛЕМЕНТІ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКУ 

Астіоненко І.О., Литвиненко О.І., Соловйов М.В. 
Херсонський національний технічний університет, м.Херсон, Бериславське шосе, 24, mmkntu@gmail.com 

Серендипові скінченні елементи (ССЕ) були створені в 60-х роках минулого століття в зв’язку з 
застосуванням перетворення довільного чотирикутника в стандартний квадрат з наступним застосуванням 
ізопараметричної апроксимації. Перші моделі були отримані за допомогою підбору поліномів, які 
задовольняють інтерполяційній гіпотезі типу Лагранжа [1]. Алгебраїчний метод оберненої матриці та 
геометричний метод Тейлора привели до тих же поліномів [2]. Зважаючи на те, що стандартні ССЕ мають 
певні недоліки, пошуки альтернативних базисів продовжились. 

Починаючи з 80-х років минулого століття відбувалися спроби позбутися “негативізму” у 
повузловому розподілі рівномірної масової сили серендипових моделей вищих порядків. Вперше 
альтернативні базиси були побудовані у 1982 р. методом ймовірнісно-геометричного моделювання [3], 
основаним на геометричній ймовірності. Пізніше для побудови базисів серендипових елементів був 
використаний геометричний метод [4]. Але недоліком цих підходів є те, що повузловий розподіл 
рівномірної масової сили a priori невідомий. Цей розподіл для кожного вузла визначається після побудови 
альтернативної моделі подвійним інтегралом по області ω  скінченного елемента від відповідної функції 
форми, зваженої з поверхневою щільністю γ  (для однорідної пластинки 25,0=γ ): 


ω

ηξηξγ= ddNp ii ),( . (1) 

Для елементів вищих порядків розподіл має як додатні, так і від’ємні значення.  
Прямою задачею будемо вважати побудову базисних функцій з a posteriori обчисленим повузловим 

розподілом рівномірної масової сили. 
Актуальною є задача побудови моделей з a priori фізично обґрунтованим повузловим розподілом 

рівномірної масової сили: відсутність від’ємних значень та їх зменшення з віддаленням від центру 
елемента. Саме так сформулюємо обернену задача серендипової апроксимації: побудувати базисні 
функції з a priori визначеним повузловим розподілом рівномірної масової сили. Для розв’язання на 
серендиповому СЕ задачі інтерполювання з умовами, був запропонований комбінований алгебро-
геометричний метод [5]. Розглянемо цей метод на прикладі побудови функцій форми ( )ηξ,iN  
серендипового елемента четвертого порядку (ССЕ-16). Слід зауважити, що серендипові моделі є 
унікальним прикладом одночасної інтерполяції та апроксимації – вони інтерполюють функцію на границі 
елемента та апроксимують всередині його. 

Серендипів скінченний елемент четвертого порядку – це квадрат з 16-ма регулярно розташованими 
вузлами і система базисних функцій, яка відповідає цим вузлам 
(рис.1).  

При розв’язуванні оберненої задачі можемо з самого початку 
визначитись, у якому вигляді будуть задані функції форми ( )ηξ,iN .і 
регулювати кількість параметрів інтерполяційного полінома (від 16-
ти до 25-ти). В альтернативних поліномах кількість параметрів 
збільшується порівняно зі стандартним базисом за рахунок так 
званих “позавузлових” параметрів. Це забезпечується появою 
доданків більш високих степенів і дозволяє суттєво змінювати 
властивості інтерполяційного полінома. 

Використовуючи умову, що вздовж сторони квадрата функції 
повинні змінюватись за законом параболи четвертого порядку, 
запишемо ( )ηξ,1N , ( )ηξ,2N  та ( )ηξ,3N  у вигляді: 

 

( ) ( )( )( )( )1111, 22
11 +η+ξ+η+ξ+ξη+η+ξη−ξ−=ηξ GFEDCBAkN ; (2) 

( ) ( )( )( )111, 22
22 +η+ξ+ξη+ξη−ξ−=ηξ VNMLkN ; (3) 

( ) ( )( )( )111, 22
33 +η+ξη−ξ−=ηξ QWkN . (4) 

1 2 3 4 5

6

7
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910111213
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16
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Рис. 1 ССЕ-16 
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Для знаходження невідомих коефіцієнтів складемо систему алгебраїчних рівнянь, використовуючи 
гіпотезу Лагранжа  

( ) ikkkiN δ=ηξ , , (5) 
(де ikδ − символ Кронекера, i − номер функції, k − номер вузла) та інші властивості функцій форми. 

Інтегралам (1) надамо довільних значень ip  , які будуть виконувати роль змінних параметрів. 
Розв’язавши систему, отримаємо узагальнені формули для базису ССЕ-16, до складу яких входять 

два параметри: 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( );335407540401354040

12211
240
1,

11
2

1
2 ++ηη+ξξ−−η−ηξηξ++ξ−×

×+ηη−ξξ−ηη+ξξ+=ηξ

ppp

N

iiii

iiiii  

13,9,5,1=i ; 1, ±=ii ηξ . 

 
(6) 

( ) ( )( ) ( )( ( )( ));1257540540263540540264011
480
1, 3131

22 +ηη−ξξ−++−ηξηξ−+⋅−ξηη+ξ−=ηξ iiiiii ppppN  

12,10,4,2=i ; 1,
2
1 ±=η±=ξ ii . 

 
(7) 

 

( ) ( )( ) ( )( );7453454011
20
1, 33

22 ++ηη−−ξ−ηη+ξ−=ηξ ppN iii  

11,3=i ; 1±=η i . 8) 

 
Інші базисні функції можна отримати з (6) – (8) за допомогою циклічної перестановки змінних. 
Таким чином, за допомогою комбінованого алгебро-геометричного методу розв’язана обернена 

задача побудови базисних функцій ССЕ четвертого порядку. Всі базисні функції отримані з параметрами 
1p  та 3p , що дозволяє побудувати нескінченну множину моделей ССЕ-16 з різною кількістю мономів 

інтерполяційного полінома та з a priori визначеним повузловим розподілом рівномірної масової сили. 
Проведені чисельні розрахунки показали, що побудовані в роботі нові альтернативні моделі серендипових 
елементів четвертого порядку мають кращі обчислювальні характеристики в порівнянні з уже відомими 
моделями. Вони адекватно відтворюють температурне поле за умови виконання властивості повноти: 

( ) ξ=ξ⋅ηξ
=

n

i
iiN

1

, ; ( )
=

η=η⋅ηξ
n

i
iiN

1

, , (9) 

де ( )ηξ;iN  – базисна функція і-го вузла, iξ  та iη  – відповідні координати і-го вузла. 
Запропоновані нові альтернативні моделі серендипових апроксимацій мають важливе значення для 
розвитку обчислювальних методів: вони можуть бути використані в пакетах прикладних програм, 
орієнтованих на скінченно-елементні розрахунки. 
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