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ОБҐРУНТУВАННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ РОЗРАХУНКУ 

КОЕФІЦІЄНТА ЖОРСТКОСТІ МІЖАТОМНИХ ЗВ'ЯЗКІВ 
ТВЕРДИХ ТІЛ 

 
Сучасна промисловість потребує нових матеріалів з покращеними 

характеристиками міцності, довговічності та стійкості до динамічних 
навантажень. Це робить актуальними дослідження матеріалів на мікрорівні, 
коли континуальні моделі вже не дають достатньо інформації. В даній роботі 
пропонується теоретико-експериментальна модель для обчислення 
коефіцієнта жорсткості міжатомних зв'язків у твердих тілах. Модель поєднує 
відомі методи дослідження властивостей міцності матеріалів з вимірюванням 
зміни поперечного перерізу зразка. 

 Запропонована модель дозволяє обчислювати більш точні 
значення постійних величин, що входять до потенціалу міжатомної взаємодії, 
розраховувати зміщення атомів у структурних одиницях речовини під дією 
різних впливів, прогнозувати фізичні властивості матеріалів, коефіцієнти 
теплопровідності, теплового розширення тіл, енергії фазових переходів і т. д., 
отримувати потенціали та коефіцієнти жорсткості міжатомних зв'язків 
складних структурних одиниць, що складаються з різнорідних атомів. А також 
дана математична модель дозволяє досліджувати фізичні властивості 
матеріалів на мікрорівні, поєднує теоретичні та експериментальні методи, 
Коригує значення постійних величин в потенціалі міжатомної взаємодії на базі 
експериментальних даних, дозволяє прогнозувати різні фізичні властивості 
матеріалів.  

 Описану математичну модель можна використовувати для 
дослідження різних матеріалів, включаючи композитні та наноструктуровані, 
модель може бути доопрацьована для врахування впливу різних факторів, 

https://portal.issn.org/api/search?search%5b%5d=MUST=allissnbis=%222524-0102%22&search_id=9373662
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таких як температура, тиск, дефекти кристалічної структури, результати 
досліджень можуть бути використані для розробки нових матеріалів з 
покращеними характеристиками. 

Ключові слова: коефіцієнт жорсткості, міжатомні зв’язки, сили 
взаємодії, потенціал міжатомної взаємодії, мікроструктура, фізичні 
властивості, теоретико-експериментальна модель, складна структурна 
одиниця. 
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FOUNDATION OF THE MATHEMATICAL MODEL FOR 

CALCULATING THE RIGIDITY COEFFICIENT OF INTERATOMIC 
BONDS OF SOLIDS 

 
Modern industry needs new materials with improved characteristics of 

strength, durability and resistance to dynamic loading. This makes the study of 
materials at the micro level relevant, when continuous models no longer provide 
sufficient information. This paper proposes a theoretical and experimental model for 
determining the stiffness coefficient of interatomic bonds in solids. The model 
combines well-known methods of studying the strength properties of materials with 
the measurement of changes in the cross-section of the sample. 

The model we propose allows you to calculate more accurate values of 
constant values included in the potential of interatomic interaction, calculate the 
displacement of atoms in the structural units of matter under the influence of various 
influences, predict the physical properties of materials, coefficients of thermal 
conductivity, thermal expansion of bodies, energy of phase transitions, etc. to obtain 
potentials and stiffness coefficients of interatomic bonds of complex structural units 
consisting of heterogeneous atoms. Also, this mathematical model allows you to 
study the physical properties of materials at the micro level, combines theoretical 
and experimental methods, adjusts the value of constant values in the potential of 
interatomic interaction on the basis of experimental data, and allows you to predict 
various physical properties of materials. 

The described mathematical model can be used to study various materials, 
including composite and nanostructured, the model can be refined to take into 
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account the influence of various factors, such as temperature, pressure, defects in the 
crystal structure, the results of research can be used to develop new materials with 
improved characteristics. 

Keywords: stiffness coefficient, interatomic bonds, interaction forces, 
interatomic interaction potential, microstructure, physical properties, theoretical-
experimental model, complex structural unit. 

 
Постановка проблеми. Сучасна промисловість має потребу в нових 

конструкційних матеріалах, стійких до динамічних навантажень, а також 
таких що володіють підвищеними характеристиками міцності, довговічністю 
та іншими. У цих умовах завдання фундаментальної і прикладної науки 
полягає в розробці нових методів дослідження, що дозволяють поєднувати 
математичне моделювання фізичних властивостей матеріалів з експеримен-
тальними дослідженнями. Особливо актуальні дослідження матеріалів на 
мікрорівні. Експериментально досить важко досліджувати фізичні властивості 
мікроструктур, відповідно необхідно розробляти і впроваджувати теоретико-
експериментальні моделі дослідження властивостей матеріалів. Використання 
континуальних рівнянь суцільних середовищ неприйнятно при дослідженні 
фізичних властивостей матеріалів на мікрорівні, бо на фізичні властивості 
матеріалу, що моделюються, починають істотно впливати сили міжатомної 
взаємодії і структурні характеристики речовини. Сили міжатомної взаємодії, в 
свою чергу, можна якісно описати, використовуючи поняття потенціалу 
міжатомної взаємодії [1]. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. На базі потенціалу 
міжатомного взаємодії можливо обчислити силу міжатомного взаємодії і 
коефіцієнт жорсткості міжатомних зв'язків, тобто градієнт сили у кожній точці 
структурної одиниці [2]. Ці величини використовуються в математичних 
моделях деформації структурних одиниць речовини, і в моделях поширення 
теплових збуджень у структурних одиницях, фізичні властивості яких суттєво 
відрізняються від континуальних, дозволяють обчислювати розподіл 
потенціалу та коефіцієнта жорсткості міжатомних зв'язків у довільних точках 
обсягу структурних одиниць, що дозволяє обчислити частоти коливань 
структури у відповідних точках міжатомного простору, у яких відомий 

коефіцієнт жорсткості k(∆r), ( )









 ∆
=

атm
rkω  [3]. Це співвідношення можна 

використовувати для дослідження сил міжатомної взаємодії на 
випромінювальну здатність ε(ω) твердого тіла. 

Мета статті полягає в тому, щоб за допомогою теоретико-
експериментальної моделі, використовуючи відомий спосіб дослідження 
властивостей міцності матеріалів, що дозволяє отримати залежність ( )δσ f= , 
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доповнивши її вимірюванням залежності зміни поперечного перерізу зразка 
( )δfS = , отримати залежність коефіцієнта жорсткості міжатомних зв'язків для 

даної речовини k(δ). 
Виклад основного матеріалу.  Для розрахунку коефіцієнта жорсткості 

міжатомних зв'язків даної речовини, скористаємося взаємозв'язком сили 
міжатомної взаємодії та коефіцієнтом жорсткості цих зв'язків 

( ) ( )∫ −=−=
х

упр xxkdxxkF
0

, де Fупр – результуюча сила міжатомних взаємодій 

атомів, що знаходяться в перерізі, перпендикулярному діючій зовнішній силі 
F [3]. Також використаємо експериментальні дані з графіка (рис. 1). 

 

 
Рис. 1 Експериментальні залежності зміни σ(δ) та S(δ) 
 
Диференціальне рівняння взаємозв'язку експериментальних величин та 

коефіцієнта жорсткості міжатомних зв'язків у безрозмірному вигляді, у 

прирощеннях величин 
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k 
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
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где ii
r

i
i

0
1

00
σσ

σ
σσ ∆+== − ; 

0
1

0

0

0
0

ii
i

i SS
S
SS ∆−== − ;   ii

i
i kk

k
kk

0
1

0

0

0
∆+== − ;  

0

max

0
δ

δ
δδ ∆⋅== ii

i ,    i = 1, 2, 3,…n, 

σr – гранична напруга за Гуком; 
0

maxδ  – відносна деформація зразка, що відповідає σmax; 
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S0 – первісний переріз зразка до деформації; 
k0 – коефіцієнт жорсткості міжатомних зв'язків за температури Т=0 К 

(при рівновазі сил тяжіння та відштовхування на міжатомній відстані а0 = r0). 
Вважатимемо, що значення величин у лівій частині виразу (1), нам 

відомі з експерименту на кожному кроці розрахунку (рис. 2). 
 

 
Рис. 2 Схема взаємозв'язку експериментальних даних при деформації 

зразка у безрозмірному вигляді 
 
Крім того, вважатимемо, що згідно з принципом адитивності 

результуючий коефіцієнт жорсткості зразка 
i

k 
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 00
δ  дорівнюватиме сумі сил 

взаємодії кожного атома, що знаходиться в грані структурної одиниці, 
залежить від структури речовини, для кубічної та гранецентрованої 
структурної одиниці. Кількість атомів зразка, що знаходяться в перерізі, 
обчислюється наступним чином: 
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Наведені співвідношення дозволяють перейти від сумарного, 
отриманого експериментально, коефіцієнта жорсткості міжатомних зв'язків у 

структурній одиниці 
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Розв'язавши рівняння (1) відносно 
0

ik∆  для i-го кроку розбиття, отримаємо: 
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де i = 1, 2, 3, … n, при i = 1 10
0

1
0

==− kki . 
 
Вираз (3) дає можливість розрахувати значення коефіцієнта жорсткості 

міжатомних зв'язків у твердому тілі на базі експериментальних даних, 
внаслідок чого отримуємо сумарний ik

0
∆ . Для переходу до атомарного 

коефіцієнта жорсткості міжатомних зв'язків необхідно скористатися 
співвідношенням (2) з урахуванням виду структурної одиниці. 

З фізичної точки зору ik
0
∆  буде відрізнятися від iатk

0
∆  на постійну 

величину 1−
ат

N . У подальшому викладі під ik
0
∆  будемо розуміти iатk

0
∆ . 

Теоретичне значення атомарного коефіцієнта жорсткості міжатомних 
зв'язків знайдемо, використовуючи [4]. Скористаємося виразом для 
потенціалу міжатомної взаємодії Морзе в загальному вигляді, у безрозмірній 
формі, на його базі отримаємо теоретичні вирази для безрозмірного 

потенціалу 
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де 
0

0

а
аа =  - безрозмірний коефіцієнт, що характеризує властивості 

даного матеріалу; 
ε – енергія дисоціації даного матеріалу; 

0

0

a
r∆

=∆δ  - безрозмірне зміщення атомів із положення рівноваги а0; 

r0 = a0 – розмір структурної одиниці при Т = 0 К, рівноважна відстань між 
атомами. 

Рівнянн (4) з урахувуанням розмірностей будуть мати вигляд  
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Якщо вибрати систему відліку, з початком координат у точці 
абсолютного нуля, де сила відштовхування дорівнює силі тяжіння, графіки 
залежності |W(∆r)| та |F(∆r)| можна уявити так (рис. 3) 

 

 
Рис. 3 Графіки залежності коефіцієнта жорсткості міжатомного зв’язку, 

потенціалу взаємодії та сил міжатомної взаємодії від зміщення.  
 
На рис. 3 представлена взаємозв'язок модулів потенціалу міжатомної 

взаємодії |W(∆r)| та сил міжатомної взаємодії |F(∆r)|, за початок відліку 
прийнято точку рівноваги сил r0 = a0. При зміщенні атома з положення 
рівноваги у напрямку ∆r+, діють сили тяжіння, у напрямку ∆r-, діють сили 
відштовхування [5]. 

Виходячи з фізичної сутності коефіцієнта жорсткості міжатомних 
зв'язків у точці рівноваги сил, він повинен мати значення, відмінне від нуля 
(тобто k(0) ≠ 0, що не суперечить квантовій механіці). За нульове значення k(0) 

приймемо значення ( ) ε2
0

2
)(

a
rd
rdF

r

=
∆
∆

=∆ ±

. З цього співвідношення випливає, що 

коефіцієнтів жорсткості має бути два, k+(∆r+) та k-(∆r-), для розтягування та 
стиснення матеріалу. Отже, результуючий коефіцієнт жорсткості при 
зміщенні ∆r+ або ∆r-, запишеться так 

 
                (5) 

де . 
 
Використовуючи вирази (4) для сили міжатомної взаємодії та вираз (5), 

отримаємо вираз для коефіцієнта жорсткості міжатомних зв'язків у 
прирощенні ∆k(∆r) 
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де rаа ∆⋅=
0

. 
 
Об'єднавши експериментальну та теоретичну частини розрахунку, 

можливо на базі експериментальних даних коригувати значення постійних ε і 
а входять до теоретичних виразів (4) W(∆r), F(∆r). 

Висновки. Запропонована теоретико-експериментальна математична 
модель обчислення коефіцієнта жорсткості міжатомних зв'язків у твердих 
тілах дозволяє на базі експериментальних даних обчислювати більш точні 
значення постійних величин, що входять до потенціалу міжатомної взаємодії. 

, як наслідок, коефіцієнта жорсткості міжатомних 
зв'язків k+(∆r), з урахуванням якого можна розраховувати зміщення атомів у 
структурних одиницях речовини під дією різних впливів [6]. 

Коригований на базі експериментальних даних потенціал Морзе, 
Ленарда-Джонсона, силовий, інші псевдопотнциали і т. д. можуть бути 
використані при прогнозуванні фізичних властивостей матеріалів, 
коефіцієнтів теплопровідності, розширення тіл, енергії фазових переходів і т. 
д., при динамічних зовнішніх впливах матеріал. 

Використовуючи запропоновану математичну модель, можна знайти 
залежність. ( )rf ∆=ε , ( )rfa ∆=  та взаємозв'язок ( )af=ε , що дозволить 
отримати, на базі експериментальних даних, потенціали та коефіцієнти 
жорсткості міжатомних зв'язків складних структурних одиниць, що 
складаються з різнорідних атомів. 
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