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ПРЕДИСЛОВИЕ

Для будущего инженера важно уметь применять дифференциальное
исчисление к решению прикладных задач на наибольшее и наименьшее
значения функций.

Данное учебное пособие серии РЕШЕБНИК содержит около 90 за-
дач на указанную тематику из алгебры, геометрии, физики, механики
и других разделов математики и техники. Большинство задач взято из
учебных пособий [1 и 2].

Пособие состоит из трех частей: задачи для функции одной пере-
менной, задачи для функций многих независимых переменных и задачи
на условный экстремум.

Каждому разделу предшествуют краткие теоретические положе-
ния. Пособие предназначено в основном для студентов-иностранцев. Оно
будет полезно также для студентов всех специальностей втуза и выпуск-
ников средней школы. Такой ПРАКТИКУМ дает возможность студенту
или старшекласснику решать столько задач, сколько ему необходимо,
чтобы приобрести устойчивые навыки по указанной тематике.
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I. ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Рассматриваются задачи геометрического и физического содержания,
в которых следует найти наибольшее или наименьшее значение функции.

Алгоритм решения таких задач следующий:
1) Ввести необходимые обозначения.
2) Составить уравнение, соответствующее условию задачи, и из него

найти функцию, которая подлежит исследованию на наименьшее или
наибольшее значение.

3) Если эта функция окажется функцией двух независимых пере-
менных, то, используя известные теоремы, одну из этих переменных
исключить.

4) Найти область определения полученной функции одной перемен-
ной.

5) Определить критические точки функции, взяв для рассмотрения
только те из них, которые входят в область определения функции.

6) Во всех предлагаемых задачах остается единственная точка воз-
можного экстремума. Далее любым (наиболее целесообразным) спосо-
бом устанавливается, будет в этой точке минимум или максимум.

7) Найденная критическая точка и будет точкой наименьшего или
наибольшего значения функции, смотря по тому, будет в этой точке ми-
нимум или максимум.

8) Если требуется по условию задачи, то в этой точке находят соот-
ветственно наименьшее или наибольшее значение функции.

Рассмотрим следующие задачи.
Уровень А

1. Число 8 разбить на два таких слагаемых, чтобы сумма их кубов
была наименьшей.

Решение
Если x – одно слагаемое, то (8 – х) – другое. Тогда сумма их кубов

.80,)8( 33 <<−+= xxxS

;)8(0;)8(33 2222 −=⇒=−−= xx
dx
dSxx

dx
dS

 ;4;82;8 ==−= xxxx
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0;)8(66 2

2

2

2
>−+=

dx
Sdxx

dx
Sd  при х = 4, т. е. х = 4 – точка минимума;

.128и4 нмнм == Sx

2. Какое положительное число, будучи сложено с обратным ему
числом, дает наименьшую сумму?

Решение

.0,1 >+= x
x

xS

020;11 32

2

2 >=⇒=−=
xdx

Sd
dx
dS

xdx
dS  при х = 1, т. е. х = 1 – точка мини-

мума; .2и1 нмнм == Sx

3. Число 36 разложить на два таких множителя, чтобы сумма их
квадратов была наименьшей.

Решение

Если x – один сомножитель, а y – другой, то 36 = х ⋅ у; ;36
x

y =  тогда

.6;6;3603622;36 24
3

2

2

2
2 ===⇒=⋅⋅−=+= yxx

dx
dS

x
x

dx
dS

x
xS

03662 4

2

2

2
>⋅+=

xdx
Sd  при х = 6, т. е. х = 6 – точка минимума;

.72и6 нмнм == Sx

4. Требуется изготовить ящик с крышкой, объем которого был бы
равен 72 см3, причем стороны основания относились бы, как 1:2. Каковы
должны быть размеры всех сторон, чтобы полная поверхность была
наименьшей?
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Решение

Размеры ящика указаны на рисунке. ;272 2 yx=

;36
2x

y =  полная поверхность 464 22 xxyxS +=+=

.366
x
⋅+

.4
9
36;6;3;36680;3668 3

2 ====⋅=⇒=⋅−= ybxx
dx
dS

x
x

dx
dS

036128 32

2
>⋅+=

xdx
Sd  при х = 3, т. е. х = 3 – точка минимума;

.144и3 нмнм == Sx

5. Из углов квадратного листа картона размером 18×18 см2 нужно
вырезать одинаковые квадраты так, чтобы, согнув лист по пунктирным
линиям, получить коробку наибольшей вместимости. Каковы должны
быть размеры вырезанного квадрата?

Решение
Объем коробки .90,)9(4)218( 22 <<⋅−=⋅−= xxxxxV

))9()9(2(4 2xxxVx =−+−−=′

;)39)(9(4 xx −−=

.3,0390 ==−⇒=′x xxV

0
333

−+′
>=<

xV
xxxx

 Следова-

тельно, х = 3 – точка максимума;

.)см(4323)39(4 32
нб =⋅−=V

6. Решить предыдущую задачу для прямоугольного листа разме-
ром 8×5 см2.

Решение
Объем коробки

y

a = x
b = 2x

x
x
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.5,20;)25)(28( <<⋅−−= xxxxV

5)(28()28(2)25(2 −−+⋅−−⋅−−=′ xxxxxVx

;)10133(4405212)2 22 +−=+−=− xxxxx

,0101330 2 =+−⇒=′ xxVx

;1
6

713;
6

12016913
12,1 =−=−±= xx

6
20

6
713

2 =+=x  – не подходит. −+′
>=<

0
111

xV
xxxx

 х = 1 – точка

максимума.

.)см(181)25)(28( 3
нб =⋅−−=V

7. Объем правильной треугольной призмы равен V. Какова должна
быть сторона основания, чтобы полная поверхность призмы была наи-
меньшей?

Решение

.
3

12
2

3;3;
3

4
4

3 2

полнбок2

2

a
VaSahS

a
VhhaV +===⇒=

;4;40;
3

123 33полн
2

полн ==⇒=−= VaVa
da

dS
a

Va
da

dS

0
3

243 32

2
>+=

a
V

da
Sd  при 33 4;4 VaVa ==  – точ-

ка минимума. Полная поверхность призмы будет наи-

меньшей при стороне основания .43 Va =

8. Открытый чан имеет форму цилиндра. Каковы должны быть ра-
диус основания и высота цилиндра, чтобы при данном объеме V его
поверхность была наименьшей?

x

x
8 – 2x

5 
– 

2x

a

aa

h
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Решение

.22;2;2;; 2
22

2
2

r
Vr

dr
dS

r
VrSrhrS

r
VhhrV −π=+π=π+π=

π
=π=

042;0 32

2
3 >+π=

π
=⇒=

r
V

dr
SdVr

dr
dS  при 3 Vr

π
=

.и rh =
Следовательно, при этих значениях r и h поверх-

ность цилиндра будет наименьшей.

9. Найти соотношение между радиусом R и высотой Н цилиндра,
имеющего при данном объеме наименьшую полную поверхность.

Решение
Объем цилиндра V = πR2H; его полная поверхность

;;)(222 2
2

п R
VHHRRRHRS

π
=+π=π+π=

.22 2

R
VRS +π=

.
2

0;24 3п
2

п
π

=⇒=−π= VR
dR
dS

R
VR

dR
dS

3
333

20

222
π

=
+−

π
>

π
=

π
< VR

dR
dS

VRVRVRR
 – точка минимума.

.2
2

24

4

33
2

3

3
2

2
RV

V
V

V

VH =
π

⋅=
π

=

π
π

=  При указанных соотношениях меж-

ду R и H полная поверхность цилиндра будет наименьшей.

h

r

H

R
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Уровень Б

10. Требуется изготовить коническую воронку с образующей, рав-
ной 20 см. Какова должна быть высота воронки, чтобы ее объем был
наибольшим?

Решение

Объем конуса )400(
3
1;;

3
1 32222 =′⋅−π=−=π= VhhVhlrhrV h

.
3
3200);3400(

3
1 2 =⇒=′−π= hVh h

3
320

0
3
320

3
320

3
320 =

−+′

>=< h
V

hhhh

h

 –

точка максимума, т. е. при 
3
320=h  объем конической воронки будет

наибольшим.

11. Из круга вырезан сектор с центральным углом α. Из сектора
свернута коническая поверхность. При каком значении угла α объем
полученного конуса будет наибольшим?

Решение
Длина дуги ;α= lBmA (  как видно из рисунка, 2πr = lα; объем кону-

са ;
3
1 2hrV π=  тогда ;4

24
22

2

22
222 α−π

π
=

π
α−=−= lllrlh

4
243

1 22
2

22
=α−π

π
⋅

π
απ= llV

.4
24

22
2

22
α−π

π
α= l

.13,5
3
80;20,

448

)38(
222

222
≈π=α⇒=

α
π<α<

α−ππ

α−πα=
α d

dVl
d
dV

h

r

l

h

r

l

A B

m

α
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−+
α

>α=α<αα

0

13,513,513,5

d
dV  α = 5,13 (рад) = 293°56' – точка мак-

симума.
При 13,5=α  (рад) объем конуса будет наибольшим.

12. Периметр равнобедренного треугольника равен 2р. Каковы долж-
ны быть его стороны, чтобы объем тела, образованного вращением этого
треугольника вокруг основания, был наибольшим?

Решение

2p = 2a + 2h; h = p – a; объем тела вращения ;
3
12 2

т.вр hOBV ⋅⋅π⋅=

;2)( 222 ppaapaOB −=−−=

.))(2(
3
2 2

т.вр apppaV −−π=

3(
3
2))2()(2(

3
2 22 pppaapp

da
dV −π=−−−π=

;
4
30;)4 pa

da
dVpa =⇒=−  22 


 −== phCD

04
3
2;

2
1

4
3

2

2
<⋅π−==


− p

da
Vdpp  при papa

4
3

4
3 =⇒=  – точка макси-

мума, а значит, при pa
4
3=  объем тела будет наибольшим.

13. Периметр равнобедренного треугольника равен 2p. Каковы долж-
ны быть его стороны, чтобы объем тела, образованного вращением этого
треугольника вокруг высоты, опущенной на основание, был наибольшим?

h

a

A

B

C O D
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Решение

;)()(
3
1

3
1;;222 2222 apaaphrVaprrap −−−π=π=−=+=

.2)(
3
1 22 ppaapV −−π=

22

)(22)(2
3
1

2

2
2

ppa

appppaap
da
dV =













−

−+−−−π=

;
23

)53)((
2

2

ppa

papap

−

−−π=  .6,0
5
30 ppa

da
dV ==⇒=

−+′
>=<

0
6,06,06,0

aV
papapaa  a = 0,6p  –  точка  максимума;

.8,02;4,06,0 prABpppr ===−=  При указанных размерах сторон тре-

угольника объем тела вращения будет наибольшим.

14. Найти высоту цилиндра наибольшего объема, который можно
вписать в шар радиуса R.

Решение
Объем цилиндра

.
44

;
4

;
3

2
2

2
ц

2
222

ц 









−π=










−π=−=π= hhRhhRVhRrhrV

;
3

32
3

20;
4
3 22 ==⇒=





 −π= RRh

dh
dVhR

dh
dV

0
2
3

2

2
<π−= h

dh
Vd  при .3

3
2 Rh =

3
3
2 Rh =  – точка максимума. Это и будет вы-

сота цилиндра наибольшего объема.

h

r

R

h

r

a

A B

C



12        
15. Найти высоту конуса наибольшего объема, который можно впи-

сать в шар радиуса R.
Решение

.
3
1 2hrV π=

Из ∆ABC ⇒ r2 = h(2R – h); ).2(
3
1 2 hRhV −π=

Rh

dh
dV

RhRhRhh

3
4

0
3
4

3
4

3
4

=
−+

>=<
 –

точка  максимума. Это и  будет высота конуса
наибольшего объема.

16. Дождевая капля, начальная масса которой т0, падает под дей-
ствием силы тяжести, равномерно испаряясь, так что убыль массы про-
порциональна времени (коэффициент пропорциональности равен k). Че-
рез сколько секунд после начала падения кинетическая энергия капли
будет наибольшей и какова она? (Сопротивлением воздуха пренебречь.)

Решение
m0 – m = kt, где m – масса в момент времени t; m = m0 – kt; кинети-

ческая энергия ;
2
1 2mVWk =  скорость V = gt. Тогда .)(

2
1 22

0 tgktmWk −=

;
3
20;)32(

2
1))(2(

2
1 02

0
2

0
22

k
mt

dt
dWkttmgktmtktg

dt
dW kk =⇒=−=−+−=

0)62(
2
1

0
2

2

2
<−= ktmg

dt
Wd k  при 

k
mt

k
mt 00

3
2

3
2 =⇒=  – точка максимума.

.
27

2
2

23
0

нб k
gmWk =

17. Рычаг второго рода имеет точку опоры в А; в точке В (AB = 0)
подвешен груз Р. Вес единицы длины рычага равен k. Какова должна

h

r

A

B

C

R
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быть длина рычага, чтобы груз Р уравновешивался наименьшей силой?
(Момент уравновешивающей силы должен равняться сумме моментов
груза Р и рычага.)

Решение
Пусть точка С – центр тяжести рычага;

Q = kx – вес рычага. Сумма моментов сил
относительно точки A равна нулю:

;
2
1.

2
1

2
10 2

2

x
Pak

dx
dF

x
PakxFPakxxFM −=+=⇒+=⋅⇒=∑

02;20 32

2
>==⇒=

x
Pa

dx
Fd

k
Pax

dx
dF  при 

k
Pax 2=  – точка минимума,

т. е. при 
k
Pax 2=  груз P будет уравновешиваться наименьшей силой.

18. Расходы на топливо для топки парохода пропорциональны кубу
его скорости. Известно, что при скорости в 10 км/ч расходы на топливо
составляют 30 грн в час, остальные же расходы, не зависящие от скоро-
сти, составляют 480 грн в час. При какой скорости парохода общая сум-
ма расходов на 1 км пути будет наименьшей? Какова будет при этом
общая сумма расходов в час?

Решение
Расходы на топливо за один час ;03,0100030;3

1 =⇒⋅== kkkVS

тогда общие расходы .48003,0 3
2 += VS

За время t при равномерном движении пройден путь l = V⋅t. Расходы
на топливо за t часов: .)48003,0( 3 tVR ⋅+=  Расходы на 1 км пути:

.48006,0.48003,0)48003,0(1; 2
23

V
V

dV
dQ

V
VV

V
Q

l
RQ −=+=+==

096006,0);км/ч(208000
06,0

4800 32

2
33 >+====⇒=

VdV
QdV

dV
dQ  при

V = 20; V = 20 – точка минимума. Общая наименьшая сумма расходов
в час .грн720480800003,02 =+⋅=S

a

x

A B C

P–

F–

Q–
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19. Три пункта А, В и С расположены так, что ∠ABC = 60°. Из пунк-

та А выходит автомобиль по направлению к В со скоростью 80 км/ч, из
пункта B по направлению к С выходит поезд со скоростью 50 км/ч.

В какой момент времени (от начала движения)
расстояние между поездом и автомобилем
будет наименьшим, если АВ = 200 км?

Решение
Скорость автомобиля Va = 80 км/ч; ско-

рость поезда Vп = 50 км/ч; AB = 200 км.
К моменту времени t расстояние между

автомобилем  и  поездом MN: AM = 80t,
BM = 200 – 80t, BN = 50t. По теореме косину-
сов имеем:

=⋅−−+−== ttttMNS 50)80200(2500)80200( 22

.129004200040000 2tt +−=

.38,1
43
271

12900
210000;

1290042000400002

12900242000
2

≈==⇒=
+−

⋅+−= t
dt
dS

tt

t
dt
dS

.мин38ч1=t

20. На окружности дана точка А. Провести хорду ВС параллельно
касательной в точке А так, чтобы площадь ∆ABC была наибольшей.

Решение
AD = 2R, где R – радиус окружности;

;)2(;
2
1 2 hRhrhrhBCS ABC −=⋅=⋅=∆

.)2()2( 3 hRhhRhhS ABC −=−=∆

;
)2(2

46

)2(2

)2(3
3

32

3

32

hRh

hRh

hRh

hhRh
dh
dS

−

−=
−

−−=

).2(
4
3

2
30 RddRh

dh
dS ===⇒=

A

B C

M

60°

Vп

– N

Va

–

h

r

A

B C

D

S
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A B

C

x

R

D

0

Rh
S

RhRhRhh

h
2
3

0
2
3

2
3

2
3

=
−+′

>=<  – точка максимума. При та-

ком значении h площадь треугольника ABC будет наибольшей.

21. Найти стороны прямоугольника наибольшего периметра, впи-
санного в полуокружность радиуса R.

Решение

Периметр .24 22 xRxp −+=

.
5

2020;24 22
22

RxxxR
dx
dp

xR

x
dx
dp =⇒=−−⇒=

−

−−=

RRRCBRxAB ;
55

4;
5

42 22 =−===

Rx
P

RxRxRxx

x
5

2

0
5

2
5

2
5

2
=

−+′

>=<
 – точка максимума; сле-

довательно, стороны прямоугольника наибольшего периметра равны

.
5

и
5

4 RR

Уровень В

22. В данный сегмент круга вписать прямоугольник наибольшей
площади.

Решение
Сторона прямоугольника (см. рисунок) (cos −ϕ=−== RBOAOxAB

.sin);cos ϕ==α− RyCA
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h

A

B

C

x

R

R

y

α

O

ϕ

Площадь прямоугольника .)()cos(cossin22 2 ϕ=α−ϕϕ== SRxyS

);1coscoscos2(2)sin)cos(cos(cos2 2222 −α⋅ϕ−ϕ=ϕ−α−ϕϕ=′ϕ RRS

.
4

8coscoscos01coscoscos20
2

2 +α±α=ϕ⇒=−α⋅ϕ−ϕ⇒=′ϕS

Полагая ,
2

0 π<ϕ<  имеем .
4

8coscoscos
2 +α+α=ϕ

)sincossincos4(2 2 =ϕ⋅α+ϕ⋅ϕ−=′′ϕ RS

0)cos4(cossin2 2 <ϕ−αϕ= R  при α > ϕ и при

.cos8cos
4
1cos 2 


 α++α=ϕ  Следовательно,

функция S(ϕ) имеет максимум при указанных

условиях. Учитывая, что ,cos
R
h=α  имеем

.38
4
1

4

8
222

2

нб 


 −+=





















−
++

= hhR
R
hR

h
R
h

Rx

23. Около данного цилиндра описать конус наименьшего объема
(плоскости оснований цилиндра и конуса должны совпадать).

Решение

Объемы конуса и цилиндра соответственно равны: ,
3
1 2

к HRV π=

.2
ц hrV π=  Из того, что ∆COD ∼ ∆AOB ⇒ .

rR
hRH

r
R

hH
H

−
=⇒=

−
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h

A B

C rR D

O

H

Тогда .
)(3333 2

3
ц

2

2
ц

2

222

к rRr
RV

hr
HRV

hr
hHRrHRV

−
⋅

=
⋅

=π=π=

.
2
30;

)(
)32(

3)(
)(3

3
к

2

2

2
ц

2

32

2
цк rR

dR
dV

rR
rRR

r
V

rR
RrRR

r
V

dR
dV =⇒=

−
−⋅=

−
−−⋅=

+−

>=<

0
2
3

2
3

2
3

к
dR
dV

rRrRrRR
 Значит,

rR 5,1=  – точка минимума. Таким образом,

при условии, что радиус основания конуса
будет в полтора раза больше радиуса цилинд-
ра, описанный конус будет иметь наименьший
объем.

24. Найти высоту прямого круглого конуса наименьшего объема,
описанного около шара радиуса R.

Решение

Объем конуса ;~;
3
1

22
2

к
rH

RH
r
RDBCOABHrV

+

−=⇒∆∆π=

;)()( 222222
22

2

2

2
RHrrRHR

rH
RH

r
R −=+⇒

+
−=

);)(( 22222 RRHrHR −−=  ;
)( 22

22
2

RRH
HRr

−−
=

.
23

1;
2 2

32

к2

22
2

HRH
HRV

HRH
HRr

−
π=

−
=

;
)2(

4
3)2(

)22()2(3
3 22

342

22

3222

HRH
RHHR

HRH
RHHHRHHR

dH
dVк

−
−⋅π=

−
−−−π=

CrD

B

H

R

R
O

A
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.40 RH
dH
dVк =⇒=  RHV

RHRHRHH
4

min
0

444

н
=+−′

>=<
 – точка

минимума.

25. Найти угол при вершине осевого сечения конуса наименьшей
боковой поверхности, описанного около данного шара.

Решение
Боковая поверхность конуса S = πrl,

.
4

45ctg 




 α−= oRr

.

2
sin

4
45ctg

2
sin α






 α−

=
α

=

oR
rl

Тогда .

2
sin

4
45ctg22

α






 α−π

=

oR
S  Находим

;

2
sin

2
cos

4
45ctg

4
45sin

2
sin

2
45ctg

2 2

2
2

α


















α⋅





 α−−






 α−

α






 α−

π=
α

o

o

o

R
d
dS

=α⇒





 α−






 α−α

=





 α−

α

⇒=
α 2

sin

4
45sin

4
45cos

2
cos

4
45sin

2
sin

0
2 o

o

od
dS

R
O

l

α

R
r

45° –  ––α4
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




 α−⋅





 α−⋅α=

4
45cos

4
45sin

2
cos oo  или ;

2
90sin

2
1

2
cos

2
sin 





 α−⋅α=α o

,111
2

sin;01
2

sin2
2

sin;
2

cos
2
1

2
sin 22 +±−=α=−α+αα=α

;41,021
2

sin ≈+−=α
 .49)41,0arcsin(2 o≈=α

Нетрудно показать, что при o49≈α  боковая поверхность конуса
будет наименьшей.

26. Каков должен быть угол при вершине равнобедренного тре-
угольника заданной площади, чтобы радиус вписанного в этот треуголь-
ник круга был наибольшим?

Решение

Площадь треугольника .
sin
2sin

2
1 2

α
=⇒α= SaaS  Радиус круга

=




 α−⋅α

α
=





 α−⋅α=





 α−⋅=

4
45tg

2
sin

sin
2

2
45tg

2
sin

4
45tg ooo SaOCR

.
4

45tg
2

tg 




 α−⋅α= oS

Найдем










+




 α−⋅

α
⋅

α
=

α 2
45tg

2
1

2
cos

1

2
tg2

1
2

oS
d
dR

=














−⋅






 α−

⋅α+
4
1

4
45cos

1
2

tg
2 o

aa α

C
R

R

O 45° –  ––α4
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=





 α−⋅α⋅α

α⋅α−




 α−⋅





 α−

⋅=

4
45cos

2
cos

2
tg

2
cos

2
tg

2
45tg

2
45cos

4 22

22

o

oo

S

=





 α−⋅α⋅α

α⋅α−




 α−⋅





 α−

⋅=

4
45cos

2
cos

2
tg

2
cos

2
sin

4
45sin

4
45cos

4 22 o

oo

S

4
45cos

2
cos

2
tg

sin
2

90sin

8 22
=






 α−⋅α⋅α

α−




 α−

⋅=
o

o

S

.

4
45cos

2
cos

2
tg

2
cos

2
sin2

2
cos

8 22 




 α−⋅α⋅α

α⋅α−α

⋅=
o

S

,0
2

cos;0
2

sin21
2

cos
2

cos
2

sin2
2

cos0 ≠α=




 α−α=α⋅α−α⇒=

αd
dR   ибо

тогда α = 180°. Значит, 
2
1

2
sin =α

 и α = 60°.

o

ooo

60
max

0
606060

=α−+′
>α=α<αα

αR  – точка максимума, т. е. тре-

угольник должен быть равносторонним.
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27. Найти высоту конуса наименьшего объема, описанного около

полушара радиуса R (центр описанного конуса лежит в центре шара).
Решение

Объем конуса ;;,
3
1 222

к rhl
l
h

r
ROCAOBAhrV +==⇒∆∼∆π=

;;; 2

22

2

2

22

2

2

2

22 h
rh

R
r

rh
h

r
R

rh

h
l
R +=

+
=

+
=

.;0 22

22
2222222

Rh
hRrhRRrrh

−
==−−

Тогда .
3
1

22

32

к Rh
hRV

−
π=

.30;
)(

)3(
3)(

2)(3
3

к
222

2222

222

42222
к Rh

dh
dV

Rh
RhhR

Rh
hRhhR

dh
dV =⇒=

−
−π=

−
−−⋅π=

3
min

0
333

к
RhV

RhRhRhh
=+−′

>=<
 – точка минимума. Сле-

довательно, высота h конуса наименьшего объема, описанного около

полушара радиуса R, равна .3R

28. Какова должна быть высота конуса, вписанного в шар радиуса
R, чтобы его боковая поверхность была наибольшей?

Решение
Боковая поверхность конуса ;б rlS π=

;)2(2 hRhr −=  )2(222 hRhhrhl =−+=+=

.2Rh=  Тогда

2)2(2)2( 2
б RhRhRhhRhS =⋅−π=⋅−π=

.)2(2 2 hRhR −π=

O

l

A

rC

В h

h
O

l

r

R
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.
3
40;

)2(2

)34(2

)2(2

)2(22
22

2
б Rh

dh
dS

hRh

hhRR

hRh

hhRhR
dh

dS
=⇒=

−

−π=
−

−−π=

Rh
S

RhRhRhh

h
3
4

max
0

3
4

3
4

3
4

=
−+′

>=<
 – точка максимума; следова-

тельно, при таком значении h боковая поверхность конуса будет наи-
большей.

29. Доказать, что конический шатер данной вместимости требует
наименьшего количества материала, когда его высота в 2  раза боль-
ше радиуса основания.

Решение
Объем  и  боковая  поверхность  конуса  соответственно  равны:

.3;
3
1

2
22

б
2

к r
VhrhrrlShrV

π
=⇒+π=π=π=

Тогда .9 42
2

2

б r
r
VS π+=

2
9

3
2

30;
92

418

3
2

203б

42
2

2

32
2

2

б =

π
π

=⇒=
π

=⇒=

π+

π+−
=

V

VhrVr
dr

dS

r
r
V

r
r
V

dr
dS

,6

2
9
27 3

3 2

3

π
=

π
= V

V

V  откуда .2;2 rh
r
h ==

r

h
l
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+−′

>=<

min
0

000

rS

rrrrrrr

 Как видим, при данных размерах шатра для

его вместимости требуется наименьшее количество материала.

30. Через данную точку P(1; 4) провести прямую так, чтобы сумма
длин положительных отрезков, отсекаемых ею на координатных осях,
была наименьшей.

Решение
Сумма длин отсекаемых отрезков S = a + b, уравнение прямой:

1411 =+⇒=+
bab

y
a
x

 и .
4−

=
b

ba  Тогда .
4

11 






−
+=

b
bS

)4(0;
)4(4

11 2
2 −+−⇒=

−
−

−
+= bb

db
dS

b
b

bdb
dS

;24;4)4(;04 2 ±=−=−=−− bbb  b1 = 2; b2 = 6;
b = 2 – не подходит, так как при этом a < 0. Берем

b = 6, тогда a = 3. Уравнение прямой: .1
63

=+ yx

Можно показать, что при таких значениях a и b
сумма длин отрезков будет наименьшей.

31. Найти стороны прямоугольника наибольшей площади, вписан-

ного в эллипс .12

2

2

2
=+

b
y

a
x

Решение
Если x и y – длины половины сторон пря-

моугольника, то его площадь 22 yxS =⋅=

.4;4 2222 xax
a
bSxa

a
byxy −=⇒−==

.
2

0;)2(4
22

22 ax
dx
dS

xa

xa
a
b

dx
dS =⇒=

−

−⋅=

a
x

y

0

4
b

1

P(1; 4)

x
a

x y

y

0

b

–a

–b
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2
max

0
222 ax

S

axaxaxx

x

=
−+′

>=<
 – точка максимума, .22 ax =

Тогда .22 by =

32. Найти наименьший по площади эллипс, описанный около данно-
го прямоугольника (площадь эллипса с полуосями a и b равна πab).

Решение

Каноническое уравнение эллипса: ;12

2

2

2
=+

b
y

a
x  площадь ,эл abS π=

площадь прямоугольника ;1;;4 2

22

2
222

пр a
xa

b
yxa

a
byxyS −=−==

).(.
22

2

эл22
af

xa

yaS
xa

ayb =
−

π=
−

=

2

22

22

3
22

эл

xa
xa

axaa
y

da
dS =

−
−

−−
π=

;2;20;
)2(

)2( эл
322

22
ybxa

da
dS

xa

xaay ==⇒=
−

−π=  .2эл xyS π=

.2;2
2
4

элпр
эл

пр SS
xy
xy

S
S

π
=

π
=

π
=  При указанных соотношениях площадей

эллипс, описанный около данного прямоугольника, будет наименьшим
(доказательство предоставляем читателю).

a
y

y

0

b

–a

–b

x

x
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33. Через точку эллипса 1
188

22
=+ yx  следует провести касатель-

ную, чтобы площадь треугольника, составленного этой касательной
с осями координат, была наименьшей.

Решение
Уравнение касательной к эллипсу в точке M0(x0; y0) имеет вид

;98;18,81
188 0000

00
yx

S
y

OB
x

OAyyxx
AOB

⋅===⇒=
⋅

+
⋅

)8(
4
9

188
8,188

8
2
00

2
0

2
0

0

0

0

0
0

0 xyyx

y

y

x

x
xAOBACM =−=⇒=

−
=

−
⇒∆∼∆

.8
2
3 2

0x−=

).(
8

48

83

272
02

00
2
00

xf
xxxx

S OAB =
−

=
−

⋅=∆

;8
8

848848
2

2
002

0

2
02

0

1
2
00 00

−−



 −














−
−−=

′










 −=′ xx
x

xxxxS xx

.3;2;0280 00
2
00

yxxSx ===−⇒=′  Тогда точка – М0(2; 3).

3;2
min

0
222

00

0000

0

==+−′

>=<
yxS

xxxx

x
 – точка минимума. Сле-

довательно, площадь треугольника, составленного касательной к эллип-
су и осям координат, будет наименьшей, если M0(2; 3).

34. На эллипсе 2x2 + y2 = 18 даны две точки: A(1; 4) и B(3; 0). Найти
на данном эллипсе третью точку C(x0; y0), такую, чтобы площадь тре-
угольника ABC была наибольшей.

x
A

y

0
y0

x0

M0(x0; y0)
B

C
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Решение

Уравнение AB: .062
40
4

13
1 =−+⇒

−
−=

−
− yxyx

Расстояние от C(x0; y0) до AB

.
5

62

12

62 00
22

00 −+
=

+

−+
=

yxyx
h

Из уравнения эллипса имеем

.218 2
00 xy −±=

Тогда  при 00 >y

.
5

62182
,

5

62182 2
00

2
00 −−+

±=
−−+

=
xx

h
xx

h

.6,62180;
218

22
5

1
00

2
0

2
0

02
0

0

0
=±=⇒=−⇒=















−
−±= yxxx

dx
dh

x

x
dx
dh

Возьмем пару ( )
++′+

нетextr
0

5,264,2
:6;6

1

0

h

x

Аналогично пара ( )6;6−  не дает экстремума. При 00 <y

.
5

62182 2
00 −−−

=
xx

h  ;
218

218
5

2
2
0

0
2
0

0 x

xx
dx
dh

−

+−
−=

.6;62180 000
2
0

0
−=−=⇒−=−⇒= yxxx

dx
dh

( )6;6
max

0
5,264,2

1

0
−−

−+′+

−−−
C

h

x
 – точка максимума.

x

y

C(x0; y0)

A(1; 4)

B(3; 0)
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35. На оси параболы y2 = 2px дана точка на расстоянии a от верши-

ны. Указать абсциссу x ближайшей к ней точки кривой.
Решение
В  данном  случае  x ≥ 0.  Пусть  x = OA = a,  тогда  расстояние

.2)()( 222 pxaxyaxAMS +−=+−==

;
2)(2)(2

2)(2
22 pxax

pax

pxax

paxSx
+−

+−=
+−

+−=′

S'x = 0 ⇒ x – a = –p и x = a – p > 0, если a > p;
x = 0, если a = p.

+−′
><

+−′

−−

min
0

000

min
0

2

xx S
xxx

S

apapax

Абсцисса ближайшей точки x = a – p, если a > 0 и x = 0, если a ≤ p.

36. Полоса железа шириной a должна быть согнута в виде откры-
того цилиндрического желоба (сечение желоба имеет форму дуги кру-
гового сегмента). Найти значение центрального угла, опирающегося на
эту дугу, при котором вместимость желоба будет наибольшей.

Решение

Площадь сегмента ,
2
sin

2
sin

2
1

2

22
2

2 α−α=α−α
π

π= rrrrS

;20 π<α<  ).sin(
2

; 2

2
α−α

α
=

α
=⇒α== lSlrrlBmA (

2
sin2

2
cos

2
cossin 3

2
2

3

2


 −αα

α
=





 αα−α

α
=

α
ll

d
dS

.
2

cos 

αα−

π=α=α⇒=′α .;0
2

cos0S

0 a

y

x

M(x; y)

A(a; 0) x

r

A B
m

α
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π=α−+′
ε+ππε−πα

α max
0S  – точка максимума. ;0

2
cos

2
sin2 =αα−α

0;
2

tg2 =αα=α
 – не входит в область определения.

Значит, сечение желоба имеет форму полукруга и при этом вмести-
мость желоба будет наибольшей.

37. Бревно длиною 20 м имеет форму усеченного конуса, диаметры
основания которого равны соответственно 2 м и 1 м. Требуется изгото-
вить из бревна балку с квадратным поперечным сечением, ось которой
совпадала бы с осью бревна и объем которой был бы наибольшим. Ка-
ковы должны быть размеры балки?

Решение

Согласно обозначениям на рисунке имеем: ;2;2 22 aALALa ==

.20;
2
1;1;

2
2 ==== HrRaAO

.25,0;
rR
aRH

BK
BCHh

BK
BC

H
hBMKABC

−
−===⇒∆∼∆

Объем балки .25,025,0 32
22

rR
aRaH

rR
aRHahaV

−
−=

−
−==

23
40;2

2
32 2 ==⇒=′





 −

−
=′ RaVaaR

rR
HV aa

.
3
113

2
1

3
21

20;
3

22 =
−

⋅== hR

O a

r

A

B

a

h H

C

M

R

L

K
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( ) .0)42(
23

4;232 <−
−

=



′′−

−
=′′ RR

rR
HRVaR

rR
HV aa  Значит,

.)м(куб.
27

320
3

40
3

22
2

нб =⋅









=V

38. Ряд опытов привел к различным значениям x1, x2, …, xn для
исследуемой величины A. Часто принимают в качестве значения A
такое  значение x,  при  котором  сумма  квадратов  отклонений  его  от
x1, x2, …, xn имеет наименьшее значение. Найти x, удовлетворяющее
этому требованию.

Решение

Сумма квадратов отклонений ∑∑
==

−=δ′−=δ
n

i
ix

n

i
i xxxx

11

2 ),(2;)(

;...0 21 nx xxxnx +++=⇒=δ′  ,минимума точка...21 −+++=
n

xxxx n  так

как .02 >=δ ′′ nx  Следовательно, искомое значение равно среднему ариф-
метическому результатов измерений.

39. Миноносец стоит на якоре в 9 км от ближайшей точки берега;
с миноносца нужно послать гонца в лагерь, расположенный в 15 км, счи-
тая по берегу, от ближайшей к миноносцу точки берега (лагерь располо-
жен на берегу). Если гонец может делать пешком по 5 км/ч, а на веслах
по 4 км/ч, то в каком пункте берега он должен пристать, чтобы попасть
в лагерь в кратчайшее время?

Решение
MA – линия берега. Гонец высадился в точке K; тогда время его

передвижения .
54

)15(81
54

2 xxKAOKt +
−+

=+=
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A

M

K

x

9

15

O

;3030645750;
5
1

30306

15
4
1 2

2
+−=−⇒=+

+−

+−⋅= xxx
dx
dt

xx

x
dx
dt

.07292709 2 =−− xx
27;3;081302 ===+− xxxx  – не подходит.

+−′
>=<

min
0

333

xt
xxxx

Следовательно, 3=x  – точка минимума.
Чтобы попасть в лагерь в кратчайшее время,

гонец должен высадиться в 3 км от лагеря.

40. Прямо над центром круглой площадки радиуса R нужно пове-
сить фонарь. На какой высоте нужно это сделать, чтобы он наилучшим
образом освещал дорожку, которой обведена площадка? (Степень осве-
щенности прямо пропорциональна косинусу угла падения лучей и обрат-
но пропорциональна квадрату расстояния от источника света.)

Решение

По закону физики освещенность ;cos;cos
222

hR

h
l
h

l
kE

+
==ϕϕ=

.

)( 2
3

22 Rh

hkE

+

=

;

)(

2
)(

)(2
2
3)(

2
5

22

22

322

2
1

2222
3

22

Rh

hRk
Rh

RhhRh
k

dh
dE

+

−=
+

+⋅−+
=

.7,0
2

0 RRh
dh
dE ≈=⇒=

h

R

l

ϕ
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RRhE

RhRhRhh

h
7,0

2max
0

7,07,07,0
≈=−+′

>=<
 – точка максимума,

т. е. фонарь нужно повесить на высоте ,
2

Rh =  чтобы он наилучшим

образом освещал площадку.

41. На отрезке длиной l, соединяющем два источника света силы I1
и I2, найти наименее освещенную точку.

Решение

Освещенность .
)()( 2

2
2
1

2
2

2
1








−
+=

−
+=

xl
I

x
Ik

xl
Ik

x
IkE

( )
;;

)(
0;22 3

2
3

1
3

2
3
1

3
2

3
1

xl
I

x
I

xl
I

x
I

dx
dE

xl
I

x
Ik

dx
dE

−
=

−
=⇒=











−
+−=

( )
3

2
3

1

3
13

2
3

1
3

1 ;
II

Il
xIIxIl

+
=+=  – точка

минимума, так как 
( )

06 4
2

4
1

2

2
>











−
+=

lx
I

x
Ik

dx
Ed  при найденном значе-

нии x.

42. Картина высотой 1,4 м повешена на стену так, что ее нижний
край на 1,8 м выше глаза наблюдателя. На каком расстоянии от стены
должен стоять наблюдатель, чтобы его положение было наиболее бла-
гоприятным для осмотра (т. е. чтобы угол зрения был наибольшим)?

Решение

Угол зрения .8,1arctg2,3arctg21 xx
−=α−α=α

A BMx

l
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54,10
2,3

8,11

8,1

2,31

2,3

22

2

2

2
+

+
−=






+

−
−






+

−
=α

x
x

x

x

x
dx
d

;
24,3

8,1
2 +

+
x  24,3

8,10 2 =
+

⇒=α
xdx

d

368,102,3432,188,1
54,10

2,3 22
2 +=+⇒

+
= xx

x
 и 1,4x2 = 8,064;

м)(4,276,5 ==x  – точка максимума, так как 
)54,10(

4,6
222

2
−=α

x
x

dx
d

0
)24,3(

8,1
22 <

+
−

x
x  при x = 2,4.

43. Груз весом P, лежащий на горизонтальной плоскости, должен
быть сдвинут приложенной к нему силой F. Сила трения пропорциональна
силе, прижимающей тело к плоскости, и направлена против сдвигающей
силы. Коэффициент пропорциональности (коэффициент трения) равен k.
Под каким углом ϕ к горизонту надо приложить силу F, чтобы величина
ее оказалась наименьшей? Определить наименьшую величину сдвига-
ющей силы.

Решение
Условия равновесия плоской системы сил:

0sin
,0cos

0

,0
тр =⇒





=ϕ+−
=−ϕ

⇒






=

=

∑
∑ N

FPN
FF

F

F

ky

kx

,sin ϕ−= FP

.
sincos

0sincos
ϕ+ϕ

=⇒=α+−ϕ
k

kPFkFkPF

x

α
1,8

1,4

α1 α2

x
ϕ

y

P–

F–N–

Fтр

–
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.arctg,tg0;
)sin(cos

)tg(cos
2 kkF

k
kPkF =ϕϕ=⇒=′

ϕ+ϕ
ϕ−ϕ−=′ ϕϕ

+−′

ϕ<ϕ=ϕ>
>ϕ=ϕ<ϕϕ

ϕ min
0

tgtgtg
arctgarctgarctg

F

kkkk
kkk

 ϕ = arctg k – точка минимума.

;
1tg1

tgsin;
1

1

tg1

1cos
2222 k

k

k +
=

ϕ+

ϕ=ϕ
+

=
ϕ+

=ϕ  тогда

.
1

11

1 2

2

2

2

нм
k

kP

k

k

k

kPF
+

=

+
+

+

=

44. Скорость течения воды по круглой трубе прямо пропорциональ-
на так называемому гидравлическому радиусу R, вычисляемому по фор-

муле ,
p
SR =  где S – площадь сечения потока воды в трубе, а p – смо-

ченный (подводный) периметр сечения трубы. Степень заполнения тру-
бы водой характеризуется центральным углом, опирающимся на гори-
зонтальную поверхность текущей воды. При какой степени заполнения
трубы скорость течения воды будет наибольшей? (Корни получающего-
ся уравнения при решении задачи найти графически.)

Решение
По условию (см. рисунки) ,pBmA =(  площадь

.,sin
2
1

2
1 22

сегм α=α−α= rprrS  Тогда скорость течения воды ==
p
SkV

α
α−α⋅= sin

2
1 rk  и .tg0;cossin

2 2 α=α⇒=
αα

αα−α⋅=
α d

dVrk
d
dV

Решая графически последнее уравнение, получим .рад)(5,4=α
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max
0

55,44

−+′

α

αV  Значит, при α = 45 рад

скорость течения воды будет наибольшей.

A B

r α

m
S

O

α

y

0

y = α

y = tg α
4,5π––

2 π
2
––3

π

x

y

a

b

45. На странице книги печатный текст должен занимать S кв. см.
Верхнее и нижнее поля должны быть по a см, правое и левое – по b см.
Если принимать во внимание только экономию бумаги, то какими долж-
ны быть наиболее выгодные размеры страницы?

Решение
Пусть площадь листа

,yxP ⋅=                         (1)
площадь текста

).2)(2( aybxS −−=                (2)

Из (2) получаем a
bx

Sy 2
2

+
−

=  и подстав-

ляем в (1):

.
2

422
2

2

bx
abxaxSxa

bx
SxP

−
−+=





 +

−
=
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=
−

−+−−−+==′
2

2

)2(
)42()2)(44(

bx
abxaxSxbxabaxS

dx
dPPx

;
)2(

)4(42
)2(

)4(282
2

2

2

2

bx
abSbabxax

bx
abSbabxax

−
−−−=

−
−−−=

.0)4(40 2 =−−−⇒= abSbabxax
dx
dP

Тогда ;2
2

164164 2222

2,1 a
aSbab

a
baSabbaabx ±=−+±=

a
Sbbx −= 21  – не подходит по смыслу задачи; .22 a

Sbbx +=

Проверим найденное значение x2 по второму достаточному условию
экстремума:

)2(
))4(4)(2(2)2)(42(2 4

22

2

2

bx
abSbabxaxbxbxabax

dx
PdPx =

−
−−−−−−−==′′

.
)2(

4
3bx

Sb
−

=

При 
Sb
aa

b
a
Sbb

SbP
a
Sbbx x ⇒>=







−+

=′′+= 04

22

42 3

a
Sbbx += 2  – точка минимума. Тогда .22

b
Saaa

a
Sb
Sy +=+=

46. Коническая воронка, радиус основания которой R, а высота H,
наполнена водой. В воронку опущен тяжелый шар. Каким должен быть



36        
радиус шара, чтобы объем воды, вытесненной из воронки погруженной
частью шара, был наибольшим?

Решение

Радиус OM = r, ,22 RLLHRBM >⇒=+=

., rOBHhhHrOBHKB +−=⇒−=−=

.L
R
rOB

L
OB

R
rBKMOBM ⋅=⇒=⇒∆∼∆

Тогда .1 




 −+=+−=

R
LrHr

R
rLHh

Объем шарового сегмента, погруженного

в воду, =





−





 +










 −+π=





 −π= H

R
Lr

R
LrHhrhV 21

33
1

2
2

++−π=−+−+π= 32
3

2
3 )2()((

3
))2(())((

3
rLRLR

R
HRLRrLRrHR

R

).3))((3 33222 RHLrRHrLRLRHR −++−+

).))((2)2()(( 2222
3 LRHrLRLRHRrLRLR

Rdr
dV ++−++−π=

;0))((2)2()(0 2222 =++−++−⇒= LRHrLRLRHRrLRLR
dr
dV

.
)2()(

)2()()()(
2

22222222222

2,1 LRLR
LRHLRLRLRRHLRHR

r
+−

+−−−±−−
=

Так как r > 0, берем знак "+" перед радикалом, тогда

 .
)2)(()2)(()2)((

)( 2

LRRL
HRL

LRLR
HRL

LRLR
HRLRHRr

+−
=

+−
−=

+−
++−=

0))(2)2()(2( 222
32

2
<−++−π= LRHRrLRLR

Rdr
Vd

B

r M
h R

K

HL

O

A
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при 
)2)(( LRRL

HRLr
+−

=  и при таком значении r объем воды, вытеснен-

ной из воронки, будет наибольшим.

47. Вершина параболы лежит на окружности радиуса R, ось параболы
направлена по диаметру. Каков должен быть параметр параболы, чтобы
площадь сегмента, ограниченного параболой
и ее общей с окружностью хордой, была наи-
большей? (Площадь симметрического парабо-

лического сегмента равна 
3
2  произведения его

основания на "стрелку" (высоту).)
Решение
Уравнение окружности:

.)( 222 RyRx =+−
Уравнение параболы:

y2 = 2px.
Найдем точки пересечения кривых:

,0)(222
2

,)( 2222
2

222
=−−⇒=++−⇒







=
=+− pRxxRpxRxRx

pxy
RyRx





−==
−==

=−−
.)(2,0

),(2,0
,0))(2(

21

21

pRpyy
pRxx

pRxx

;)(
3
82

3
22 2

3)(2

0

2
3)(2

0

2
1

пкривол.тра pRpxpdxxpS
pRpR

−==⋅=

−−

∫

;)(2)(2)(2
2
1 2

3

pRppRppRS OAB −=−⋅−⋅=∆

).()(
3
2)(2)(

3
8 2

3
2
3

2
3

сегм pfpRppRppRpS =−=−−−=

xα

y

R

C

2R

y2 = 2px

A

BO
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);4(
2

)(
3
2)(

2
3)(

2
1

3
2 2

1

2
1

2
3

pR
p
pRpRppR

pdp
dS −−=












−−−=

RpRp
dp
dS ==⇒= ;

4
0  – не подходит (будет только одна точка касания

параболы и окружности – O(0; 0)).

4
max

0
444 Rp

S

RpRpRpp

p

=
−+′

>=<
 – точка максимума. Следователь-

но, параметр параболы 
4
Rp =  и тогда площадь указанного сегмента

будет наибольшей.
Примечание. Другой способ нахождения площади сегмента:

.
3
2

сегм OAhS ⋅=

,)(2)()(2 2 pRRpRppROA −=−+−=

.
)(

tg
pR

p
pR

pRp
−

=
−

−
=α

Продифференцируем уравнение y2 = 2px: 22 ypyy =′⇒=′⋅

.
22

)(;)(; pR
p

pRpxpRpy
y
p

CC
−=−=−==

Уравнение OA: y = x tg α; .
pR

py
−

=

"Стрела" h – расстояние от точки C до прямой OA,
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)(
2
12

)(

1

2

R
pRp

pR
R

pR
pR

ppRp

pR
p

x
pR

py
h

CC

=
−

=

−

−⋅
−

−−
=

−
+

⋅
−

−
=

.)(
2
1

R
ppR −=

.)(
3
2)(2)(

2
1

3
2 2

3

сегм pRppRRpR
R
pS −=−⋅−⋅=

48. Конус, радиус основания которого R, а высота H, пересечен плос-
костью, параллельной образующей. Каково должно быть расстояние
между линией пересечения этой плоскости с плоскостью основания ко-
нуса и центром основания
конуса, чтобы площадь се-
чения была наибольшей?

Решение
AB = l; MK = h; в сече-

нии получается параболи-
ческий сегмент. Его пло-

щадь .
3
2 KMCDS ⋅=

.
2

)(
2

:
R

xRlh
R
l

Rx
hMKQABQ +=⇒=
+

∆∼∆

.)(
3
2

2
)(2

3
2)( 2222 xRxR

R
l

R
xRlxRxS −+=+⋅−⋅=  Тогда

 ;2
3
2)(

3
2

22

22

22
22

xR

RxxR
R
l

xR

xxRxR
R
l

dx
dS

−

−−⋅=










−

+−−=

M R
M R

K

h

K

l

C
Q

D

x
Q A

B

O
A

B

O
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;
4

8,020
22

2,1
22 RRRxRRxxSx

+±−==−+⇒=′  берем .
2
Rx =

2
max

0
222 Rx

S

RxRxRxx

x

=
−+′

>=<
 – точка максимума.

49. Для какой точки P(x0; y0) параболы y2 = 2px отрезок нормали
в точке P, расположенный внутри кривой, имеет наименьшую длину?

Решение

.)(,22
0

0 y
pxy

y
pypyy =′=′⇒=′⋅  Уравнение нормали:

.
,2

),(
)(

2

0
0

0
0

0
0







=

−−=−
⇒−−=−

pxy

xx
p
yyy

xx
p
yyy

.0000 yxxypypy +−=−

,0222
2 000

22
000

0
2

0 =−−+⇒+−=− ypxyppyyyyx
p
yypypy

22

0

2
00

2
0

242

2,1 y
ypxyppp

y =
++±−

=

.)(

0

2
0

22

y
ypp +±−=

Здесь учли, что

,2,;2 0
0

2

2010
2
0 y

y
pyyypxy −−===

,
2 0

2
0

1 x
p

yx ==

y

0
x

P(x0; y0)

M0(x1; y1)
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;
2

2244
2
1 2

0
2
0

3
2
0

2
2
0

4

2 









++=










++=

p
yp

y
pyp

y
p

p
x

=









−−+










−++==

2

0
0

222
0

2
0

2
0

3
22

22
22 y

y
p

p
y

p
yp

y
pPMS

).(332222 0
2
0

2
2
0

4

4
0

6
2
0

2
2
0

4
2

2
0

4

2
0

6
yfyp

y
p

y
pyp

y
pp

y
p

y
p =+++=+++++=

,0230;

332

264

2 62
0

46
0

02
0

2
2
0

4

4
0

6

03
0

4

5
0

6

0
pypy

dy
dS

yp
y
p

y
p

y
y
p

y
p

dy
dS =−−⇒=

+++

+−−
=

20 py ±=  (нашли подбором).

min
0

22

min
0

22

00

00

+−′

−−−

+−′ yy S

pppy

S

pppy
 Точки ( )2; ppP ±  –

точки минимума. Значит, в этих точках указанный отрезок нормали имеет
наименьшую длину.

50. Показать, что касательная к эллипсу, отрезок которой между
осями координат имеет наименьшую длину, делится в точке касания на
две части, соответственно равные полуосям
эллипса.

Решение
Каноническое уравнение эллипса:

,12

2

2

2
=+

b
y

a
x                       (1)

.22 xa
a
by −±=                   (2)

y

h
x

L

M
M0

O
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Уравнение касательной в точке M0(x0; y0): y – y0 = f '(x0)(x – x0).

Найдем производную неявной функции (1): ;0 2

2

22 y
x

a
by

b
yy

a
x ⋅−=′⇒=

′⋅+

1)(;)( 2
0

2
0

0
0

0
2

2

0
0

0
2

2

0 =+⇒−⋅−=−⋅−=′
b
yy

a
xxxx

y
x

a
byy

y
x

a
bxf  или

1

0

2

0

2 =+

y
b
y

x
a
x  – уравнение касательной. ,2

0

4

2
0

4

y
b

x
aML +=  тогда с уче-

том (2) имеем );( 02
0

2

22

2
0

4
=

−
+= xf

xa
ab

x
aML

.0;)(
00

2
0

2

22

2
0

4

22
0

2
0

22

3
0

4

=
′

−
+

−
+−

=
′

xx ML

xa
ab

x
a

xa
xab

x
a

ML

.;
)( 22

4
2

02

2

022
0

2
0

22

3
0

4

aba

abb
aba

aa
a
by

aba

ax
xa
xab

x
a

+
=

+
−=

+
=⇒

−
=

;2

3

2

42

0
2

2
0

2
2
00 a

baa
ba

aba
a

ya
xbxMM =

+
+

+
=










+=

.2

3

2

22
2
0

2

0
2

2
0

2

0 b
baa

ab
aba

bay
xb
yaLM =

+
+

+
=+










=
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51. Доказать, что в эллипсе расстояние от центра до любой норма-

ли не превосходит разность полуосей.
Решение
Уравнение нормали в точке M0(x0; y0) (см. рисунок задачи 50):

)()(
)(

1
0

0
2

0
2

00
0

0 xx
xb
yayyxx

xf
yy −=−⇒−

′
−=−

или .0)( 22
000

2
0

2 =−+− abyxyxbxya
Расстояние от точки O(0; 0) до этой нормали

.
)(

2
0

4

2
0

42
0

42
0

4

22
00

ML

abab

y
b

x
a

abab

xbya

abyx
h

+−
=

+

+−
=

+

−
=

Из предыдущей задачи имеем, что ;
min

baML +=  значит, 1≤+
ML

ab

и тогда .abh −≤

52. В прямоугольной системе координат xOy даны точка (a; b)
и кривая f(x). Показать, что расстояние между постоянной точкой (a; b)
и переменной (x; f (x))
может достигнуть экс-
тремума только в направ-
лении нормали к кривой
y = f (x).

Решение
Исходим из опреде-

ления выпуклости и во-
гнутости кривой в окрест-
ности точки M0. (Кривая
лежит ниже (выше) лю-
бой своей касательной.)

y

x
0

M(x; y)

N(a; b)

M0(x0; f(x0))

y

x
0

M(x; y)

N(a; b)

M0(x0; f(x0))
f(x)

Кривая вогнутая
NM0 < NM

Кривая выпуклая
NM0 > NM
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53. К реке шириной a м построен под прямым углом канал шириной

b м. Какой наибольшей длины суда могут входить в этот канал?
Решение
Если l – длина судна, то, как видно из рисунка,

.
sincos ϕ

+
ϕ

= bal                     (1)

22

33

22 ;
cossin

cossin
sin

cos
cos

sin babal
ϕ⋅ϕ

ϕ−ϕ=
ϕ
ϕ−

ϕ
ϕ=′ϕ

33 arctg,tg0
a
b

a
bl =ϕ=ϕ⇒=′ϕ  .

2
0 





 π<ϕ<

Можно убедиться, что при таком значении ϕ   l''ϕ > 0, т. е. функция l
принимает минимальное значение и при этом наибольшая длина l судна

будет .
2
3

3
2

3
2

нб 











+= bal

Примечание. Предоставляем читателю самому проделать необхо-

димые преобразования, подставив в (1) значение 3arctg
a
b=ϕ  и вос-

пользовавшись формулами .
1

1arccos
1

arcsinarctg
22 cc

cc
+

=
+

=

54. В чашу, имеющую форму полушара радиуса R, опущен стер-
жень длиной l > 2R. Найти положение равновесия стержня.

Решение
Потенциальная  энергия  стержня

относительно точки O(0; 0) (дно чаши)
П = mgh, где h – высота центра масс
стержня относительно точки O. Если

l – длина стержня, то .sin
2

ylh +ϕ=

a

l

ϕ
b

y

x
0

ϕM(x; y)
ϕ

h

R

mg–
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Найдем y. Из рисунка видно, что .tg)(tg ϕ+−=⇒
+
−=ϕ xRRy

xR
yR  Из

уравнения окружности получаем ,22 xRRy −−=  т. е. tg)( xRR =ϕ+−

.22 xRR −−=  Из последнего равенства после несложных преобра-
зований  имеем  x = R cos 2ϕ,  тогда  y = R(1 – sin 2ϕ).  Итак,

.)2sin1(sin
2






 ϕ−+ϕ=Π Rlmg

Поскольку стержень стремится занять положение с минимальной
потенциальной энергией, необходимо найти то значение угла ϕ, при кото-
ром будем иметь Пmin.

Производная cos80);1cos2(2cos
2

22 RRl −ϕ⇒=Π′−ϕ−ϕ=Π′ ϕϕ

.
16

128cos04cos
22

R
RllRl +±=ϕ⇒=−ϕ−  Так как 0 < cos ϕ ≤ 1, то рав-

новесие возможно, если взять .
16

128cos
22

R
Rll ++=ϕ

55. Суточные расходы при плавании судна состоят из двух частей:
постоянной, равной a грн, и переменной*), возрастающей пропорциональ-
но кубу скорости. При какой скорости v плавание судна будет наиболее
экономичным?

Решение
Пусть судно прошло S км за t суток. Тогда суммарный расход

,3ktvatu +=
где k – коэффициент пропорциональности.

*) Постоянная часть расходов относится к амортизации и содержанию команды,
переменная – к стоимости топлива.

П
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Учитывая, что время ,
v
St =  имеем

.2kSv
v

Sau +=

Тогда

;
2

0;2 3
2 k

av
dv
dukv

v
aS

dv
du =⇒=





 +−=

022 32

2
>





 += k

v
aS

dt
ud  при данном v.

Следовательно, при 3
2k
av =  плавание судна будет наиболее эконо-

мичным. Например, если a = 2765 грн, k = 0,1, то км/ч24
1.02

27653 ≈≈
⋅

=v

уз13≈ **).

56. Из точки A, находящейся на железнодорожной магистрали AB
(см. рисунок), груз направляется в точку C, отстоящую от линии желез-

ной дороги на расстоянии CB = b. Стоимость
провоза одной тонны на единицу расстояния:
p – по железной дороге и q – при транспортной
перевозке. В какой точке D следует провести
шоссе CD, чтобы провоз груза из A в C (по ли-
нии ADC) был наиболее дешевым?

Решение
Пусть S – стоимость перевозки, AB = a,

DB = x;  тогда  согласно  условию  задачи  )( 22 bxqxapS ++−=

).0( ax ≤≤   Находим  .
2222 










−

+
=−

+
=′

q
p

bx

xqp
bx

qxSx   Так  как

**) Узел равен 1,85 км/ч.

x

a

b

A B

C

D
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1

22
<

+ bx

x  и если ,1≥
q
p  то ,0<′xS  т. е. производная в нуль не обра-

щается и стоимость расходов S убывает с возрастанием x от 0 до a.
Тогда очевидно, что она достигает своего наименьшего значения при
х = а. В этом случае точки D и A совпадают и шоссе надо прокладывать
от A к C, т. е. услугами железнодорожного транспорта не надо пользо-
ваться.

То же самое справедливо и при ,1<
q
p  если одновременно с этим

.
22

a
pq

pb ≥
−

 Действительно, пусть .1<
q
p  Если S'x = 0, то 

q
p

bx

x =
+ 22

и тогда .
22 pq

pbx
+

=  При сделанном предположении этот корень ле-

жит вне промежутка 0 ≤ x ≤ a или на его конце, так что внутри про-
межутка S'x < 0.

Лишь в том случае, если ,
22

a
pq

pbx <
+

=  это значение x опреде-

ляет положение точки D между A и B, при котором расходы на топливо
будут наименьшими. Последнее становится ясным, если взять вторую

производную 0

)( 2
3

22

2
>

+

=′′

bx

bSx  при данном x.

57. Каким должен быть угол на-
клона α (l = const), чтобы цилиндр ска-
тился по AB за кратчайшее время?

Решение
Поскольку ускорение свободного

падения g = const, ускорение a = gsin α
постоянно при выбранном α. Движе-
ние цилиндра плоскопараллельное.

h

l

A

B

α

R

α
–g

–a
–v



48        

Пусть AB = L, тогда ,
2

2atL =  скорость v = at и .
cos
22

α
==

v
l

v
Lt  Для

плоскопараллельного движения кинетическая энергия движущегося ци-
линдра Wk = mgh = mgl tg α. С другой стороны, суммируя кинетическую

энергию вращательного движения ,
2

2

1

ω= IWk  где I – момент инерции

цилиндра, 
R
v=ω  (R – радиус основания цилиндра) – угловая скорость,

и кинетическую энергию поступательного движения 
2

2

2

mvWk =  (m – мас-

са цилиндра), получим .
2 2

2





 += m

R
IvWk

В результате будем иметь уравнение

m
R
I

mglvmglvm
R
I

+

α=⇒α=




 +

2

2
2

tg2tg2

и время скатывания

.
2sin

2

costg2

2 22

α

+
=

α⋅α

+
=

mgl

m
R
Il

mgl

m
R
Il

t

Как видно из последнего выражения, минимальное время скатыва-

ния будет при sin 2α = 1, т. е. при .
4
π=α

58. Имея N одинаковых электрических элементов, можно различ-
ными способами составить батарею по n элементов, а затем получен-

ные группы числом 
n
N  соединить параллельно (считаем, что 

n
N  – це-

лое число). Ток, даваемый такой батареей, определяется формулой
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,2rnNR

NnEI
+

=  где E – электродвижущая сила одного элемента, r – его

внутреннее, R – внешнее сопротивление. Определить, при каком значе-
нии n батарея даст наибольший ток.

Решение

0;
)( 22

2
=

+
−=

dn
dI

rnNR
rnNRNE

dn
dI  при .

r
NRn =

;0, <<
dn
dI

r
NRn  при .0>>

dn
dI

r
NRn  Значит, найденное значение n

будет наибольшим.
С точки зрения физики это означает, что внутреннее сопротивление

N
rn2

 должно равняться внешнему сопротивлению R.

59. Найти стороны прямоугольного треугольника, имеющего при
заданной площади S наименьший периметр.

Решение

Периметр ;22 babap +++=  площадь прямо-

угольника .2
2
1

a
SbabS =⇒=  Тогда 2

a
Sap ++=

).(4
2

2
2 af

a
Sa =++

0;
4

421
242

22

2 =
+

−+−=
da
dP

Saa

Sa
a
S

da
dP  при .2Sa =  Тогда

.2,2 ScSb ==

При ,2Sa <  например .0, <=
da
dPSa  При ,2Sa >  например

.0,2 >=
da
dPSa  Следовательно, при указанных размерах сторон пери-

метр треугольника будет наименьшим.

a

b

2
2

b
а

с

+

=
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60. Около данного эллипса описать треугольник с основанием, па-

раллельным большой оси, площадь которого была бы наименьшей.
Решение

Уравнение эллипса:

.12

2

2

2
=+

b
y

a
x                    (1)

Нетрудно доказать, что уравнение каса-
тельной в точке M0(x0; y0) имеет вид

.12
0

2
0 =+

b
yy

a
xx                    (2)

Площадь треугольника .BDDCS ABC ⋅=∆

При x = 0 из (2) имеем ,
0

2

y
bOBy ==  тогда .)(

0

0

0

2

y
byb

y
bbBD +=+=

При y = 0 из (2) имеем .
0

2

x
aOKx ==

OB
BD

OK
DCBOKBDC =⇒∆∆ ~  и .)( 0

0

2

b
by

x
a

OB
BDOKDC +⋅=⋅=  Тогда

.
)(

0

2
0

0

2

y
by

x
aS +

⋅=  Точка M0(x0; y0) принадлежит эллипсу, поэтому

2
0

2
02

2
0

2

2
0 1 yb

b
ax

b
y

a
x −=⇒=+  (рассматриваем только правую полови-

ну эллипса). Тогда

).()(
04

0
2
0

2

2
0 yf

yyb

byabS =
−

+
=

После преобразований получим

;
)(

)2()(
2/34

0
2
0

2

2
0

2
000

2

0 yyb
bbyyybyab

dy
dS

−
−++=

.
2

020 020
2
0

0

bybbyy
dy
dS =⇒=−+⇒=

x

y

0

A

B

CD

K
M0(x0; y0)
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Тогда 
2

3
0

ax =  и .33 abS =  При ,0
2 0

0 <<
dy
dSby  при

.0
2 0

0 >>
dy
dSby  Следовательно, при данном 

20
by =  площадь треуголь-

ника, описанного вокруг эллипса, будет наименьшей.

61. На эллипсе 1
94

22
=+ yx  найти точки, наименее и наиболее уда-

ленные от прямой 3x + y – 9 = 0.
Решение
Обозначим через S расстояние от точки M(x; y) до прямой. Тогда

.
10

93 −+
=

yx
S  Так как  из  уравнения  эллип-

са  следует,  что 29
3
2 yx −=  (рассматрива-

ем вначале x > 0), то

).(
10

992 2
yf

yy
S =

−+−
=

2
2

920;1
9

2
10
1 yy

dy
dS

y

y
dy
dS −=⇒=












+

−
−=

и .
5

3±=y  Легко убедиться, что 
5

3=y  – точка минимума, 
5

3−=y  –

точка максимума. Тогда

.
10

9
5

15

;
10

9
5

15

и
5

4

5/3
5/4max

5/3
5/4min

−−
==

−
==±=

−=
−=

=
=

y
x

y
x

SSSSx

x

y

0
M(x; y)

S
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II. ФУНКЦИИ МНОГИХ НЕЗАВИСИМЫХ
ПЕРЕМЕННЫХ

В данном разделе будем рассматривать только функции двух пере-
менных z = f(x; y).

Для определения экстремума функции z = f (x, y) следует:
1) Определить стационарные точки, в которых функция достигает

экстремума, для чего надо решить систему уравнений










=
∂
∂

=
∂
∂

.0

,0

y
z
x
z

2) Определить вторые частные производные

.;; 2

22

2

2

y
z

yx
z

x
z

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

3) Вычислить значение вторых частных производных в каждой ста-
ционарной точке, а полученные числа обозначить соответственно через
A, B и C.

4) Составить выражение ∆ = AC – B2. При этом
a) если ∆ > 0, в стационарной точке будет минимум при A > 0

и максимум при A > 0;
б) если ∆ < 0, то экстремума в рассматриваемой стационар-

ной точке нет;
в) если ∆ = 0, то имеет место сомнительный случай и для

заключения об экстремуме надо привлечь к рассмотрению част-
ные производные выше второго порядка.
При нахождении наибольших и наименьших значений функций двух

независимых переменных в замкнутой области следует помнить, что
если данная функция ограниченная и дифференцируемая в этой области,
то она достигает в ней своего наибольшего и наименьшего значений или
во внутренних точках этой области, которые являются точками стацио-
нарности функции, или на ее границе.
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Алгоритм нахождения наибольшего и наименьшего значений функ-

ции двух переменных следующий:
1) Найти стационарные точки функции, для чего следует решить

систему уравнений










=
∂
∂

=
∂
∂

;0

,0

y
z
x
z

2) Вычислить в стационарных точках значения функции.
3) Найти наибольшее и наименьшее значения функции на каждой

линии, ограничивающей область.
4) Сравнить все полученные значения, выбрать среди них наиболь-

шее и наименьшее.

Рассмотрим следующие задачи.

Уровень А
62. Найти наибольшее и наименьшее значения функции z = x2 + y2 –

– 6x + 4y + 2 в прямоугольнике с вершинами A(1; –3); B(1; 2); C(4; 2);
D(4; –3).

Решение
1) Находим стационарные точки функции:

.42;62 +=
∂
∂−=

∂
∂ y

y
zx

x
z

Решаем систему уравнений

.2,3
042
,062

−==⇒




=+
=− yx

y
x

2) В стационарной точке (3; –2) ∈ D0   81849)2;3( +−−+=−z
.112 −=+

3) Переходим к исследованию функции на границах области, кото-
рая состоит из отрезков AB, BC, CD и AD.

а) на AB: x = 1 .342461),23( 22 −+=++−+=≤≤− yyyyzy  На
указанном отрезке функция непрерывна и достигает на нем своего наи-

x

y

0

A

B

D

41

D0

–3

C2
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большего и наименьшего значений. Это может произойти или в точках

стационарности функции, где ,0=
dy
dz  или на концах отрезка.

;728641)2;1(;2;042;42 −=+−−+=−−==++= zyyy
dy
dz

;928641)2;1()(;6212691)3;1()( =++−+==−=+−−+=−= zBzzAz

б) на BC: .1462864),41(2 22 +−=++−+=≤≤= xxxxzxy

;5281849)2;3(;3;062;62 =++−+===−−= zxxx
dx
dz

;62824416)2;4()( =++−+== zCz

в) на CD: x = 4 .64242416,)23( 22 −+=++−+=≤≤− yyyyzy

.102824416)2;4(;2;042;42 −=+−−+=−−==++= zyyy
dy
dz

;921224916)3;4()( −=+−−+=−= zDz

г) на DA: .1621269),41(3 22 −−=+−−+=≤≤−= xxxxzxy

.102121899)3;3(;3;062;62 −=+−−+=−==−−= zxxx
dx
dz

Среди всех найденных значений (подчеркнутые) имеем
.11)2;3(;9)2;1( нмнб −=−=== zzzz

63. Найти наибольшее значение функции z = x2y(4 – x – y) в тре-
угольнике, ограниченном прямыми x = 0, y = 0, x + y = 6.

Решение
1) Находим стационарные точки функции:

;238 22 xyyxxy
dx
dz −−=

.24 232 yxxx
dy
dz −−=
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Решаем систему уравнений

.1,2
;0,0

0)24(
,0)238(

2 ==
==

⇒




=−−
=−−

yx
yx

yxx
yxxy

Обе точки принадлежат области D.
2) .4)1;2(;0)0;0( == zz
3) Исследуем функцию на границах области,

которая состоит из отрезков OA, AB, BO:
а) на OA: x = 0, z = 0, ;0)6;0()( == zAz

б) на AB: ;122)64)(6(,6 232 xxxxxxzxy −=+−−−=−=

.2;6,4,00)4(6,246 2121
2 ====⇒=−−= yyxxxxxx

dx
dz

.64)2;4(;0)6;0( −== zz
в) на BO: y = 0, z = 0.
Сравнивая все подчеркнутые значения, находим, что .4)1;2(нб == zz

64. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

)32( 2222

yxez yx += −−  в круге x2 + y2 ≤ 4.
Решение
1. Находим стационарные точки функции:

);2)(232( 2222

xyxe
x
z yx −−+=

∂
∂ −−

).2)(332( 2222

yyxe
y
z yx −++=

∂
∂ −−

Поскольку ,0
22

≠−− yxe  решаем следующую систему уравнений:





=
±=





±=
=





=
=

⇒






=−+
=−+

.0
,1

1
,0

0
,0

0)332(
,0)232(

22

22

y
x

y
x

y
x

yxy
yxx

.2)0;1(;3)1;0(;0)0;0(
e

z
e

zz =±=±=

x

y

0

A

B
D

6

6

x + y = 6

x

y

0

D

2

2
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2. Исследуем функцию на границе области:

.44 222 xyyx −±=⇒=+  Тогда; ;2);12( 424 xe
x
zxez −− −=

∂
∂−=

.12)2;0(;2,00 4e
zyx

dx
dz =±±==⇒=

Сравнивая все подчеркнутые значения, находим, что

.3)1;0(;0)0;0( нбнм e
zzzz =±===

Уровень Б

65. Найти наибольшее и наименьшее значения функции sin xz +=

)sin(sin yxy +++  в прямоугольнике .
2

0;
2

0 π≤≤π≤≤ yx

Решение
1. Находим стационарные точки функции:

;
2

cos
2

2cos2)(coscos yyxyxxx
x
z ⋅+=++=

∂
∂

.
2

cos
2
2cos2)(coscos xyxyxxy

y
z ⋅+=++=

∂
∂





π+π=+
π+π=+

⇒










=+

=+

⇒










=⋅+

=⋅+

,22
,22

0
2
2cos

,0
2

2cos

0
2

cos
2
2cos

,0
2

cos
2

2cos

nyx
nyx

yx

yx

xyx

yyx

Dyx ∈




 πππ=π=

3
;

3
,

3
;

3
 и .

2
33

3
;

3
=





 ππz

x

y

0

A B

D

C
π––
2

O

π––
2



57        
2. Исследуем функцию на границе области:

а) на ОА: x = 0, z = 2sin y; ;
2

0cos,cos2 π=⇒== yyy
dy
dz

.2
2

;0)(;0)0;0()( =




 π=== zAzzOz

б) на АВ: ;sincos;cos1sin,
2

xx
dx
dzxxzy −=++=π=  sincos =− xx

;00tg0 =⇒=⇒= xx  .2
2

;
2

)(;2
2

;0)( =




 ππ==





 π= zBzzAz

в) на ВС: sincos;sincos;cossin1,
2

=−−=++=π= yyyy
dy
dzyyzx

0tg0 =⇒= y  .20;
2

)(;0 =




 π==⇒ zCzy

г) на СО: ;
2

0cos;cos2;sin2,0 π=⇒==== xxx
dx
dzxzy

.2)(0;
2

==




 π Czz

Сравнивая все подчеркнутые значения, находим, что

.0)0;0(;
2

33
3

;
3 нмнб ===





 ππ= zzzz

66. Разложить положительное число a на три положительных сла-
гаемых так, чтобы произведение их было наибольшим.
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Решение
1. a = x + y + z (x > 0, y > 0, z > 0). Рассмотрим функцию u = xyz =

= xy(a – x – y) = axy – x2y – xy2 = f (x, y).

;
302

,02

)2(

),2(
ayx

xya
yxa

xyax
y
z

yxay
x
z

==⇒




=−−
=−−

⇒










−−=
∂
∂

−−=
∂
∂

 тогда .
3
az =

Точка 






3
;

3
;

3
aaa

 – единственная точка экстремума.

2. Найдем ;
3
2;2

3/
2

2

2

2
a

x
zAy

x
z

ay

−=










∂
∂=−=

∂
∂

=

;
3

;22
3/

22 a
yx
zByxa

yx
z

ayx

−=









∂∂

∂=−−=
∂∂

∂

==

.
3
2;2

3/
2

2

2

2
a

y
zCx

y
z

ax

−=










∂
∂=−=

∂
∂

=






⇒<−=>=−=−=∆

3
;

3
;

3
0

3
2,0

3
1

99
4 2

2
22 aaaaAaaaBAC  – точка

максимума функции u. Так как она единственная, то в ней будет наи-

большее значение функции: .
27

3

нб
au =

Примечание. Полученный результат имеет простое геометриче-
ское истолкование: из всех прямоугольных параллелепипедов, у которых
сумма трех измерений есть величина постоянная, наибольший объем

имеет куб с ребром, равным .
3
a
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67. На плоскости Oxy найти точку, сумма квадратов расстояний

которой от трех прямых: x = 0, y = 0, x + 2y – 16 = 0 – была бы наимень-
шей.

Решение

Пусть PM2 + ML2 + MN2 = S, тогда .
5

)162( 2
22 −+++= yxyxS

).162(
5
42);162(

5
22 −++=

∂
∂−++=

∂
∂ yxy

y
Syxx

x
S

==⇒




=+
=+

⇒










=
∂
∂

=
∂
∂

.
5

16;
5
8

64184
,32412

0

,0
yx

yx
yx

y
S
x
S








5
16;

5
8  – единственная точка. Найдем

.
5

18;
5
4;

5
12

2

22

2

2
=

∂
∂=

∂∂
∂=

∂
∂

y
S

yx
S

x
S

 Значит, .
5

18;
5
4;

5
12 === CBA

;0,082 >>=−=∆ ABAC  следовательно, точка 






5
16;

5
8  является точ-

кой, для которой сумма квадратов расстояний от трех указанных пря-
мых наименьшая.

68. Через  точку  (a; b; c)  провести  плоскость  так,  чтобы  объем
тетраэдра, отсекаемого ею от координатного трехгранника, был наимень-
шим.

Решение

Уравнение  искомой  плоскости:  ,1=++
C
z

B
y

A
x

  где A,  B  и  C  суть

отрезки, отсекаемые плоскостью на координатных осях. Поскольку точка

x

y

0

M(x; y)

L

8

16

P

N
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(a; b; c)  принадлежит  плоскости,  справедливо

равенство .
1

1

B
b

A
a
cC

C
c

B
b

A
a

−−
=⇒=++

Объем тетраэдра 
16

1
6
1

B
b

A
a
cABABCV =

−−
==

).;( BAf=  Находим:

.
1

21

6
;

1

21

6 22






 −−

−−
=

∂
∂






 −−

−−
=

∂
∂

B
b

A
a

B
b

A
a

Ac
B
V

B
b

A
a

B
b

A
a

Bc
A
V

;3,3
021

,021

0

,0
bBaA

B
b

A
a

B
b

A
a

B
V
A
V

==⇒










=−−

=−−
⇒










=
∂
∂

=
∂
∂

 тогда .3

3
1

3
11

ccC =
−−

=

Таким образом, уравнение плоскости: .3=++
c
z

b
y

a
x  Покажем, что

в таком случае объем тетраэдра наименьший: ;
13

3
3

2

2

2






 −−

=
∂
∂

B
b

A
aA

cBa
A
V

.
13

;
16

622331

3
3

2

2

2

3

22

2







 −−

=
∂
∂







 −−











+++−−

=
∂∂

∂

B
b

A
aB

cAb
B
V

B
b

A
a

AB
ab

B
b

A
a

B
b

A
ac

BA
V

.;
2

;
3
32

2

1

3
3

2

1

3
32

2

1 b
ac

B
VCc

BA
VB

a
bc

A
VA

bB
aA

bB
aA

bB
aA

=










∂
∂==










∂∂

∂==










∂
∂=

=
=

=
=

=
=

y0

A

B

C

x

z

⋅(a; b; c)
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⇒>=−=− 0
4
3

4
2

2
22

111 cccBCA  при полученном уравнении плоскости

объем тетраэдра будет наименьшим.

69. Даны n точек: A1(x1; y1; z1), …, An(xn; yn; zn). На плоскости Oxy
найти точку, сумма квадратов расстояний которой от всех данных точек
была бы наименьшей.

Решение
Пусть S – сумма квадратов расстояний от M(x; y; 0) до всех дан-

ных точек Mi(xi; yi; zi) );,1( ni =  тогда

.))()((
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i
iii zyyxxS
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∑
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= ==⇒



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







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=−

⇒










=
∂
∂

=
∂
∂

Стационарная точка – единственная. Находим:

⇒=
∂
∂=

∂∂
∂=

∂
∂ n

y
S

yx
Sn

x
S 2;0;2 2

22

2

2
 A = C = 2n; B = 0.

∆ = AC – B2 = 4n2 > 0, A = 2n > 0. Следовательно, точка 




















∑∑

==
n

y

n

x
n

i
i

n
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11 ;

0

x

z

y

M(x; y; 0)

Mi(xi; yi; zi)
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есть точка минимума и сумма квадратов расстояний от нее до всех
данных точек будет наименьшей.

70. Даны три точки: A(0; 0; 12); B(0; 0; 4) и C(8; 0; 8). На плоскости
Oxy найти такую точку D, чтобы сфера, проходящая через A, B, C и D,
имела наименьший радиус.

Решение

∆ABC – равнобедренный: .5448 2222 =+=+== AKCKCBAC
Радиус окружности, которая получается в сечении сферы с плоско-

стью y = 0,

.5
88

2
14

85454
4

=
⋅⋅⋅

⋅⋅=⋅⋅====
∆S

ABBCACPCPBPAr

Тогда имеем P(3; 0; 8) и P'(3; y0; 8).

.255 2
0

22
0 +=+=′′=′=′=′ yyDPCPBPAP

P' – центр сферы, на которой расположены точки A, B, C, D.

Очевидно, что Rmin = P'D' = 8; с другой стороны, 258 2
0

2
0 =⇒+= yy

.39,39 0 ±== y

Имеем две точки ( )0;39;3D′  и ( ),0;39;3 −′′D  такие, что сфера,
проходящая через A, B, C и D, имеет наименьший радиус.

A B

C

r0
y0

x

P

z

r
y

K3
8

P r

A(0; 0; 12)

P'

D'' D'

P''
K(0; 0; 8)

C(8; 0; 8) B(0; 0; 4)
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71. В данный шар диаметра 2R вписать

прямоугольный параллелепипед наибольшего
объема.

Решение
Пусть x, y и z – длины ребер параллелепи-

педа, тогда 4 2222 zRzyx =⇒=++

.4 222 yxR −−=

Объем .4 222 yxRxyxyzV −−==

.
4

24;
4

24
222

222

222

222

yxR

yxRx
y
V

yxR

yxRy
x
V

−−

−−=
∂
∂

−−

−−=
∂
∂

.
3

2
024
,024

0

,0

222

222
Ryx

yxR
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y
V
x
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==⇒






=−−
=−−

⇒










=
∂
∂

=
∂
∂

 Тогда и .
3

2 Rz =

Очевидно, что при данных размерах объем будет наименьшим и такой
фигурой будет куб.

72. Доказать,  что  из  всех  треугольников,  периметр  которых  2p,
наибольшую площадь имеет равносторонний треугольник.

Решение
Пусть x, y и z – стороны треугольника. По формуле Герона его пло-

щадь .))()(( zpypxppS −−−=  Учитывая, что z = 2p – x – y, имеем

.))()(( pyxypxppS −+−−=

;
))()((2

)22)((
pyxypxpp

yxpypp
x
S

−+−−
−−−=

∂
∂

.
))()((2

)22)((
pyxypxpp

yxpxpp
y
S

−+−−
−−−=

∂
∂

y
x

R

z
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Находим стационарные точки: (p; p); ;
3
2;

3
2






 pp  (p; 0); (0; p). По

смыслу задачи исследованию подлежит только точка .
3
2;

3
2






 pp

).(2);322();(2 2

22

2

2
xpp

y
Spyxp

yx
Sypp

x
S −−=

∂
∂−+=

∂∂
∂−−=

∂
∂

;
3
1;

3
2 2

3
2

2
2

3
22

2
p

yx
SBp

x
SA

pyxpyx

−=









∂∂

∂=−=










∂
∂=

====

⇒<>=−=∆−=










∂
∂=

==

0,0
3
1.

3
2 422

3
22

2
ApBACp

y
SC

pyx

 в точке






 pp

3
2;

3
2  функция достигает максимума. Но так как это единствен-

ная стационарная точка, то при pyx
3
2==  и pyxpz

3
22 =−−=  (равно-

сторонний треугольник) площадь треугольника будет наибольшей.

73. На плоскости 3x – 2z = 0 найти точку, сумма квадратов рассто-
яний которой от точек A(1; 1; 1) и B(2; 3; 4) была бы наименьшей.


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
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
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
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⇒
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∂
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y
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x
S



65        
Решение

Пусть  такой  точкой  будет  M(x; y; z).  Тогда  )1()1( 22 +−+−= yxS

.)4()3()2()1( 2222 −+−+−+−+ zyxz  Учитывая, что ,
2
3 xz =  получим

.4
2
3)3()2(1

2
3)1()1(

2
22

2
22 





 −+−+−+





 −+−+−= xyxxyxS

;
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∂ x
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S
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y
y
Sx

x
S  y = 2;

тогда .
26
63=z

.4;0;13 2

22

2

2
C

y
SB

yx
SA

x
S ==

∂
∂==

∂∂
∂==

∂
∂

.013,0522 >=>=−=∆ ABAC
Поскольку имеем только одну точку минимума, в ней величина S(x; y)

будет наименьшей.

74. На плоскости x + y – 2z = 0 найти точку, сумма квадратов рас-
стояний которой от плоскостей x + 3z = 6 и y + 3z = 2 была бы наимень-
шей.

Решение
Пусть такой точкой будет M(x; y; z). Напомним, что расстояние d

от точки P(x0; y0; z0) до плоскости ax + by + cz + D = 0 определяется

формулой .
222

000

cba

Dczbyax
d

++

+++
=  Тогда

.
10

)23(
10

)63( 22 −++−+= zyzxS

Учитывая, что x = 2z – y, имеем
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.
10

)23(
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)65( 22 −++−−= zyyzS

);422(
5
1)23)1)(65((

5
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∂
∂ yzzyyz

y
S

).36234(
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∂ yzzyyz
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S
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S

Имеем единственную стационарную точку (3; –1; 1).

.
5

34;
5
2;

5
2

2

22

2

2
C

z
SB

zy
SA

y
S ==

∂
∂=−=

∂∂
∂==

∂
∂

⇒>>=− 0,0
25
642 ABAC  искомая сумма квадратов расстояний от

плоскости будет наименьшей.

75.  Даны  точки  A(4; 0; 4),  B(4; 4; 4),
C(4; 4; 0). На поверхности шара x2 + y2 + z2 = 4
найти такую точку S, чтобы объем пирамиды
SABC был: а) наибольшим; б) наименьшим.

Решение
Пусть точка S(x; y; z) принадлежит указан-

ной сфере. Тогда имеем векторы ( −= xAS
)0;4;0(),4;;4 =−− ABzy  и .)4;4;0( −=AC

Объем пирамиды

A B

C

S
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 тогда x = ±2 ⇒ S1(2; 0; 0) или S2(–2; 0; 0).

=⋅= ∆ DSSV ABC 2нб 3
1

16
3
48644

2
1

3
1 ==⋅⋅⋅⋅=  (куб. ед.).

=⋅= ∆ DSSV ABC 1нм 3
1

3
16244

2
1

3
1 =⋅⋅⋅⋅=  (куб. ед.).
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76. Найти прямоугольный параллелепипед данного объема V, име-

ющий наименьшую площадь поверхности.
Решение
Поверхность S = 2(xy + xz + yz).

Объем ,
xy
VzxyzV =⇒=  тогда ).;()(2 yxSyx
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VxyS =
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Vz ==  т. е. данная фигура является кубом.
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∂
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∂
∂

V
VA

y
V

y
S

yx
S

x
V

x
S  B = 2; C = 4.

∆ = AC – B2 = 16 – 4 = 12 > 0, A > 0. Так как стационарная точка един-
ственная, то из всех прямоугольных параллелепипедов с данным объ-
емом V у куба площадь поверхности будет наименьшей.

77. Найти прямоугольный параллелепипед данной площади поверх-
ности S, имеющий наименьший объем.

Решение

.
)(2

2)(2;
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xySzyzxzxySxyzV
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x ≠ 0, y ≠ 0; следовательно,
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т. е. 
6
Szyx ===  и фигура является кубом.

Аналогично предыдущему доказывается, что объем при этом бу-
дет наибольшим.

78. Найти объем наибольшего прямоугольного параллелепипеда,
который можно вписать в эллипсоид с полуосями a, b и c.

Решение
Объем V = 8xyz(x > 0; y > 0; z > 0). Вер-

шины параллелепипеда находятся на эллип-

соиде 2
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a
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a
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и объем параллелепипеда

.18 2

2

2

2

b
y

a
xxycV −−=  Находим:

y

x

0

z

2z

2x
2y



70        

.

1

21
8;

1

21
8

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

b
y

a
x

b
y

a
x

xc
x
V

b
y

a
x

b
y

a
x

yc
x
V

−−

−−
=

∂
∂

−−

−−
=

∂
∂

.
3

,
32

,2

0

,0

222222

222222 byax
bayabx
bayabx

y
V
x
V

==⇒






=+
=+

⇒










=
∂
∂

=
∂
∂

Тогда 
3

cz =  и .
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abcV =

79. Найти наибольший объем параллелепипеда при данной сумме
12a всех его ребер.

Решение
Используя обозначения задачи № 78, имеем 12a = 4x + 4y + 4z.

Объем V = xyz = xy(3a – x – y).
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тогда z = a, т. е. данная фигура есть куб.

.2;223;2 2
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y
Vyxa
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V −=

∂
∂−−=

∂∂
∂−=

∂
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A = –2a; B = –a; C = –2a. AC – B2 = 4a2 – a2 = 3a2 > 0, A < 0. Значит,
при данной сумме ребер в 12a наибольший объем параллелепипеда бу-
дет, если данная фигура – куб.
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Уровень В

80. Сечение канала имеет форму равнобочной трапеции данной пло-
щади. Как выбрать его размеры, чтобы омываемая поверхность канала
была наименьшей?

Решение
Пусть L – "мокрый" периметр канала, тогда L = DC + 2BC = b + 2l;

площадь  трапеции  ABCD  sin
2

cos22
2
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Определим значения производных второго порядка при найденных
значениях α и l:

C

A B

D
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αb



72        

;
sin

cos2sin;sin
sin
cos;

sin
2

3

22

2

2

22

2

232

2

α
α+α⋅=

α∂
∂α+

α
α=

α∂∂
∂

α
=

∂
∂

l
SL

l
S

l
L

l
S

l
L

;3;312
3
4

3/

24 3

3
3/

2

2

l
LB

Sl
S

l
LA =










α∂∂

∂===










∂
∂=

π=απ=α

;
3

5 4

3/
2

2 SSLC =










α∂
∂=

π=α

 AC – B2 = 57 > 0, A > 0.

Значит, при найденных значениях омываемая поверхность канала

будет наименьшей: .32 4
нм SL =

81. Из всех прямоугольных параллелепипедов, имеющих данную
диагональ, найти тот, объем которого наибольший.

Решение
Размеры указаны на рисунке. Объем прямоугольного параллелепи-

педа V = xyz, при этом d2 = x2 + y2 + z2.

Тогда .222 yxdxyV −−=  Находим:

.)2(;)2(
222

222

222

222

yxd

yxdx
y
V

yxd

yxdy
x
V

−−

−−=
∂
∂

−−

−−=
∂
∂

,
302

,02

0

,0

222

222 dyx
yxd
yxd

y
V
x
V

==⇒






=−−
=−−

⇒










=
∂
∂

=
∂
∂

.
33

2 22 dddz =−=
y

x

zd
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Данная фигура – куб. Покажем, что объем при этом наибольший.

;22;

)(

323
222

2222

2
3

222

222

2

2

yxd

yxd
yx

V

yxd

yxdxy
x
V

−−

−−=
∂∂

∂

−−

−−−=
∂
∂

.
3

;

)(

233

2
3

222

222

2

2 dyx

yxd

yxdxy
y
V ==

−−

−−−=
∂
∂

.312;
3

;312 dCdBdA −=−=−=

;0,0
3

432
2

22 <>−=− AddBAC  следовательно, из всех прямо-

угольных параллелепипедов, имеющих данную диагональ, наибольший
объем имеет куб.

82. Указать наружные размеры открытого (без крышки) ящика фор-
мы прямоугольного параллелепипеда с заданной толщиной стенок α
и объемом V, чтобы на него пошло наименьшее количество материала.

Решение
x, y и z – наружные размеры ящика (см. рисунок задачи 81). Объем

V = xyz. Количество материала, которое пошло на его изготовление,
S = xy + 2(x – 2α)(z – α) + 2y(z – α).

Если ,
xz
Vy =  то

;1)(2).;()(2))(2(2 2 




 −α−=

∂
∂=α−+α−α−+=

zx
Vz

x
Szxfz

xz
Vzx

z
VS

( )

( )









=α−+




 −α

=




 −α−

⇒










=
∂
∂

=
∂
∂

α−+




 −α=

∂
∂

.02212

,01

0

,0
).2(212

2

2

2
x

xz
V

zx
Vz

z
S
x
S

x
xz

V
z
S
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Если ,2x
Vz =  то ;23 Vx =  тогда ,22;

22
2 3

2

3
V

x
V

xz
VyxVz =====

т. е. x = y.

.122;12;)(4 32

2

22

2

32

2





 −α−=

∂
∂






 α−=

∂∂
∂α−=

∂
∂

xz
V

z
S

zx
V

zx
S

zx
Vz

x
S

.
2

218;
2

212;
2

212 333 




 α−=




 α−=




 α−=
V

C
V

B
V

A

.0
2

2112
2

214
2

2116
2

3

2

3

2

3
2 >




 α−=




 α−−




 α−=−
VVV

BAC

По смыслу задачи ,0
2

21 3 >α−
V

 тогда A > 0 и при указанных разме-

рах x, y и z на изготовление коробки пойдет наименьшее количество
материала. Окончательно получаем, что каждая из сторон основания

равна ,22 3 V+α  высота равна .2
2
1 3 V+α

83. В прямой эллиптический конус, полуоси основания которого
a и b, высота H, вписана призма с прямоугольным основанием так, что

стороны основания параллельны осям,
а пересечение диагоналей основания ле-
жит в центре эллипса. Каковы должны
быть стороны основания и высота этой
призмы, чтобы ее объем был наиболь-
шим? Каков этот наибольший объем?

Решение
Уравнение конуса:

.02

2

2

2

2

2
=−+

H
z

b
y

a
x           (1)

y

x

z

z

2x

2y
H
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Если стороны основания призмы 2x и 2y, а высота – h, то объем

V = 4xyh = 4xy(H – z). Из (1) следует, что ,2

2

2

2

b
y

H
zax −=  тогда

).,()(4 2

2

2

2
zyf

b
y

H
zzHayV =−−=

.
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;

2)(4

2

2

2

2

2
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2

2
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H
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H
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H
z

b
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b
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H
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
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y
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y
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H
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H
z

b
y

b
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H
z

z
V
y
V

==⇒










=+−

=−
⇒










=
∂
∂

=
∂
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тогда .
33

2121;
3
2;

3
2 HHy

b
HzHhaxby =





 −=










−=−===

.
27

8
33

2
3
24 abHHabV =⋅⋅⋅=  Размеры основания призмы будут соот-

ветственно .
3

22,
3

22 ba  Можно доказать, что при указанных разме-

рах объем призмы будет наименьшим.
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III. УСЛОВНЫЕ ЭКСТРЕМУМЫ

Во многих задачах на нахождение наибольших или наименьших зна-
чений функции вопрос сводится к разысканию максимума или миниму-
ма функции от нескольких переменных, которые связаны между собой
некоторыми добавочными условиями (уравнениями связи).

Тогда исследование функции f(x1, x2, …, xn) на условный экстремум

при наличии уравнений связи ϕj(x1, x2, …, xn) = 0 ),,1( nmmj <=  сво-
дится к исследованию на обычный экстремум функции

,),...,,(),...,,(),...,,(
1

212121 ∑
=

ϕλ+=
m

j
njnn xxxxxxfxxxF

называемой функцией Лагранжа, где λj – постоянные множители. Нахо-
дим от этой функции частные производные по x1, x2, …, xn и приравни-
ваем их нулю. Из полученной системы уравнений и уравнений связи
определяем точки x1, x2, …, xn, в которых возможен экстремум, а также
λ1, λ2, …, λm. Вопрос о том, будет ли в найденных точках максимум или
минимум или его не будет вовсе, в общем случае остается открытым.
Этот вопрос в каждом конкретном случае решается на основании тех
или иных соображений. Как это делается, покажем на примерах.

84. Исследовать на экстремум функцию z = xm + ym (m > 1) при
x + y = 2 (x ≥ 0, y > 0).

Решение
Исследуем на условный экстремум функцию z = xm + ym, если

x + y = 2. Функция Лагранжа F(x; y; z) = xm + ym + λ(2 – x – y).

Находим 
0
,0

,
1

1
11

−

−
−− =⇒







=λ−
=λ−

⇒λ−=′λ−=′
m

m
m

y
m

x x
my
mxmyFmxF

,
1− λ==

m

m
y  

11
222

−− λ⋅=⇒λ⋅=+
mm

mm
yx  и l = m;

тогда x = y = 1 – точки возможного экстремума.
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Находим второй дифференциал d2F = m(m – 1)(dx2 + dy2). Так как

d2F(x, y) > 0, то функция z(x, y) z(x, y) имеет минимум в точке x = 1,
y = 1 и .2min =z

85. Исследовать на экстремум функцию u = xyz при xy + xz + yz = 8.
Решение
Функция Лагранжа F(x, y, z, λ) = xyz + λ(xy + xz + yz – 8). Находим

частичные производные по x, y и z и приравниваем их нулю, за четвер-
тое уравнение берем уравнение связи:










=−++
=+λ+
=+λ+
=+λ+

.08
,0)(
,0)(
,0)(

yzxzxy
yxxy
zxxz
zyyz

Умножая последовательно каждое из трех первых уравнений соот-
ветственно на x, y и z, складывая их и учитывая четвертое уравнение

связи, получаем .
16

30)(23 xyzyzxzxyxyz −=λ⇒=++λ+  Тогда















=




 +−

=




 +−

=




 +−

.0)(
16
31

,0)(
16
31

,0)(
16
31

yxzxy

zxyxz

zyxyz

Так как по смыслу задачи x, y и z отличны от нуля, то из системы

получим ,1)(
16
3;1)(

16
3;1)(

16
3 zyxyxzzxyzyx ==⇒=+=+=+  а значит,

3x2 = 8 и 
3
8=x  (для определенности считаем x, y и z положитель-

ными).
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Если предположить, что u = xyz – объем прямоугольного параллеле-

пипеда, то, поскольку он не может быть неограниченно большим, при
найденных значениях x, y и z он будет наибольшим.

86. Доказать справедливость соотношения

....... 2
21

22
2

2
1 





 +++≥+++

n
xxx

n
xxx nn

Доказательство

Исследуем на условный экстремум функцию ,... 22
2

2
1

n
xxxu n+++

=

если   x1 + x2 + … + xn = A.   Составим   функцию   Лагранжа

)....(...
21

22
2

2
1

n
n xxxA

n
xxxF −−−−λ+

+++
=  Находим ;2 1

1
λ−=′

n
xFx

.2...;;2 12
12

λ−=′λ−=′
n
xF

n
xF xx  Составим систему уравнений:
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+++=λ⇒
















λ=

λ=

λ=

⇒











=′

=′
=′

или ;2 A
n

n =λ  тогда 
n
Axxx n ==== ...21  – стационарные точки функции u.

Второй дифференциал 0)...(2 22
2

2
1

2 >+++= ndxdxdx
n

Fd  в указанных

стационарных точках. Тогда  в  этих точках  функция u имеет  минимум,

т. е. ),,...,,( 212

2

min nxxxu
n
Au ≤=  если x1 + x2 +…+ xn = A или
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,...... 22
2

2
1

2
21

n
xxx

n
xxx nn +++≤





 +++  что и требовалось доказать.

Примечание. Последние рассуждения можно провести иначе: по

смыслу задачи значения 
n
Axxx n ==== ...21  дают минимум функции

,... 22
2

2
1

n
xxx n+++  равный .2

2

n
A  Таким образом, для x1 + x2 +…+ xn –

– A = 0 выполняется соотношение 
2

222
2

2
1 ...

n
A

n
xxx n ≥

+++  или

....... 2
21

22
2

2
1 





 +++≥+++

n
xxx

n
xxx nn

87. Палатка имеет форму цилиндра с насаженной на него кониче-
ской верхушкой. При каких соотношениях между линейными размерами
палатки для ее изготовления потребуется наименьшее количество ма-
териала при данном объеме?

Решение
Размеры палатки указаны на рисунке. Для изготовления палатки

потребуется материал на боковую цилиндрическую поверхность и на

конус, т. е. суммарная площадь 22 22 =+π+π=π+π= hRRRHRlRHS

.2 22 


 ++π= hRHR

Объем палатки

.
3
1

3
1 222 





 +π=π+π= hHRhRHRV

Поскольку нужно найти соотношения
между линейными размерами, обозначим

l h

H

2R
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R = αh; H = βh. Тогда ;12 22 




 +α+βπα= hS  .

3
132 





 +βπα= hV  Вто-

рое уравнение есть уравнение связи. Пользуясь методом множителей
Лагранжа, составляем функцию

.
3
112),,( 3222







−





 +βπαλ+


 +α+βπα=βα VhhhF
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13124 2
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∂ hh
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∂

Приравниваем к нулю каждую из частных производных:
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
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h

h

h

h

и система принимает вид

.
3
1

10
3
14

1
12

,0
3
16124

2

2

2

2
2

2

−=
+α

α=β⇒











=




 +β−

+α
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Тогда ,
2
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2
5 =β=α  т. е. .

2
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2
5 hHhR ==
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