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СТАТИКА
 

ГЛАВА ПЕРША - РОЗРАХУНКОВО-ГРАФІЧНІ ЗАВДАННЯ 
 
 
 

Завдання С-1. Рівновага тіла під дією довільної плоскої   
системи сил 

 
Знайти реакції опор заданої конструкції. Значення величин навантажень 

наведено в табл. 1.1.1, схеми конструкцій зображено на рис. 1.1.1–1.1.3. Си-
ли Р задаються в кН, моменти сил М – кН·м, максимальна інтенсивність 
розподіленего навантаження q – в кН/м. Розмір a = 1 м. Розподілене наван-
таження діє перпендикулярно по відношенню до відповідного елементу 
конструкції. 
 

Таблиця 1.1.1 

Варіант P, кН  M, кН·м q, кН/м Варіант P, кН M, кН·м q, кН/м

1 16 25 10 16 18 11 10 
2 35 46 12 17 25 23 15 
3 8 35 2 18 4 36 18 
4 15 30 14 19 6 55 24 
5 12 27 8 20 17 28 32 
6 14 45 5 21 9 30 16 
7 20 10 17 22 5 15 18 
8 38 60 20 23 39 65 28 
9 27 48 22 24 42 70 36 

10 31 52 30 25 40 72 42 
11 29 44 24 26 37 25 44 
12 34 15 26 27 46 68 15 
13 32 27 41 28 10 30 25 
14 40 39 6 29 2 18 40 
15 48 32 8 30 50 20 10 

 

Розрахунково-графічні завдання 4

 
Рис. 1.1.1 
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Рис. 1.1.2 

Розрахунково-графічні завдання 6

 
Рис. 1.1.3 
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Завдання С-2. Розрахунок реакцій опор та сил в стержнях 
плоскої ферми методом вирізання вузлів 
  

Знайти реакції опор та сили в стрижнях заданої конструкції методом 
вирізання вузлів. 

Значення модулів сил наведено в табл. 1.2.1, схеми конструкцій зобра-
жено на рис. 1.2.1–1.2.3. Сили Р задаються в кН. 

 
Таблиця 1.2.1 

Варіант P, кН  Варіант Р, кН 

1 16 16 36 
2 30 17 38 
3 8 18 40 
4 32 19 42 
5 14 20 44 
6 20 21 46 
7 22 22 48 
8 24 23 50 
9 26 24 52 

10 28 25 54 
11 10 26 56 
12 12 27 58 
13 14 28 60 
14 32 29 62 
15 34 30 64 

 
 
 
 
 
 

Розрахунково-графічні завдання 8

 
Рис. 1.2.1 
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Рис. 1.2.2 

Розрахунково-графічні завдання 10

 
Рис. 1.2.3 
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Завдання С-3. Рівновага зчленованої системи тіл  

 
Знайти реакції опор і тиск в проміжних шарнірах заданої конструкції, 

складеної з двох частин. Значення величин навантажень наведено в табл. 
1.3.1, схеми конструкцій зображено на рис. 1.3.1–1.3.3. Сили задаються в 
кН, моменти сил – кН·м, інтенсивність розподіленого навантаження q – в 
кН/м, а розміри – в метрах. 

 
Таблиця 1.3.1 

Варі-
ант P1 P2 M1 M2 q Варі-

ант P1 P2 M1 M2 q 

1 0,6 – 2,5 1,0 1,00 16 1,0 1,5 3,5 1,5 0,10 
2 0,5 0,8 2,6 – – 17 1,5 2,0 2,0 1,5 0,15 
3 0,8 1,0 3,5 2,0 0,20 18 0,8 1,5 3,0 – 0,10 
4 1,5 3,0 3,0 – 0,40 19 0,6 1,8 3,5 – 0,14 
5 1,2 2,7 2,7 – 0,10 20 0,7 1,6 3,2 – 0,12 
6 1,4 1,2 2,5 – 0,15 21 0,8 1,8 3,0 2,5 0,14 
7 1,6 1,0 2,0 0,8 0,20 22 0,5 0,6 3,5 – 0,15 
8 1,5 0,6 3,0 – 0,10 23 1,4 1,2 3,6 – 0,12 
9 2,0 – 2,5 0,5 0,20 24 1,2 1,4 2,8 1,6 0,18 

10 0,8 – 3,0 – 0,10 25 1,6 1,5 3,3 – 0,14 
11 1,5 1,0 2,5 – 0,10 26 1,5 1,6 1,8 – 0,18 
12 2,0 0,8 3,5 1,5 0,20 27 1,4 1,8 3,5 0,6 0,16 
13 1,0 0,6 1,5 2,0 0,15 28 1,2 1,4 3,0 – 0,13 
14 0,5 – 4,0 – 0,10 29 1,5 2,0 2,5 – 0,20 
15 0,6 2,0 2,5 – 0,20 30 1,5 2,0 2,5 0,5 0,20 

 

Розрахунково-графічні завдання 12

 
Рис. 1.3.1 
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Рис. 1.3.2 

Розрахунково-графічні завдання 14

 
Рис. 1.3.3 
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Завдання С-4. Приведення просторової системи довільно 
розташованих сил до простішого виду 

 
Привести систему сил до простішого виду. Задані системі сил зображе-

но на рис. 1.4.1–1.4.3. Модулі сил та відповідні відстані дано в табл. 1.4.1. 
Сили задано в H, моменти сил в кН·м, а розміри – в метрах. 

 
Таблиця 1.4.1 

Варіант P1 P2 P3 P4 M a b c 
1 15 25 35 20 100 5,0 5,0 5,0 
2 35 25 15 10 200 3,0 3,0 3,0 
3 12 16 14 – 50 1,5 5,0 2,5 
4 14 12 16 – 25 5,0 2,5 1,5 
5 4 6 8 10 100 0,6 0,3 0,2 
6 20 24 10 20 200 0,3 0,4 0,4 
7 4 2 8 30 50 2,0 1,0 1,0 
8 15 20 30 – 100 3,0 4,0 2,0 
9 18 11 13 15 50 9,0 8,0 7,0 

10 15 25 35 20 100 2,0 3,0 4,0 
11 8 10 8 10 150 2,0 2,0 2,0 
12 8 4 6 20 75 3,0 4,0 2,0 
13 12 16 14 – 50 1,5 5,0 2,5 
14 14 12 16 – 500 4,5 6,0 3,5 
15 10 16 20 30 200 3,0 4,0 4,0 
16 10 10 10 20 100 3,0 4,0 4,0 
17 20 30 10 40 200 3,5 4,5 6,0 
18 16 12 14 18 400 8,0 7,0 9,0 
19 18 11 13 20 200 9,0 8,0 7,0 
20 15 25 35 40 100 4,0 4,0 4,0 
21 35 15 25 – 200 4,0 2,0 3,0 
22 25 35 15 – 100 3,0 4,0 2,0 
23 10 20 30 – 50 3,0 4,0 3,0 
24 20 30 20 30 100 1,0 1,0 2,0 
25 8 12 20 26 200 1,0 4,0 3,0 
26 6 20 10 8 250 4,0 8,0 6,0 
27 20 30 10 – 150 4,5 6,0 3,0 
28 16 14 12 20 100 8,0 7,0 9,0 
29 18 11 13 15 50 9,0 8,0 7,0 
30 10 20 30 20 150 4,5 6,0 3,5 

Розрахунково-графічні завдання 16

 

 
Рис. 1.4.1 
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Рис. 1.4.2 

Розрахунково-графічні завдання 18

 
Рис. 1.4.3 
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Завдання С-5. Рівновага просторової системи довільно      
розташованих сил 

 
Знайти силу Р, що забезпечує рівновагу заданої просторової конструк-

ції, а також реакції опор. Схеми конструкцій зображено на рис. 1.5.1–1.5.3. 
Модулі сил та необхідні розміри наведено в табл. 1.5.1. Сили задаються в 
кН, моменти сил – в кН·м, а відстані – в метрах. Сила G розташована парал-
лельно вісі Az. Модуль сили T удвічи більше модулю сили t, а значення  
=5·10-3R. 

Таблиця 1.5.1 
Варіант Q T G a b c R r M 

1 2 – 20 0,20 0,30 0,10 0,15 0,05 4,0 
2 4 – 2 0,20 0,10 0,30 0,10 0,10 – 
3 6 – 4 0,15 0,15 0,20 0,20 0,15 – 
4 3 – 2 0,30 0,20 0,40 0,15 0,10 5,0 
5 5 – 3 0,30 0,40 0,20 0,20 0,15 2,0 
6 1 4 2 0,40 0,30 0,20 0,20 0,10 3,0 
7 – 3 1 0,30 0,10 0,05 0,18 0,06 2,0 
8 4 6 3 0,20 0,40 0,15 0,20 0,10 3,0 
9 5 – 3 0,20 0,15 0,10 0,30 0,40 – 

10 1 4 2 0,30 0,40 0,20 0,20 0,10 2,0 
11 – 2 1 0,20 0,30 0,15 0,15 0,10 4,0 
12 – – 10 – – – – – 5,0 
13 10 – 5 0,40 0,30 0,20 0,25 0,15 3,0 
14 – 2 1 0,30 0,90 0,20 0,30 0,10 2,0 
15 3 – 2 0,60 0,20 0,40 0,20 0,05 2,5 
16 4 – 2 0,50 0,30 – – – 2,0 
17 2 – 1 0,15 0,10 0,20 0,20 0,05 1,0 
18 6 – 2 0,60 0,40 0,60 – – 3,0 
19 – 8 2 0,20 0,30 0,40 0,20 0,15 – 
20 4 – – 0,60 0,40 0,20 – – – 
21 2 4 – 0,40 0,60 0,30 0,20 0,10 1,0 
22 – – 5 0,20 0,50 0,30 – – 2,0 
23 – – 4 0,40 0,30 0,50 – – 3,0 
24 5 – 2 – – – – – 1,0 
25 2 – 3 0,50 0,50 0,60 – – 2,0 
26 3 – 1 0,20 0,60 0,40 – – 3,0 
27 – – 1 0,50 0,30 – – – 1,0 
28 2 – 6 0,30 0,10 0,50 0,10 0,15 0,2 
29 – 4 3 0,15 0,20 0,15 0,15 0,10 0,5 
30 – – 4 0,40 0,30 0,10 – – 1,0 

 

Розрахунково-графічні завдання 20

 

Рис. 1.5.1 
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Рис. 1.5.2 

Розрахунково-графічні завдання 22

 
Рис. 1.5.3 
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Завдання С-6. Визначення положення центру тяжіння   
плоскої фігури 

 
Знайти координати центра ваги фігури, що зображено на рис. 1.6.1–

1.6.3. Розміри фігур завдано у міліметрах. 
 

Розрахунково-графічні завдання 24

 
Рис. 1.6.1 
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Рис. 1.6.2 

Розрахунково-графічні завдання 26

 
Рис. 1.6.3 
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СТАТИКА
 

ГЛАВА ДРУГА - РІШЕННЯ РГЗ АНАЛІТИЧНИМ МЕТОДОМ 
 
 
 

Завдання С-1. Рівновага тіла під дією довільної плоскої  
системи сил 
 

Жорстка конструкція розташована в площині хOу (рис. 2.1.1). В точці А 
розташовано рухому опору, а в точці В – нерухому. На конструкцію діє на-
вантаження: Р = 25 кН; q = 20 кН/м; М = 40 кНм; a = 1 м; α = 450; β = 600. 
Знайти реакції опор конструкції. 

a

A

q

M

P

B

b

aa

a

 
Рис. 2.1.1.  Жорстка конструкція під дією плоскої системи сил 

Приклад розв’язання задачі 
1. Для конструкції, зображеної на рис. 2.1.1, зв’язками є шарнірно-

нерухома опора, розташована в точці В та шарнірно-рухома опора в точці А. 
Виходячи з класифікації реакцій для різних типів зв’язків, розташовуємо в 
точці В дві складові реакції – ХВ та YВ, а в точці А – реакцію RА , перпенди-
кулярно до площини опори (рис. 2.1.2). Розподілене по закону трикутника 
навантаження q замінимо еквівалентною зосередженою силою Q.  

.кН 10120
2
1

2
1

 aqQ
 

      
a

A

Q

M

P

B

b

aa

p/2-a

RA

2a/3

YB

XB

y

x

 
Рис. 2.1.2. Складові реакції зв’язків та розрахункова схема жо-

рсткої конструкці 

28 Рішення РГЗ аналітичним методом   
 

2. Невідомими є три складові реакції зв’язків ХВ, YВ, та RА. Рівнянь рів-
новаги для даної системи сил також три. Тобто задача є статично визначе-
ною. 

3. Запишемо рівняння рівноваги системи (1.1): 

.030cos245cos333,2

;0
;030cos45cos

;0
;060cos45cos

;0

00

00

00


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













MaPaRaQ

M
YPRQ

Y
XPR

X

A

B

BA

i

BA

i

         (1.1) 

4. Розв'язуємо отриману систему рівнянь: 
 

кН 523,3
45cos12

40130cos251333,210
45cos2

30cos333,2
0

0

0

0











a

MaPaQRA

   
 

кН 009,1045cos523,360cos2545cos60cos 000  AB RPX
  

кН. 16,2930cos2545cos523,31030cos45cos 0000  PRQY AB

  
5. Зробимо аналітичну та графічну перевірки отриманих результатів. 
5.1. Для проведення аналітичної перевірки запишемо рівняння моментів 

для будь-якого вузла конструкції (наприклад, для точки А). Якщо невідомі 
реакції знайдені вірно, то сума моментів усіх сил відносно точки А повинна 
тотожно дорівнювати нулю:  

.0002,01216,2940130cos251
3
110

230cos
3
1

;0

0

0






aYMaPaQ

M

B

A

                   (1.2) 

Величина відносної похибки складає 0,2%, яка пов’язана з округленням 
результатів розрахунків до третього розряду числа. 
Результат рішення рівняння (1.2) не перевищує відносну похибку, отже не-
відомі реакції знайдено вірно. 

5.2. Графічна перевірка. Для цього в системі Autocad побудуємо голов-
ний вектор – геометричну суму – системи сил, шо діє на жорстку конструк-
цію. Задаємо, наприклад, масштаб сили: 1 кН = 10 мм. Тоді довжина вектора 
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сили ХВ  дорівнюватиме: мм09,100мм10
кН1

кН009,10
 . Тобто в системі Au-

tocad будуємо відрізок довжини 100,09 мм, який у силовому багатокутнику 
позначатиме вектор сили ХВ. Так, як при розрахунку ми отримали додатне 
значення сили, то і її вектор буде направлено в додатному напрямку осі x, 
тобто праворуч. Аналогічно будуємо вектори інших сил, а саме: YB

, Q, P, RA.  
Отриманий результат побудови у вигляді силового багатокутника наведено 
на рис. 2.1.3. 

 
Рис. 2.1.3. Силовий багатокутник плоскої системи сил для конструк-

ції, що розглядається 
 
Силовий багатокутник замкнений, отже головний вектор системи дорів-

нює нулю. Як наслідок і його проекції на осі координат також дорівняють 
нулю. 

Аналогічно побудові головного вектора системи сил в системі Autocad 
виконаємо побудову моментів усіх сил відносно лівої опори (точки А), тоб-
то, в точці прикладання кожної сили побудуємо величину її моменту, відно-
сно вказаної опори. Момент пари сил зобразимо як добуток модуля однієї 
сили пари на плече пари. Задаємо, наприклад, масштаб момента сили: 
1 кН·м = 2 мм. 

Розташування моменту пари сил може бути довільним в межах конс-
трукції. Умовно його побудовано там, де наведено у завданні (див. рис. 
2.1.1.) Модулі моментів сил и пари сил зі знаком «+» зобразимо направле-
ними таким чином, щоб жорстка конструкція «оберталась» у напрямку про-

30 Рішення РГЗ аналітичним методом   
 
ти руху годинникової стрілки, зі знаком «–» – у напрямку руху годиннико-
вої стрілки. Отриманий результат наведено на рис. 2.1.4. 

 
Рис. 2.1.4. Модулі моментів сил відносно точки А и пари сил, що 

діють на жорстку конструкцію 
 
Як витікає з побудови, алгебраїчна сума моментів усіх сил конструкції 

відносно точки А дорівнює нулю – можна зробити висновок, що задача 
розв’язана правильно. 

 
 

Завдання С-2. Розрахунок реакцій опор та сил в стержнях 
плоскої ферми методом вирізання вузлів 
 

На конструкцію діє навантаження: Р1 = 18 кН; Р2 = 15 кН; Р3 = 5 кН.  
Знайти реакції опор та зусилля в стержнях плоскої ферми (рис. 2.2.1) мето-
дом вирізання вузлів. 

10
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Рис. 2.2.1.  Плоска ферма 

Приклад розв’язання задачі 
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1. Визначення реакції опор. Покажемо зовнішні сили, прикладені до   
ферми: активні (задані) сили Р1, Р2, Р3 та реакції опор. Для плоскої ферми, 
зображеної на рис. 2.2.1, зв’язками є шарнірно-нерухома опора, розташова-
на в точці А та шарнірно-рухома опора в точці D. Виходячи з класифікації   
реакцій для різних типів зв’язків, розташовуємо в точці А дві складові     
реакції – ХА та YА, а в точці D – реакцію RD , перпендикулярно до площини 
опори (рис. 2.2.2).  

Запишемо рівняння рівноваги сил, прикладених до ферми (2.1): 

.0445cos345cos

45cos260cos230cos2;0

;045cos45cos30cos45cos;0

;045cos45cos60cos45cos;0

00
3

0
3

0
2

0
21

00
3

0
2

0
1

00
3

0
2

0
1













aRaP

aPaPaPaPM

RPPPYY

RPPPXX

D

A

DAi

DAi

 
(2.1) 

 

10
A

K

C

N

B

E

1

2
3

5

6

4

8

9

12

13 45°

45°

90°

45°
P1

a 2a a

7

D

P3

60°

P2

11
L

x

y

YA

XA

RD

Рис. 2.2.2. Розрахункова схема плоскої ферми 

Розв'язуємо отриману систему рівнянь (2.1): 
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Для перевірки результатів рішення побудуємо, в системі Autocad,       
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головний вектор – геометричну суму системи сил, що діє на плоску ферму   
(рис. 2.2.3). Особливості побудови детально наведено в завданні С–1. 

Рис. 2.2.3. Силовий багатокутник плоскої ферми 
Силовий багатокутник замкнений, отже головний вектор системи дорів-

нює нулю. Як наслідок, його проекції на осі координат також дорівняють 
нулю. 

Аналогічно побудові головного вектора системи сил, виконаємо побу-
дову моментів активних сил та реакцій опор відносно правої опори (точки 
D), тобто, в точці прикладання кожної сили побудуємо величину її моменту, 
відносно вказаної опори  (рис. 2.2.4). 

Якщо невідомі реакції знайдені вірно, то сума моментів усіх сил віднос-
но точки D повинна тотожно дорівнювати нулю: 
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(2.2) 

Оскільки розмір a не може дорівнювати нулю, значить лише коєфіціент 
у рівнянні (2.2) може бути рівним нулю.   

.0008,0  DM
 Величина відносної похибки складає 1%, яка пов’язана з округленням 

результатів розрахунків до третього розряду числа. 

Результат рішення рівняння (2.2) не перевищує відносну похибку, отже не-
відомі реакції знайдено вірно. 
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Рис. 2.2.4. Моменти активних сил та реакцій опор плоскої  
ферми відносно точки D 

Головний момент сил та реакцій опор плоскої ферми відносно точки D 
дорівнює нулю. 

Висновок: Так, як головний вектор та головний момент системи сил, 
прикладених до плоскої ферми дорівнюють нулю, то реакції її опор 
визначені правильно. 

2. Визначення зусиль в стержнях плоскої ферми методом вирізання    
вузлів. Стержні, що сходяться в вузлі ферми, являються для вузлового    
з'єднання зв’язками. Відкинемо уявно зв’язки, та замінимо їх дію на вузли 
реакціями. На рис. 2.2.5 зображено вузли ферми з прикладеними до них ак-
тивними та реактивними силами. 
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Рис. 2.2.5. Розрахункова схема плоскої ферми з прикладеними 
до вузлів активними та реактивними силами 
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Зусилля в стержні з номером i позначимо Si. Реакцію стержня з номером 
i, прикладену до вузла L, позначимо SiL. Для стержня, що з'єднує вузли L та 
N: 

., iiNiLiNiL SSSалеSS 
 Напрямок реакцій усіх стержнів показано від вузла всередину стержня в 

припущенні, що стержні розтягнуті. Якщо в результаті рішення отримаємо 
відємну реакцію, це буде означати, що відповідний стержень стиснутий. 

Для кожного вузла складемо два рівняння ріноваги: 

.0;0   ii YтаX (2.3) 

Рекомендується розглядати вузли в такій послідовності, щоб кожний раз 
в рівняння (2.3) входило не більше двох невідомих. 

Наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вузла А 
та стержнів 1, 2 (рис. 2.2.6). Невідомими є зусилля в стержнях S1A, S2A. Ві-
домими є реакції опори А − ХА та YА.  
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Для перевірки розрахунку побудуємо для вузла А силовий багатокунник 

(рис. 2.2.7). 

Рис. 2.2.7. Силовий багатокутник вузла А 
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Рис. 2.2.6. Розрахункова   
схема вузла A 
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Далі наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вуз-
ла B та стержнів 1, 3, 4 (рис. 2.2.8). Невідомими є зусилля стержнів S3В, S4В. 
Відомим є складова зусилля стержня S1В. 
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(стержень 3 – стиснутий). 

Для перевірки розрахунку побудуємо для вузла В силовий багатокунник 
(рис. 2.2.9).

 

 
Рис. 2.2.9. Силовий багатокутник вузла В 

Наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вузла К 
та стержнів 2, 3, 5, 6 та активної сили Р1 (рис. 2.2.10). Невідомими є зусилля 
стержнів S6К, S5К. Відомими є зусилля стержнів S2К, S3К  та активна сила Р1. 
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Рис. 2.2.8. Розрахункова   
схема вузла В 
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Рис. 2.2.10. Розрахункова   
схема вузла К 
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(стержні 5, 6 – стиснуті). 
Для перевірки розрахунку побудуємо для вузла К силовий багатокунник 

(рис. 2.2.11).
 

Рис. 2.2.11. Силовий багатокутник вузла К 

Наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вузла Е 
та стержнів 6, 7, 8 та активної сили Р2 (рис. 2.2.12). Невідомими є зусилля 
стержнів S7Е, S8Е. Відомими є зусилля стержня S6Е  та активна сила Р2. 
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(стержень 8 – стиснутий), 
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Рис. 2.2.12. Розрахункова   

схема вузла Е 
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Для перевірки розрахунку побудуємо для вузла Е силовий багатокунник 

(рис. 2.2.13).
 

 
Рис. 2.2.13. Силовий багатокутник вузла Е 

Наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вузла L 
та стержнів 4, 5, 7, 9, 10 (рис. 2.2.14). Невідомими є зусилля стержнів S9L, 
S10L. Відомими є зусилля стержнів S4L, S5L, S7L. 
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(стержень 9 – стиснутий). 

Для перевірки розрахунку побудуємо для вузла L силовий багатокунник 
(рис. 2.2.15).
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Рис. 2.2.14. Розрахункова   
схема вузла  L 
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Рис. 2.2.15. Силовий багатокутник вузла L 

Наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вузла N 
та стержнів 8, 9, 11, 13 та активної сили Р3 (рис. 2.2.16). Невідомими є зу-
силля стержнів S11N, S13N. Відомими є зусилля стержнів S8N, S9N  та активна 
сила Р3. 
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Для перевірки розрахунку побудуємо для вузла N силовий багатокунник 

(рис. 2.2.17).
 

Рис. 2.2.17. Силовий багатокутник вузла N 
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Рис. 2.2.16. Розрахункова   
схема вузла  N 
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Наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вузла С 
та стержнів 10, 11, 12 (рис. 2.2.18). Невідомими є зусилля стержнів S10С, S12С. 
Відомим є зусилля стержня S11С. 
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Рис. 2.2.18. Розрахункова схема вузла  С 
 

Зусилля в стержнях 10, 11, 12 дорівнює нулю. Силовий баготокутник 
будувати не потрібно – система врівноважена. 

Наведемо розрахункову схему для підсистеми, що складється з вузла D 
та стержнів 12, 13 (рис. 2.2.19). Невідомим є зусилля стержня S13D. 
Відомими є зусилля стержня S12D та реакція опори D − RD. 
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Рис. 2.2.19. Розрахункова схема вузла  D 

 

,045cos45cos;0

;045cos45cos;0
00

13

12
00

13








DDi

DDDi

RSY

SRSX

 

40 Рішення РГЗ аналітичним методом   
 
 
звідки визначаємо 
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В усіх вузлах силові багатокутники замкнуті, що підтверджує 
правильність розрахунку. 

Визначимо розтягнуті та стиснуті cтержні ферми. Якщо зусилля S в 
стержні додатне, то стержень вважається розтягнутим. Якщо відємне − 
стержень стиснутий. Якщо зусилля S в стержні дорівнює нулю, то він − не-
деформований. 

Тоді стержні 1, 4 та 7 − розтягнуті; стержні 2, 3, 5, 6, 8, 9 та 13 − 
стиснуті; стержні 10, 11 та 12 − недеформовані. 

Побудуємо діаграму, на якій наочно позначено величину та знак зусил-
ля S в кожному стержні (рис. 2.2.20). 

 

Рис. 2.2.20. Зусилля в стержнях плоскої ферми 
 

 
Завдання С-3. Рівновага зчленованої системи тіл  

 
Знайти реакції опор і тиск в проміжних шарнірах заданої конструкції, 

складеної з двох частин  (рис. 2.3.1). На конструкцію діє навантаження: Р = 
1,5 кН; q1 = q2 = 0,2 кН/м; М = 4 кНм; a = 1 м; α = β = 300. 
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Рис. 2.3.1. Плоска зчленована конструкція 

Для конструкції, зображеної на рис. 2.3.1, опорами є жорстке закріплен-
ня, розташоване в точці А та шарнірно-рухома опора в точці С. Виходячи з 
класифікації реакцій для типів зв’язків, розташовуємо в точці А три складові 
реакції – ХА, YА та МА, а в точці С – реакцію RС, перпендикулярно до площи-
ни опори (рис. 2.3.2). Рівномірно розподілене навантаження q1 замінимо 
еквівалентною зосередженою силою Q1, а нерівномірно розподілене наван-
таження q2 (розподілене по закону трикутника) замінимо еквівалентною 
зосередженою силою Q2. 
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Рис. 2.3.2. Розрахункова схема конструкції 

 
Розєднаємо конструкцію на частини (по внутрішньому шарніру В) і роз-

глянемо рівновагу кожної частини окремо. При цьому, сили взаємодії між 
частинами повинні бути рівними по величині та протилежні за напрямком. 
Для кожної частини конструкції складемо по три рівняння ріноваги: 

.0;0;0   Iii MYX  
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Розглянемо ліву частину конструкції DEAB (рис. 2.3.3). 
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Рис. 2.3.3. Розрахункова схема частини конструкції DEAB 

Складаємо рівняння рівноваги для лівої частини конструкції: 

;030cos;0 0  BAi XPXX (3.1) 
;060cos;0 0

2  BAi YPQYY (3.2) 

           .0860cos230cos622
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
aPaPaQMMaYaX

M

AAA
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(3.3) 

Розглянемо праву частину конструкції BС (рис. 2.3.4). 

C
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Q1

15, a

RC

y

xXB
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Рис. 2.3.4. Розрахункова схема частини конструкції ВС 

Складаємо рівняння рівноваги для правої частини конструкції: 

;060cos;0 0  CBi RXX (3.4) 
;030cos;0 1

0  BCi YQRY (3.5) 
.035,1;0 1  aYaQM BC (3.6) 

Розв'язуючи рівняння (3.1–3.6) знайдемо всі невідомі реакції. З рівняння 
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(3.6) визначаємо складову реакції внутрішнього шарніру YB: 

.3,0
3

5,16,0
3

5,11 kH
a

aQYB 






 

З рівняння (3.2) визначаємо складову невідомої реакції жорсткого закрі-
плення YА: 

.65,13,060cos5,16,060cos 00
2 kHYPQY BA   

Реакцію шарнірно-рухомої опори RC визначаємо з рівняння (3.5): 

.346,0
30cos

6,03,0
30cos 00

1 kHQYR B
C 





  

Розв'язуючи рівняння (3.4) визначимо другу складову реакції внутріш-
нього шарніру XB: 

.173,060cos346,060cos 00 kHRX CB   

З рівнянь (3.1) та (3.3) визначаємо складові невідомої реакції жорсткого 
закріплення XА та MА відповідно: 
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Для перевірки результатів рішення побудуємо силові багатокутники для 
обох частин конструкції DEAB (рис. 2.3.5) та ВС (рис. 2.3.6).   

Рис. 2.3.5. Силовий багатокутник частини конструкції DEAB 

Особливості побудови векторів сил, в системі Autocad, детально наве-
дено в завданні С–1. 
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Рис. 2.3.6. Силовий багатокутник частини конструкції ВС 

Силові багатокутники для обох частин конструкції замкнені, отже голо-
вні вектори підсистем дорівнюють нулю. Як наслідок, проекції головних 
векторів на осі координат також дорівняють нулю, що підтверджує прави-
льність розрахунків. 

Для додаткової перевірки правильності розрахунків, виконаємо побудо-
ву моментів активних сил та реакцій опор для обох частин конструкції. 

Для частини конструкції DEAB, виконаємо перевірку відносно лівої 
опори (точки А), тобто, в точці прикладання кожної сили побудуємо вели-
чину її моменту, відносно вказаної опори  (рис. 2.3.7). 

Якщо невідомі реакції знайдено вірно, то сума моментів усіх сил відно-
сно точки А повинна тотожно дорівнювати нулю: 
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Рис. 2.3.7. Моменти активних сил та реакцій опор частини DEAB       

відносно точки А 
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Для частини конструкції  ВС, виконаємо перевірку відносно лівої опори 
(точки В), тобто, в точці прикладання кожної сили побудуємо величину її 
моменту, відносно зазначеної опори  (рис. 2.3.8). 

Якщо невідомі реакції знайдено вірно, то сума моментів усіх сил відно-
сно точки В повинна тотожно дорівнювати нулю: 

      .001,0330cos346,05,16,0330cos5,1

;0
00

1 мкНaRaQ

M

C

B



  (3.7) 

Величина відносної похибки складає 0,11%, яка пов’язана з округлен-
ням результатів розрахунків до третього розряду числа. Результат рішення 
рівняння (3.7) не перевищує відносну похибку, отже невідомі реакції знай-
дено вірно. 

Рис. 2.3.8. Моменти активних сил та реакцій опор частини  ВС        
відносно точки В 

Моменти активних сил та реакцій опор для обох частин конструкції 
відносно зазначених точок дорівнюють нулю, що підтверджує правильність 
розрахунків. 

Для контрольної перевірки розрахунків побудуємо силовий багатокут-
ник для всієї конструкції, вважаючи її суцільною (рис. 2.3.9). 

Рис. 2.3.9. Силовий багатокутник суцільної конструкції 
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Силовий багатокутник замкнений, отже головний вектор системи сил, 
прикладеної до суцільної конструкції дорівнює нулю, що підтверджує пра-
вильність розрахунків. 

Також для суцільної конструкції, виконаємо побудову моментів актив-
них сил та реакцій опор відносно точки D (рис. 2.3.10). 

Якщо невідомі реакції знайдено правильно, то сума моментів усіх сил 
відносно точки D повинна тотожно дорівнювати нулю: 
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(3.8) 

Величина відносної похибки складає 0,04%, яка пов’язана з округлен-
ням результатів розрахунків до третього розряду числа. Результат рішення 
рівняння (3.8) не перевищує відносну похибку, отже невідомі реакції знай-
дено вірно. 

 
Рис. 2.3.10. Моменти активних сил та реакцій опор суцільної 

конструкції відносно точки D 

Алгебраїчна сума моментів усіх активних сил та реакцій опор для су-
цільної конструкції відносно точки D дорівнює нулю, що підтверджує пра-
вильність розрахунків. 
 



 СТАТИКА  47 
 
Завдання С-4. Приведення просторової системи довільно 
розташованих сил до простішого виду 

 
 

До вершин прямокутного паралелепіпеда (рис. 2.4.1) прикладене наван-
таження:  Р1 = 100 кН; Р2 = 50 кН; Р3 = 80 кН; Р4 = 10 кН; М = 50 кНм; a = 
0,3 м; b = 0,4 м; c = 0,5 м. Привести просторову систему довільно розташо-
ваних сил до простішого виду. 
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Рис. 2.4.1. Просторова система довільно розташованих сил з центром О 

 
Попередньо визначимо кути нахилу діагоналей граней паралелепіпеда – 

α, β та γ. Кут α − це кут нахилу діагоналі паралелепіпеда до його основи. 
Кут β − це кут нахилу діагоналі бічної грані до осі x. Кут γ − це кут нахилу 
діагоналі основи паралелепіпеда до осі x. 
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Проекція вектора моменту М на горизонтальну площину (основу 

паралелепіпеда) представлена на рис. 2.4.2.  
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Рис. 2.4.2. Проекція вектора моменту М на горизонтальну площину 

 
Визначаємо проекції головного вектора R* заданної системи сил на осі 

координат: 
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Модуль головного вектора R*: 

.307,85)028,68()757,43(108,27 222222* kHRRRR zyx   

Визначимо кути нахилу головного вектора системи R* до координатних 
вісей x, y, z (направляючі косинуси): 
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Виконаємо побудову головного вектора R* заданної системи сил. Для 
цього, вибираємо систему координатних вісей Oxyz.  Відкладаємо, в довіль-
но вибраному масштабі, відрізки  проекцій головного вектора R*  вздовж 
координатних вісей (з урахуванням знаку проекції), будуємо прямокутний 
паралелепіпед. Направлена діагональ, проведена з початку координат в про-
тилежну вершину паралелепіпеда, визначає головний вектора R* заданної 
системи сил (рис. 2.4.3).  
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Рис. 2.4.3. Головний вектор R* заданної системи сил 

Обчислимо головні моменти заданої системи сил відносно координат-
них вісей: 
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Модуль головного моменту системи сил відносно центру O: 

.248,38)128,8(38,16594,33 222222 мkHMMMMo zyx   

Визначимо кути нахилу головного моменту системи сил Mo до коорди-
натних вісей x, y, z (направляючі косинуси): 
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Виконаємо побудову головного моменту системи сил Mo відносно цен-
тру O аналогічно побудові головного вектора R* заданної системи сил (рис. 
2.4.4). 
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Рис. 2.4.4. Головний момент системи сил Mo відносно центру O 

Обчислимо найменший головний момент М* заданої системи сил: 
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Так як R* ≠ 0, та M* ≠ 0, то задана система сил приводиться до простішо-
го виду – динами (силового гвинта) (рис. 2.4.5).  

 
Рис. 2.4.5. Приведення просторової системи довільно розташованих 

сил до простішого виду – динами (силового гвинта) 
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Для виконання перевірки правильності розрахунків необхідно визначи-
ти розташування центральної вісі системи. Рівняння центральної вісі систе-
ми має наступний вигляд: 
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З цих трьох рівнянь незалежними є тільки два рівняння. Підставляючи в 
будь-які два з цих рівнянь знайдені величини, отримаємо спрощені           
рівняння центральної вісі системи: 
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Знайдемо точки перетину центральної вісі з координатними площинами. 
– Перетин з площиною yOz (x1=0) – точка А1: 
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– Перетин з площиною zOx (y2=0) – точка А2: 
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– Перетин з площиною xOy (z3=0) – точка А3: 
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Отже, центральна вісь буде перетинатися з координатними площинами 
в наступних точках – А1(0; 0,0419; 0,769),  А2(0,026; 0; 0,704) та А3(0,307;       
–0,453; 0). Побудову центральної вісі системи представлено на рис. 2.4.6. 
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Рис. 2.4.6. Побудова центральної вісі системи 

Так я головний вектор паралельний центральній вісі системи, отже 
отриманий розв’язок є вірним.  

 
Завдання С-5. Рівновага просторової системи довільно      
розташованих сил 

 
 

До просторової конструкції (рис. 2.5.1) прикладене навантаження:            
G = 8 кН; Р = 2 кН; М = 10 кНм. Розміри складають: AB = DC = 1,8 м; AD = 
BC = 1 м; α = 300;  β = 600. P


 || Ay; G


 || Az; M


 || AC. Визначити реакції в 

опорах конструкції. 
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Рис. 2.5.1. Схема просторової конструкції 

 



 СТАТИКА  53 
 

До рами ABCD прикладені сила тяжіння G, сила P, реакція S стержня CE 
та реакції опор в точках A та B. Реакція шарніру A визначається трьома 
складовими: XA, YA, ZA, а реакція петлі B двома: XB, ZB (рис. 2.5.2). 
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Рис. 2.5.2. Розрахункова схема просторової конструкції 

 
Попередньо визначимо кут γ – кут нахилу діагоналі АС до основи рами. 
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З перерахованих сил – шість є невідомими. Для їх визначення можна 

скласти шість рівнянь рівноваги.  
Рівняння моментів сил відносно координатних вісей: 
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Рівняння проекцій сил на осі координат: 
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Кількість невідомих, не перевищує число можливих рівнянь рівноваги, 
отже задача є статично вирішуваною.  

З рівняння (2) визначимо реакцію S стержня CE: 
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Розв'язуючи рівняння (1) знайдемо складову реакції петлі ZB: 
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З рівняння (3) визначимо складову реакції петлі XB: 
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З рівняння (4) визначимо складову реакції шарніру XA: 

.782,1673,560cos783,7cos 0 kHXSX BA  
 Розв'язуючи рівняння (5) знайдемо складову реакції шарніру YA: 

.2 kHPYA 

 З рівняння (6) визначимо складову реакції шарніру ZA: 

.038,360sin783,78702,11sin 0 kHSGZZ BA  
 Для перевірки правильності рішення побудуємо, в системі Autocad,       

головний вектор – геометричну суму системи сил, що діє на просторову 
конструкцію. Особливості побудови детально наведено в завданні С–1. Од-
нак, з огляду на те, що поточна задача задана у просторі, потрібно побуду-
вати два головних вектори сил. Наприклад, побудуємо проекції головного 
вектору сил в площині zAx (рис. 2.5.3, а) та в площині zAy (рис. 2.5.3, б). 
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а 

 
б 

Рис. 2.5.3. Силовий багатокутник просторової конструкції: 
 а – площина zAx; б – площина zAy 

 

Силовий багатокутник обох отриманих результатів замкнений, отже їх 
вектор системи дорівнює нулю. Як наслідок і його проекції на вісі коорди-
нат також дорівняють нулю. 

Для додаткової перевірки правильності розрахунків, виконаємо побудо-
ву моментів активних сил та реакцій опор просторової конструкції відносно 
координатних вісей, перпендикулярних площині zAx (рис. 2.5.4) та площині 
zAy (рис. 2.5.5). 
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Рис. 2.5.4. Моменти активних сил та реакцій опор просторової          

конструкції відносно координатної вісі Ay 
 

 
Рис. 2.5.5. Моменти активних сил та реакцій опор просторової          

конструкції відносно координатної вісі Ax 
 
Алгебраїчна сума моментів усіх активних сил та реакцій опор просторо-

вої конструкції відносно координатних вісей Ay (рис. 2.5.4) та Ax (рис. 2.5.5) 
дорівнює нулю, що підтверджує правильність розрахунків. 
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Завдання С-6. Визначення положення центру тяжіння 
плоскої фігури  
 

Визначити положення центра тяжіння плоскої фігури (рис. 2.6.1). Роз-
міри вказані на рис. в міліметрах. 

Рис. 2.6.1.  Плоска фігура 

Координати центру тяжіння плоскої фігури визначаються за наступни-
ми формулами: 

         
,;

F
Sy

F
S

x x
C

y
C   (6.1)

де  Sx=∑Fi
.yi , Sy=∑Fi

.xi  – статичні моменти фігури відносно координатних 
вісей x та y, Fi – площа фігури. 

Дана фігура має вісь симетрії – вісь Ox. Отже, її центр тяжіння знахо-
диться на цій осі, тобто координату центра тяжіння по осі y знаходити не 
потрібно.  

Для того, щоб скористатися формулами (6.1), розбиваємо плоску фігуру 
на частини, для яких відомі, або легко визначаються площі Fi та координати 
центрів тяжіння xi та yi.  

В даному випадку в якості таких частин приймаємо півколо ABN, пря-
мокутник BCHN, прямокутник DEKL, трикутник EFK та півколо MRS (рис. 
2.6.2). Площу півкола MRS, будемо вважати відємною, так як це півколо 
вирізане з заданої плоскої фігури.  
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Рис. 2.6.2.  Плоска фігура, що складається з простих фігур 

Визначимо положення центру тяжіння кожної частини фігури. Відстань 
центрів тяжіння однакових площ півкіл ABN та MRS від їх геометричних 
центрів знайдемо за формулою: 
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Центр тяжіння площі трикутника EFK знаходиться в точці перетину  
його медіан, – на відстані однієї третьої сторони EK. 

Визначимо відстань від початку координат до координати центру тя-
жіння кожної з простих фігур: 
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Визначимо площі всіх частин фігури: 
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Площа всієї фігури : 
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Визначимо статичний момент фігури відносно осі 0y: 
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Тоді шукана координата центру тяжіння: 
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Перевірку розрахунків виконаємо у системі «Autocad» . Будуємо плоску 
фігуру, та в властивостях елементу визначаємо координати центру тяжіння 
фігури. Результати побудови фігури в системі «Autocad» наведено на рис. 
2.6.3.  

Рис. 2.6.3.  Побудова плоскої фігури в системі «Autocad» 

Так як координати центру тяжіння співпадають з розрахунковими – роз-
вязок є правильним. 
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