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ПРЕДИСЛОВИЕ

Дифференциальные уравнения в курсе математики и в ее приложе-
ниях занимают особо важное место. С их помощью решаются многие
задачи геометрии, механики, физики и техники. Поэтому на практи-
ческих занятиях должно быть уделено достаточно времени составле-
нию дифференциальных уравнений, особенно инженерно-технических
задач, выработке умений и навыков решения таких задач.

Данное пособие ставит своей целью помочь студенту в решении
задач по дифференциальным уравнениям из наиболее популярного "Сбор-
ника задач по математическому анализу" Г.Н. Бермана, а молодому
преподавателю выбрать задачи, наиболее подходящие для данной груп-
пы студентов и их специальности. Разумеется, нельзя обходиться толь-
ко одним задачником. В конце пособия приводится список наиболее рас-
пространенной литературы по данному вопросу.

Важную и трудоемкую работу по рецензированию пособия проде-
лала доцент кафедры Т.А. Юрченко. Ей принадлежит решение задачи
336 (4236) и указанные вторые способы решения в ряде других задач.
Решение задачи 250 (4150) представил доцент Л.Л. Вербицкий, задачу
428 (4328) – старший преподаватель А.В. Варшамов, 443 (4343) – стар-
ший преподаватель М.Б. Бондаренко.

Большую помощь при подготовке рукописи к печати оказали стар-
шие преподаватели А.Г. Иванова и Н.А. Руденко.

Всем названным лицам автор приносит свою искреннюю благодар-
ность.
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

§ 1. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Уравнения с разделяющимися переменными

В задачах 1 (3901)–12 (3910) найти общие решения дифференциаль-
ных уравнений.

1 (3901). (xy2 + x)dx + (y – x2y)dy = 0.

Решение

( ) ( ) 0
11

011 22
22 =

+
+

−
⇒=−++ dy

y
ydx

x
xdyxydxyx ; +

−∫ 21 x
dxx

( ) ( )0ln1ln
2
11ln

2
1ln

1 11
22

12 >=++−−⇒=
+

+ ∫ ccyxc
y

dyy
;

( ) ( ) ( )2
1

2222
1

22
12

2
cc1111ln

1
1ln ±=−=+⇒−±=+⇒=

−
+ xcyxcyc
x

y
.

2 (3902). xyy ′ = 1 – x2.

Решение

 dx
x
xdyyx

dx
dyxy

2
2 11 −=⇒−= ; =⇒+−=∫ ∫ 2

1 2

1

2 ycdx
x
xdyy

222
1

2
ln;ln

2
1,0ln

2
1

2
ln xcyxccccxx =+





 =>+−= .

3 (3903)
y

xyy 21−=′ .

Решение

 ( )dxxdyyx
dx
dyy 2121 22 −=⇒−= ; ( ) =⇒+−=∫ ∫ 3

21
3

1
ycdxxdyy

1
2 cxx +−= ; ( ) 3 2

1
23 33333 xxcycccxxy −+=⇒=+−= .
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Уравнения первого порядка

4 (3904). y′ tg x – y = a.

Решение

;
tgtg

tg 1c
x

dx
ay

dy
x

dx
ay

dyayx
dx
dy +=

+
⇒=

+
⇒=− ∫∫  =+ ayln

( )0,lnlnsinln 0100 >=+= ccccx ; ⇒=+ xcay sin0

( )0 sin ccaxcy ±=−=⇒ .

5 (3905). 2yyyx =+′ .

Решение

x
dx

yy
dyyy

dx
dyx =

−
⇒=+ 2

2 ; ( ) −
−

⇒+=
− ∫∫∫ 11 1 y

dyc
x

dx
yy
dy

1c
x

dx
y

dy +=− ∫∫ ; ( )0,lnlnlnln1ln 0010 >=+=−− ccccxyy ;

( )00 1
11 cc
cx

yxc
y

y ±=
+

=⇒=−
.

6 (3906). 0
1
1

2

2
=

−
−+′

x
yy .

Решение

1222

2

11
0

1
1 c

x

dx

y

dy
x
y

dx
dy +

−
−=

−
⇒=

−
−+ ∫∫ ; arcsin x + arcsin y =

= arcsin c (arcsin c = c1); arcsin 


 −+− 22 11 xyyx  = arcsin c;

cxyyx =−+− 22 11 .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Примечание. Пусть arcsin y + arcsin x = ϕ. Тогда sin ϕ = sin (arcsin y +

+ arcsin x) = sin (acsin y) cos (arcsin x) + sin (arcsin x) cos (arcsin y) =

= 


 −+−=ϕ⇒−+− 2222 11arcsin11 yxxyyxxy .

7 (3907). 011 22 =−+− dyxydxy .

Решение

 12222 11
0

11
c

x

dx

y

dyy

x

dx

y

dyy =
−

+
−

⇒=
−

+
− ∫∫ ; +−− 21 y

;arcsin 1cx =+  ( )1
2 arcsin1 cccxy −=+=− .

8 (3908). 11 =




 +−

dt
dse s .

Решение

0
1

1 =
−

+⇒=+ −

−
−− ds

e
edt

dt
dsee s

s
ss ; ∫ ∫ =

−
+ −

−

11
c

e
dsedt s

s
; ⇒

=−
=−

−

−

dzdse
ze

s

s 1

;1c
z

dzdt +=∫ ∫  ( )ccczt lnlnln 1 =+= ;

( ) ( ) 0).0,  и  0 0, (при11ln <<>>−=⇒−= −− cscseceect sts

9 (3909). y′ = 10 x + y.

Решение

dxdy
dx
dy x

y
yx 10

10
1010 =⇒⋅= ; 11 10ln

10
10ln

101010 ccdxdy
xy

xy +=−⇒+=∫ ∫
−

− ;

cyx =+ −1010 , где 10ln1сс −= .
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Уравнения первого порядка

10 (3910). 
2

sin
2

sin yxyxy −=++′ .

Решение

dxxydydxyxyxdy
2

cos
2

sin2
2

sin
2

sin ⋅−=⇒




 +−−= ; =

2
sin2 y
dy

∫ ∫ +−=







⇒−= cdxx
y

yd
dxx

2
cos

4
tg

4
tg

2
cos ; 

2
sin2

4
tgln xcy −= .

11 (3911). Зависимость между скоростью v снаряда и пройденным пу-
тем l в канале орудия устанавливается в баллистике следующим урав-

нением: n

n

lb
alv
+

= , где 
dt
dlv =  и n < 1. Найти зависимость между време-

нем t движения снаряда и пройденным расстоянием l по каналу.

Решение

n

n

lb
alv
+

= , где 
dt
dlv =  и n < 1;  ( ) ∫ =⇒+=⇒

+
= dt

al
dllbdt

lb
al

dt
dl

n

n

n

n

∫ ++= cdl
al

lb
n

n
; ( )

c
a
l

nal
bt n ++

−
= − 11 .

При t = 0   l = 0 ⇒  c = 0 и 









−+=

−

n
bllat

n

1
1 1

.

12 (3912). Если х – количество иодисто-водородной кислоты HI, раз-

ложившейся к моменту времени t, то скорость разложения 
dt
dx

 определя-

ется дифференциальным уравнением 
2

2

2

1
1






−





 −=

v
xk

v
xk

dt
dx  , где k1, v

и k2 – постоянные. Проинтегрировать это уравнение.
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Решение
2

2

2

1
1






−





 −=

v
xk

v
xk

dt
dx ; 

( ) ∫ =⇒=
−−

dtdt
xkxk

dxv
2

2
2

1

2

1

( )∫ +
−−

= c
xkxk

dxv 2
2

2
1

2

1
.

Разложим подынтегральную функцию на простейшие дроби:

( ) ( )( ) ( )( )=
+−−−

=
−− xkxkxkxkxkxk 2121

2
2

2
1 11

1
1

1

( ) ( ) xkxk
B

xkxk
A

2121 11 +−
+

−−
= ; ++− xkAxkAkA 211

1121 =−−+ xkBxkBkB ;  
( )

( ) ( )
⇒







=−++−

=+

0

,1

21

1

kBAkBA

kBA











=−

=+

;1

,1

2

1

k
BA

k
BA

   
21

12

2
1

kk
kk

A
+

= ;  
21

12

2
1

kk
kk

B
−

= .

Итак, ( ) ( )





−−−+−= xk

kk
xkxk

kk
vt 1

21
21

21

2 1ln
2

11ln
2

1






+− cxk2 .

При 
( )
( ) xkxk

xkxk
kk

vtcxt
21

21

21

2

1
1

ln
2

  и 0 ,00
−−
+−

==== .

В задачах 13 (3913)–16 (3916) найти частные решения дифферен-
циальных уравнений, удовлетворяющие данным условиям.

13 (3913). lyyyxy x ==′
π= 2/;lnsin .
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Уравнения первого порядка

Решение

x
dx

yy
dyyyx

dx
dy

sinln
lnsin =⇒= ; 

( )∫ ∫ += 1sinln
ln c

x
dx

y
yd ;  =lnln y

cx ln
2

tgln +=  , где 1ln cc = ; 
2

tgln xcy ⋅=  .

Подставив начальные условия, получим c = 1.

Итак, 2
tg

;
2

tgln
x

eyxy == .

14 (3914). 1  ;
1
1

02

2
=

+
+=′

=xy
x
yy .

Решение

∫∫ +
+

=
+

⇒
+

=
+ 12222 1111

c
y

dx
y

dy
x

dx
y

dy
; ×+= cxy  arctg arctg arctg

( )1 arctg cc =× ; cxy  arctg arctg arctg =− ; ( )=− xy  arctg arctgtg

( )c arctgtg= ; ( ) ( )
( ) ( ) c

xy
xyc

xy
xy =

+
−⇒=

+
−

1 arctgtg arctgtg1
 arctgtg arctgtg .

Используем начальные условия: с = 1.

Итак, 
x
xyxyxy

−
+=⇒+=−

1
11 .

15 (3915). 
4

;sincoscossin 0
π== =xydxxydyxy .

Решение

∫ ∫
π

=⇒=
y x

dx
x
xdy

y
ydx

x
xdy

y
y

4
0

cos
sin

cos
sin

cos
sin

cos
sin ; ⇒= π

4
0

coslncosln
yx yx

2
2ln

cos
cosln =

x
y

; yx cos2cos = .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

16 (3916). ( ) 1;1 1
2 =′+=′− =xyyxbyxy .

Решение

( )bxyxby +′=− 1 ; ( ) ( ) ;
11

1;
1

1 1
∫ ∫ +

+=
+−

=
+

x y

bx
B

x
A

bxxby
dy

bxx
dx





=⇒=
−=⇒=+⇒++= ;11

,01 AA
bBBAbBxAbxA   ∫ ∫ ∫ −

=
+

−
1 1 1

1

x y

by
dy

bx
dxb

x
dx ;

[ ] yx bybxх
11 ln1lnln −=+− ; −−=+++− bybbxx ln1ln1lnln

b−− 1ln ; 
( )( ) ( ) by

bx
bxby

bx
bbx −=

+
−⇒−=

+
−+

1
1ln

1
11ln

2
; 1+

+=
bx

bxy .

17 (3917). Найти линию, проходящую через точку (2; 3) и обладающую
тем свойством, что отрезок любой ее касательной, заключенный между
координатными осями, делится пополам в точке касания.

Решение
1-й способ. По условию  ВМ = МС . Тогда NC = ON = x.

Из ∆ ( ) =α−=α−π=⇒ tgtg xxyMNC
dx
dyxyyx −=⇒′– ,

∫ ∫−=⇒−=
y x

x
dx

y
dy

x
dx

y
dy

3 2

; =
3

ln
y

y

66lnlnln
2

=⇒=⇒−= xyxyx
x

.

2-й способ. Уравнение касательной ВС  Y – y =
= y′ (X – x), где X и Y – текущие координаты

касательной. Точка С (2x; 0) принадлежит (ВС) ⇒  – у = у′х.
Далее решение такое же, как и в способе 1.

 у

х

у

хО N C

В

α.
М(х,у)..

.
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Уравнения первого порядка

18 (3918). Найти линию, проходящую через точку (2; 0) и обладающую
тем свойством, что отрезок касательной между точкой касания и осью
ординат имеет постоянную длину, равную двум.

Решение

По условию 2=AB . Из =∆     DAABD

( )α−π=== cosABxON cos2 =α−=

y
x

y
2

2
22 1

4

1

2

tg1

2 ⇒
′+

=⇒
′+

−=
α+

−=

x
xy

24 −=′ ; 





=
=−= ∫∫ dttdx

txdx
x

xdy
xy

cos2
,sin24

2

2

0

;  == ∫
β

α

dt
t
tу

sin2
соs4 2

=
























+=








+=

β

α

x

x
x

t

2

2
arcsincos

2
2

arcsin
tgln2cos

2
1tgln2

=−+












−

=
























+=

4
12

2
arcsinsin

2
arcsincos1

ln2
2

arcsincos
2

2
arcsin

tgln2
2x

x

x
x

x

2
42ln2

4
12

2

4
11

ln2
22

2

xx
x

x
−−=−+

−−
=

2
2

4
2
42ln2 xxy −+−−=    – уравнение трактрисы.

Примечание. Трактриса – плоская кривая, обладающая тем свойством, что
длина отрезка ее касательной между точкой касания и некоторой прямой (базой
трактрисы) есть величина постоянная. В нашем случае базой является ось Оy.

 у

х

у

хО N C

В

α.
A(х,у)..

.
D

;4 2x−+
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

19 (3919). Найти все линии, у которых отрезок касательной между точ-
кой касания и осью абсцисс делится пополам в точке пересечения
с осью ординат.

Решение

По условию BMAB = ; xOK = ; xAK 2= .

Из ∆ АМK 
x
yy

x
y

22
tg =′⇒=α ; =

y
dy

1lnln
2
1ln

2
cxy

x
dx +=⇒= ; ⇒= 1cxy

( )2
1

2 cccxy ==  – параболы.
Дифференциальное уравнение можно

было составить, применив уравнение каса-
тельной АМ : ( )xXyyY −′=− ; xX A −= ; ( )⇒−′=−⇒= xyyYA 20

yxy ′= 2 .

20  (3920). Найти все линии, у которых подкасательная пропорциональна
абсциссе точки касания (коэффициент пропорциональности равен k).

Решение
По условию kxAB = . Из ∆ АМВ

имеем 
y
yyAB
′

=
α

=
tg

. Значит, kx
y
y =
′

,

kx
dy
dxy = ; +=⇒= yx

ky
dy

kx
dx lnln1

1ln c+ ; cxyycx kk =⇒= 1
/1 , где kcc −= 1 .

21 (3921). Найти линию, проходящую через точку (a; 1) и имеющую
подкасательную постоянной длины a.

Решение

По условию aAB = . Из ∆ АМВ ⇒ =⇒=⇒=α
y

dy
a
y

dx
dy

a
ytg

хВОА

α

М(х,у)

у

у

A

M(x,y)

у

xO K

α

В

у

...
. .
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Уравнения первого порядка

c
a
xydx

a
lnln1 +=⇒= ; += ахey /lnln

ахceyc /ln =⇒+ .
При х = а  у = 1 ⇒  1 = се ⇒  с = е–1;

a
ax

ey
−

= .

22 (3922). Найти линию, у которой длина
нормали (отрезок ее от точки линии до оси
абсцисс) есть постоянная величина a.

Решение
По условию aAC = . Тогда

( )22 1y1

tgsin
y

yaaaBC
′+

′
=

′+

α=α= ;   (1)

yyBC
y

BC
′=⇒=αtg .            (2)

Из (1) и (2) 
( )

( ) ( ) ⇒′+=⇒′+=⇒
′+

′
=′ 2

2

2
2

2
11

1
y

y
ayya

y

yayy

y
ya

y
22 −

=′ ; ( )22222
22

cxyacyaxdx
ya

dyy −=−⇒+−−=⇒=
−

;

( )222 cxya −+= .

23 (3923). Найти линию, у которой сумма длин касательной и подкаса-
тельной в любой ее точке пропорциональна произведению координат точки
касания (коэффициент пропорциональности равен k) (см. рисунок к зада-
че 22 (3922)).

Решение

kxyKBKA =+ ; 
y

yyyyKA
′

′+
=

α
α+

=
α

=
22 1

tg
tg1

sin
; =

α
=

tg
yKB

хВO А

α

М(х,у)

у

у

У

O

Ау

α

α

C хВK

a
y
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−′=′+⇒′=+′+⇒=
′

+
′

′+
⇒

′
= 22222

2
111

1
xykyxykykxy

y
y

y
yy

y
y

( )  
1

22112 22
22 dx

xk
kxdydxkxdyxkxyk

−
=⇒=−⇒+′− ;

1
22 1ln1 cxk

k
y +−= ; ( )1ln1 22 −= xkc

k
y , где c

k
с ln1

1 = .

24  (3924). Найти линию y = f (x) ( f (x) ≥ 0,  f (0) = 0), ограничивающую
криволинейную трапецию с основанием [0, x], площадь которой пропор-
циональна (n + 1)-й степени f (x). Известно, что f (1) = 1.

Решение

По условию ( ) ( )[ ] 1

0

+∫ = n
x

xfkdxxf . Продифференцируем обе части

равенства: ( ) ( ) ( )[ ] ( )xfxfnkxf n ′+= 1 , ( ) yxf = ;

( ) ( ) =⇒+=⇒′+= − dx
dx
dyynkyynky nn 1111

( ) ( ) dyynkdxdyynk
x y

nn ∫ ∫ ⇒+=⇒+= −−

0 0

11 11

( )
n
ynkx

n
+= 1 .

Из ( ) 11 =f  следует ( )
1

111
+

=⇒+=
n

nk
n

nk . Тогда nyx = .

25 (3925). Материальная точка массой в 1 г движется прямолинейно
под действием силы, прямо пропорциональной времени, отсчитываемо-
му от момента t = 0, и обратно пропорциональной скорости движения
точки. В момент t = 10 с скорость равнялась 0,5 м/с, а сила – 4⋅10–5 Н.
Какова будет скорость спустя минуту после начала движения?

О х

у

х
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Решение

m = 1 г = 10–3 кг         По условию 
V
tkF = , 

V
tk

dt
dVm = .

t = 10 с                      Найдем 65 102
5,0

10104: −− ⋅=⇒=⋅ kkk . Тогда

V = 0,5 м/с                 VdttdVmV
V
t

dt
dVm =⇒⋅=⇒⋅= −− 266 102102

 F = 4 ⋅ 10–5 Н            ct +⋅= − 23102 .

t1 = 60 с                      Найдем c: 0,25 = 2 ⋅ 10–3 ⋅ 100 + c ⇒  c = 0,05.

V1 – ?                         Итак, V 2 = 2 ⋅ 10–3 t 2 + 0,05, откуда

м/с7,205,03600102 3
1 ≈+⋅⋅= −V .

26 (3926). Материальная точка движется прямолинейно, причем так,
что ее кинетическая энергия в момент t прямо пропорциональна сред-
ней скорости движения в интервале времени от нуля до t. Известно, что
при t = 0 путь S = 0. Показать, что движение равномерное.

Решение
По условию срkVWk = , 00 ==tS .

mt
kS

dt
dS

t
Sk

dt
dsmkVmV 2

22

2

ср

2
=⇒=





⇒= ;  ⇒⋅=

t
dt

m
k

S
dS 2

∫∫ =⇒=⇒=
tS

t
m
kSt

m
kS

t
dt

m
k

s
ds

00

222 .

Обозначив V
m
k =2 , получим VtS = , т. е. движение равномерное.

27 (3927). Моторная лодка движется в спокойной воде со скоростью
V = 10 км/ч. На полном ходу ее мотор был выключен, и через t = 20 с
скорость лодки уменьшилась до V1  = 6 км/ч. Считая, что  сила сопротивле-
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ния воды движению лодки пропорциональна ее скорости, найти скорость
лодки через 2 мин после остановки мотора; найти также расстояние,
пройденное лодкой в течение одной минуты после остановки мотора.

Решение
V = 10 км/ч
t = 20 сек = 1/30 ч
V = 6 км/ч
t = 2 мин = 1/30 ч
t = 1 мин = 1/60 ч

V2  – ?    S3  – ?

По закону Ньютона RPWm += ; mWx = Px+ Rx; VkR −= ;

kVkVR xx −=−= ; 0=xP ; 
dt
dVWx = .

Итак, =⇒+−=⇒−=⇒−= Vct
m
kVdt

m
k

V
dVkV

dt
dVm 1ln

)( 11 ct
m
kt

m
k

c еcceVee ==⇒=
−−

.

Из 
t

m
k

t eVcceV
−

= =⇒=→=⇒= 10101010 0
0 ; =⇒== 66180/1tV

( )180
180180/1

6,0
5
310 =





=⇒=

−⋅−
m
k

m
k

ee .

Итак, ( ) tV 1806,010= ; ( ) ( ) 467,06,0106,010 630/1180
2 ≈== ⋅V  км/ч;

( ) ( ) ( )[ ] =−=== ∫ 16,0
6,0ln180

16,0
6,0ln180

106,010 360/1
0

180180
60/1

0

3
tt dtS

м85км085,0
194,9
772,0 =≈= .

28 (3928). В дне цилиндрического сосуда с поперечным сечением S
и вертикальной осью имеется малое круглое отверстие площадью q,
закрытое диафрагмой (как у объектива фотоаппарата). В сосуд налита

x 

V
M

S

R
О

P
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жидкость высоты h. В момент t = 0 диафрагма начинает открываться,
причем площадь отверстия пропорциональна времени и полностью
отверстие открывается за Т секунд. Какова будет высота Н жидкости
в сосуде через Т секунд после начала опыта?

Решение

Площадь отверстия δ = kt. При t = T   δ = q ⇒  q = kT; 
T
qk = .

Таким образом, t
T
q=δ .

За время dt объем изменяется на вели-
чину S dx, за  то же время из отверстия вы-

течет жидкости dtt
T
qgx2  (ед. объема):

dtt
T
qgxdxS 2−= ;  ∫ −=

T

dtt
T
q

0

( )
2

4
2

2
222 










−=⇒−−=⇒−= ∫ S

gqT
hHhH

g
SqT

gx
dxS

H

h

29 (3929). Скорость охлаждения тела пропорциональна разности между
температурами тела и среды. В задачах (2710)–(2711) из [1] считаем
коэффициент пропорциональности постоянным. При некоторых расчетах
считают, что он линейно зависит от времени:  ( )tkk α+= 10 . Найти при
этом предположении зависимость между температурой тела θ и време-
нем t, полагая, что θ = θ0 при t = 0, а температура окружающей среды  θ1.

Решение

( )( )10 1 θ−θα+=θ tk
dt
d

; ( ) ( )∫ ∫
θ

θ

α+=
θ−θ
θ⇒α+=

θ−θ
θ

0 0

0
1

0
1

11 dttkddttkd
t

;

( )20

10

1

0

2
01 2

2
ln

2
ln

0
ttkttk

y

α+=
θ−θ
θ−θ⇒





 α+=θ−θ θ

θ .

h

q

x

O

dx

х



18

Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

30 (3930). Скорость роста площади молодого листа виктории-регии, име-
ющего, как известно, форму круга, пропорциональна окружности листа
и количеству солнечного света, падающего на лист. Последнее в свою
очередь пропорционально площади листа и косинусу угла между направ-
лением лучей и вертикалью. Найти зависимость между площадью S
листа и временем t, если известно, что в 6 часов утра эта площадь рав-
нялась 1600 см2, а в 6 часов вечера того же дня 2500 см2. (Полагать, что
наблюдение производилось на экваторе в день равноденствия, когда угол
между направлением лучей солнца и вертикалью можно считать рав-
ным 90° в 6 часов утра и в 6 часов вечера и 0° в полдень.)

Решение

По условию S – площадь молодого листа виктории-регии; =
dt
dS

ϕπ= cos2 21 Srkk . Но 
π

⇒π= SrS 2r .

Из пропорции 
( )
12

1212:6:
2

−π=ϕ⇒−ϕ=π tt .

Таким образом, ( )
12

12cos2 21
−π

π
π= tSSkk

dt
dS .

Обозначив kkk =π212 , получим

( ) ( ) dttk
S
dSdttk

SS
dS

tS

12
12cos

12
12cos

61600
2/3

−π=⇒−π= ∫∫ ;

 ( )





 +−π

π
=




 −− 1
12

12sin12
40
112 tk

S
.                    (*)

Определим k: ( )
2400

212
40
1

50
12250018 π=⇒

π
=





 −−⇒= kkS .

Подставим k в (*): ( ) =⇒




 +−π−=−

S
t

S
11

12
12sin

400
1

40
11
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( ) ( ) 1
12

12sin104001
12

12sin
400
1

40
1 ⇒−−π−=⇒





 +−π−= t

S
t

( ) 2

12
12sin9

1600





 −π−

=
t

S .

В задачах 31 (3931)–33 (3933) при помощи замены искомой функции
привести данные уравнения к уравнениям с разделяющимися пере-
менными и решить их.

31 (3931). )(cos yxy' −= .

Решение

Положим uxyyxu −=⇒−= , u'y' −=1 ; 
dx
duuu' =−⇒=− 1cos1

dx
u

duu =
−

⇒=
cos1

cos ; ∫∫ =+−⇒=+ xcudxcu
du

2
ctg

2
sin2 2

; 2
ctg ux =+

cyxxc =−+⇒=
2

ctg .

32 (3932). 523 +−= yxy' .

Решение

Положим u'y'uyx =−⇒=+− 23523 , u'y'
2
1

2
3 −= . Тогда uu' =−

2
1

2
3 ;

⇒+=
−

⇒=




 −⇒=⋅− ∫∫ ln

232
1

2
3

2
1

2
3

1cdx
u

dududxuu
dx
du

ceucxu x lnln23lnln23ln
2
1 2

1 +=−⇒+=−−⇒ − , где 1ln2– cln c= ;

xx cexyceu 22 76423 −− =−−⇒=− .
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33 (3933). 11 −+=++ yxyxy' .

Решение

Положим 11 2 −=+⇒=++ uyxuyx , 
yx

y'u'
++

+=
12
1 , 2 ×= u'y'

1211 −=−++× uu'yx ; ( ) 221112 222 −+=⇒−−=− uuu'uuuuu' ;

( )( ) ( )( )∫ ∫ +=
+−

⇒+−= cdx
uu

duuuu
dx
duu

21
2212

2
2 ; ( )( ) 2

21
2 2

+=
+− uu

u

( )( )21
42
+−

+−+
uu

u
; ( )( ) 3

2
2121

42 =⇒
+

+
−

=
+−

+− A
u

B
u

A
uu

u
; 

3
8−=B ;

cxuuu +=+−−+ 2ln
3
81ln

3
22 , где yxu ++= 1 .

Однородные уравнения

В задачах 34 (3934)–44 (3944) найти общие решения уравнений.

34 (3934). 22

2
−=′

x
yy .

Решение

Обозначим xuyu
x
y =⇒= , uxuy ′+=′ ; 22 −=′+ uuxu ; 

dx
duxu =+

x
dx

uu
duu =

−−
⇒−=

2
2 2

2  ; ∫∫ ⇒+=






−





 −

c
x

dx

u

du
122 ln

2
3

2
1

=
+−
−− xc

u
u

1ln
312
312ln

3
1 ; 

u
uxc

u
uxc

u
u =

+
−⇒=

+
−⇒=

+
−

131 1
2

1
2ln

22
42ln

3
1

( )cccx == 3
1

3 ; ( ) ( )xycxxyucxu +=−⇒+=− 33 212 .
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35 (3935). 
yx
yxy

−
+=′ .

Решение

Обозначим uxyu
x
y =⇒= , uxuy ′+=′ ; =⇒

−
+=+′ x

dx
du

u
uuxu

1
1

dx
u
uduxu

u
u

−
+=⇒−

−
+=

1
1

1
1 2

; ∫∫ =
+

−
+

⇒=
+
−

u
duu

u
du

x
dxdu

u
u

111
1

222

∫ += c
x

dx ln ; cxuu lnln1lnarctg 2 +=+− ; 22lnarctg yxc
x
y +=





 .

36 (3936). dyydxydyx =− .

Решение
Из исходного уравнения следует:

dy
x
ydx

x
ydy =− ; u

x
y = , xuuy ′+=′ ; ( ) ( ) uuydxuudy =−′⇒=− 11 ;

( )( ) ( )( ) dxuuduxdxuuuxuu =−+⇒=−′+ 11 ; dxuduxdxu −−+ 2

dxuduux =− ; ( ) ( )
x

dx
u

duudxuudux =−⇒=− 2
2 11 ; lnln1 xu

u
+=−−

11 ln cy
y
xc =−−⇒+ ; c

y
xy =+ln  ( )1cc −= .

37 (3937). 22
2

yx
xyy
−

=′ .

Решение
Разделим правую часть исходного уравнения почленно на х2 и обо-

значим u
x
y = , uuxy +′=′ . Тогда

x
dxdu

uu
u

u
uuux =

+

−⇒
−

=+′
)1(

1
1

2
2

2

2 ; 1
1)1(

1
22

2
=⇒

+
++=

+
− A

u
DBu

u
A

uu
u

,
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2−=B , 0=D ; ∫ ∫ ⇒=
+

⇒=+
+

− x
u
cu

xc
u
duu

u
du

22 ln
1

lnlnln
1
2

=+ cyyx 22 .

38 (3938). 
x
y

y
xy' += .

Решение

Обозначим u
x
y = , xu'uy' += ; 

udx
duxu

u
xu'u 11 =⇒+=+ ; duu =

cxu
x

dx lnln
2

2
+=⇒= ;  xcxyxcxy ln2ln2 22 ±=⇒= .

39 (3939). 22 yxyxy' +=− .

Решение

Разделим обе части исходного равенства на x: 2

2
1

x
y

x
yy' +=−  –

и обозначим ux
y = , uu'xy' += . Тогда x

dx
duuuuxu =⇒+=−+ 21'

x
dx

u

duu =
+

⇒+=
2

2

1
1 ; uuc

x
dx

u

du 2
12

1lnln
1

=++⇒+=
+ ∫∫

xc1ln= ; xc
x
y

x
yxcuu 12

2

1
2 11 =++⇒=++ ; ⇒−=+ yxcyx 2

1
22

22
1

42
1

22 2 yyxcxcyx +−=+ ; ⇒+=⇒−= yсxcycxc 1
22

11
22

1 2121

cycx 222 +=  





=

1

1
c

c .
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40 (3940). xyy'y'xy =+ 22 .

Решение

Разделим обе части исходного равенства на xy: y'y'y
x

x
y =+ . Обо-

значим ux
y = , xu'uy' += . Тогда ( ) uuuxu'uu 111 +−=⇒





 −+=

( ) u'u
ux 1−+ ; cyeecxu

x
dxdu

u
u xyu =⇒=⇒=− /1 .

41 (3941). 
x
yey' xy += / .

Решение

Обозначим ux
y = , uxuy ′+=′ ; uu e

dx
duxuexu'u =⇒+=+ ; ue

du =

xyu ecxcxex
dx /lnln −− −=⇒=−⇒=  .

42 (3942). x
yyxy' ln= .

Решение

Обозначим ux
y = , uuu'xuxu'uy' ln=+⇒+= ; ( )uux

dx
du ⇒−= 1ln

( ) x
dx

uu
du =

−1ln
; ∫ ∫ ∫ =








⇒+= xc

e
u
e
ud

cx
dx

e
uu

du ln
ln

ln
ln

ln
; lnln =e

u

1lnln +=⇒=⇒=⇒= cxcx xeyeeucxe
uxc .

43 (3943). ( ) ( )dyxyxdxxxyy 233 222 +=++ .
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Решение

Разделим обе части исходного равенства на xy dx и обозначим ux
y = ,

uu'xy' += . Тогда  ( )uuuy'uuu ×+=++⇒




 +=++ 2113321133 2

( )uu'x+× ; ( ) dxudxuduuxduxdxuu 22 22133 +++=++ ; ( uu 22 ++

) ( )duuxdx 211 +=+ ; ( ) ( )∫ ∫ −
++
++=+⇒

++
+= 2

2

2 12
12ln

12
21

uu
uudcx

dx
uu

duu
x

dx

( )
( )∫ +

+− 21
1

u
ud ; 

1
112lnln 2

+
+++=

u
uucx ; 

2

1
112ln ⇒
+

−=++ u
ucx

uu

1
1

2 12 +
−

=++ ucxeuu ; ( ) yx
x

ecxyx +
−

=+ 32
.

44 (3944). 





ϕ








ϕ
+=

x
y'

x
y

x
yy' .

Решение

Пусть ux
y = , uu'xy' += ; 

( )
( )

( )
( )u
uu'x

u
uuuu'x ⇒

ϕ
ϕ=⇒

ϕ
ϕ+=+

''

( ) ( )uu'xu' ϕ=ϕ ; ( ) ( ) 




ϕ=⇒=

ϕ
ϕ⇒ϕ=ϕ

x
ycx

x
dx

u
dux

dx
d

.

В задачах 45 (3945)–48 (3948) найти частные решения дифферен-
циальных уравнений, удовлетворяющие данным начальным условиям.

45 (3945). ( ) x
x
yyxy' =− arctg ; 01 ==xy .
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Решение

1arctg =




 − x

y
x
yy' , ux

y = , uu'xy' += ; ( ) 1arctg ⇒=−+ uuuu'x

1arctg =u
dx
dux ; ∫ ∫ += cx

dxduu lnarctg ; 
















==
+

==

uvdudv

du
u

dzuz

,

,
1

1,arctg 2 ;

∫ =
+

− xcdu
u

uuu ln
1

arctg 2
; 2 arctgln1lnarctg

x
yyxcuuu =⇒=+−

22ln yxcx += ; 1ln001 =⇒=⇒== ccy x ; 
x
yy arctg =

x
y

x
y

eyxyxx
arctg2222ln =+⇒+= .

46 (3946). ( ) 023 22 =+− dxxydyxy ; 10 ==xy .

Решение

Разделим обе части исходного равенства на xy dx: 023 =+





− y'

y
x

x
y ,

u
x
y = , uu'xy' += ; ( ) ( ) ( )22 13023 uuux

dx
duuu'x

u
u −=−⇒=++





 − ;

( )( )∫ ∫ +=
+−

− c
x

dxdu
uuu

u ln
11
32

; ( )( ) u
C

u
B

u
A

uuu
u

+
+

−
+=

+−
−

1111
32

;








−=
=−=⇒=+

=−+−

3
1,1,0

,1

A
CBCB

CBA
; 1ln1lnln3 uuu =++−+−

322
3

21ln cyyxcx
u

uxc =−⇒=−⇒= .

При х = 0 111 −=⇒=−⇒= ccy ; 322 yxy =− .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

47 (3947). 22

22

2
2

xxyy
xxyyy

−+
−−=′ ; 11 −==xy .

Решение

Разделим дробь на х2 и обозначим u
x
y = , uxuy +′=′ . Тогда

1222
12
12 2232

2

2
−−=−′−+′++′⇒

−+
−−=+′ uuuxuuxuuuxuu

uu
uuuxu ;

( ) ( )( )1112 22 ++−=−+′ uuuuxu ; 
( )( )∫ ∫ +=

++

−+− c
x

dxdu
uu

uu ln
11

12
2

2
;

( )( ) 1111

12
22

2

+
++

+
=

++

−+
u

cBu
u

A

uu

uu
; 








−=+
==−=⇒=+

=+

1
0,2,1,2

,1

CA
CBACB

BA
;

cx
yx
xyxcuu =

+
+⇒=+−+ 22

2 ln)1(ln1ln .

При x = 1  y = 01 =⇒− C . Значит,  xy −= .

48 (3948). 02
2

=−+




 y

dx
dyx

dx
dyy ; 50 ==xy .

Решение
Из исходного уравнения

x
y

x
y

y
yxx

dx
dy

2

22 11 




+±−

=
+±−

= . Пусть u
x
y = , uxuy ′+=′ ;

( )
u

uu
u'x

u
uuu'x

222 1111 +±+−
=⇒+±−=+ .
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Уравнения первого порядка

 Возьмем радикал со знаком плюс (+):

∫∫ +=



 +−+
⇒




 +−+
= c

x
dx

uu

udu
u

uu
x

dx
du ln

111

111

22

22

.

Обозначим 222 11 ZuZu =+⇒=+ ; dZZduu = ; ( )∫ =
− ZZ
dZZ

1

∫ =−−⇒+= xcZc
x

dx ln1lnln ; =
+−

⇒=
+− 22211

1

yxx

xcx
u




 +−=⇒= 221 yxxccx .

Используем начальные условия: 
5

151 −=⇒−= cc ; 5 x −=−

( ) 2222 5 yxxyx +=+−⇒+− ; 222525 yxxx +=++ ;

xy 5252 +=  – одно частное решение;

xy 5252 −=  – другое частное решение, соответствующее радикалу
                          со знаком минус (–).

49 (3949). Привести уравнение 





ϕ+=′ у

х
x
yy  к квадратуре. Какова дол-

жна быть функция 





ϕ

y
x , чтобы общим решением данного уравнения

было 
cx

xy
ln

= ?

Решение







ϕ+=′

y
x

x
yy ,  u

x
y = ,  uxuy +′=′ ;  





ϕ=′⇒





ϕ+=+′

u
xu

u
uuxu 11 .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Тогда

∫





ϕ

=⇒=





ϕ

u

ducx
x

dx

u

du
1

ln
1

.                        (1)

По условию

y
xcx

cx
xy =⇒= ln

ln
.                              (2)

Приравниваем правые части равенств (1) и (2):

211
1

u
uu

u

du −=




ϕ⇒=






ϕ

∫ или 
2

2

x
y

y
x −=





ϕ .

50 (3950). Найти линию, у которой квадрат длины отрезка, отсекаемого
любой касательной от оси ординат, равен произведению координат точ-
ки касания.

Решение
По условию xyAO =2 . Тогда

( ) yxyxyADODAO ′−=α−°+=+= 180tg ; ( ) xyyxy ⇒=′− 2

x
yy

x
y ±=′− ; u

x
y = , xuuy ′+=′ ; uxuu =−′−

x
dx

u
duxx

dx
duu =±⇒±=−⇒±= ; u2 +±

xycexxc /2lnln ±=⇒=+ .

51 (3951). Найти линию, у которой начальная ордината любой касатель-
ной равна соответствующей поднормали.

Решение

По условию KCOA = . Из ∆ tg
OKNO

yNMK =
+

=α⇒

α

M (x,y)
А

D

xCO

у
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Уравнения первого порядка

y
xNO

y ′=
+

= ; ckOANO =α=α= ctgctg

yy =αα= ctgtg .

 Итак, y
xy

y ′=
+

; u
x
y = , xuuy ′+=′ ;

u
uxu

u
uxuu

+
−=′⇒

+
=′+

11

2
;

xcu
ux

dx
u

duu lnlnln1)1(
2 ⇒=−−⇒=

−
+  cyyx ln= .

52 (3952). Найти линию, у которой длина полярного радиуса любой ее
точки М равняется расстоянию между точкой пересечения касательной
в точке М с осью Оу и началом координат.

Решение
По условию OKOM = . Тогда

)(tg22 α−π+=+=+ xyLKOLyx ; yxyyx ′−=+ 22 ; 1 2

2

x
y =+

y
x
y ′−= ; u

x
y = , uxuy ′+=′ ; uxuu −′−=+ 21

dx
duxuu −=+⇒− 21 ; 

x
dx

u

du

1 2
⇒−=

+

xcuu lnln1ln 2 −=++ ; 
x
cuu =++ 21 ; 

x
y +

x
c

x
yx

=
+

+
22

; 222222 2 ycycyxycyx +−=+⇒−=+ ; 22 2 ccyx += .

53 (3953). Какой поверхностью вращения является зеркало прожектора,
если лучи света, исходящие из точечного источника, отразившись, на-
правляются параллельным пучком?

у

М(х,у)

α

α

x

А.
N CO K

K

x

у

α

M (x,y)

xO

.
.
..

L
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Решение
Пусть плоскость Оху – меридианная плоскость поверхности зеркала;

источник света помещаем в точку О(0; 0), MQOOMQ ∠=∠  – вытекает

из законов отражения света. Тогда 22 yxOMQO +== .

Из 
MR
QR

RMQ =α∆ ctg ; 
dy
dx =

y
xyx ++

=
22

, u
y
x = , uyux +′=′ ;

y
dy

u

duuuuyu
2

2

1
1 ⇒=

+
⇒++=+′  ycuu 1

2 ln1ln =++  ;

uyucycuycuu 2
1

22
1

2
1

2 211 ⇒+−=+⇒=++  xcyc 1
22

1 21 −= .

Обозначим cxcyc
c

21 22
2
1

+=⇒= .

Линейные уравнения

В задачах 54 (3954)–64 (3964) найти общие решения уравнений.

54 (3954). xyy 42 =+′ .

Решение
uvy = , vuvuy ′+′=′ ;  xuvvuvu 42 =+′+′ ; xvvuvu 4)2( =+′+′ ; =+ν′ v2

xev
v

dv 220 −=⇒−=⇒= ; dxxeduxeu xx 22 44 =⇒=′ − ; dxxeu x == ∫ 24

dxexeueqdqdxedxdZxZ xxxx =




 −=⇒



 ===== ∫ 2222

2
1

2
14

2
1,,,

cexe xx +−= 222 ; xcexuvy 212 −+−== .

R

M(x,y)

O xQ

у
α

α
α
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Уравнения первого порядка

55 (3955). 
2

2 xxexyy −=+′ .

Решение

uvy = , vuvuy ′+′=′ ; 
2

2 xxexuvvuvu −=+′+′ ; 
2

)2( xxexvvuvu −=+′+′ ;
2

2202 xevdxx
v
dvxv

dx
dvxvv −=⇒−=⇒−=⇒=+′ ; xee

dx
du xx ⇒= −− 22

cxudxxdu +=⇒=
2

2
; 

2

2

2
xecxy −











+= .

56 (3956). 121
2 =−+′ y

x
xy .

Решение

uvy = , vuvuy ′+′=′ ; 121
2 =−+′+′ uv

x
xvuvu ; 121

2 =




 −+′+′

x
xvuvu ;

xx exvexvdx
x

x
v
dvv

x
xv /12/12

22 lnlnln21021 =⇒+=⇒−−=⇒=−+′ ;

∫
−

=⇒=⇒=′
2

/1

/12
/12 1

x
dxeu

ex
dxduexu

x

x
x ; ce

x
deu xx +=





 −= ∫ −− /1/1 1 ;

2/12 xecxy x += .

57 (3957). ( ) ( )222 121 xxyyx +=−′+ .

Решение

uvy = , 2
2 1

1
2 xuv

x
xvuvu +=

+
−′+′ ; 2

2 1
1

2 xv
x
xvuvu +=







+
−′+′ ;

( ) 22
22 11lnln

1
20

1
2 xvxvdx

x
x

v
dvv

x
xv +=⇒+=⇒

+
=⇒=

+
−′ ;

( ) cxudxduxxu +=⇒=⇒+=+′ 22 11 ; ( )( )cxxy ++= 21 .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

58 (3958). xyy cos=+′ .

Решение

uvy = , ( ) xvvuvuxuvvuvu coscos =+′+′⇒=+′+′ ; 
dx
dvvv =⇒=+′ 0

xevxvv −=⇒−=⇒−= ln ;  dxxeduxeu xx coscos =⇒=′ − ;

∫ == Idxxeu x cos ; 








==
==

xvdxedu
dvdxxue

x

x

sin,
,cos,

11

11 ; ∫ =−= dxxexeI xx sinsin

−+=







−==
=== xexe

xvdxedu
dvdxxue xx

x

x
cossin

cos,
,sin,

22

22 ( xucI +=⇒+ sin
2
1

1

) cex x ++cos ; ( ) xcexxy −++= cossin
2
1

.

59 (3959). mxeayy =+′ .

Решение

uvy = , ( ) mxmx eavvuvueauvuvvu =+′+′⇒=+′+′ ; 
v
dvavv −=⇒=+ 0

axevaxvdxa −=⇒−=⇒−= ln ; ( ) ( ) ce
am

udxedu xamxam +
+

=⇒= ++ 1

(при am −≠ ).

Если am −≠ , то axmx cee
am

y −+
+

= 1 . Если am −= , то и = х + с

и ( ) mxecxy += .

60 (3960). ( ) 062 2 =−+ dyxydxy .

Решение

062 2 =−+ xy
dy
dxy ; uvx = , vuvuxy ′+′=′ ; 

2
3 yuv
y

uvvu −=−′+′ ;

2
3 yv
y

vuvu −=





−′+′ ; 3ln3ln303 yvyvdy

yv
dvv

y
v =⇒=⇒=⇒=−′ ;
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Уравнения первого порядка

c
y

udy
y

duyyu +=⇒−=⇒−=′
2
1

2
1

2 2
3 ; 3

1
2

2
1 ycyx +=  или

32 2 суху =−  ( )1cc −= .

61 (3961). 22
1

yx
y

−
=′ .

Решение

dy
dxyx =− 22 ; 22 yx

dy
dx −=− ; uvx = , uvvux ′+′=′ ; ( ) 22 yvvuvu −=−′+′ ;

yevyvdy
v
dvvv 22ln202 =⇒=⇒=⇒=−′ ; ⇒−=′ 22 yeu y

dyyeye
evdyedv

dyyduuy
dyeyu yy

yy
y =−=

















−==

==
=−= −−

−−
− ∫∫ 222

2
1

2
1

11
2

22

2
1

2
1,

,2,

ceyeey yyy +++= −−− 2222

4
1

2
1

2
1

; 














−==

==
−− yy evdyedv

dyduyu
2

2
2

2

22

2
1,

,,
;

yceyyx 22

4
1

2
1

2
1 +++= .

62 (3962). 
xyyy

yy
−+

=′
ln2

.

Решение

1ln2 ++−= y
y
x

dy
dx

; uvx = , vuvux ′+=′ ' ; 1ln2 ⇒+=+′+′ y
y

uvuvvu

1ln2 +=





+′+′ y

y
vvuvu ; 

y
v

y
dy

v
dv

y
v

dy
dv

y
vv 10 =⇒−=⇒−=⇒=+′ ;
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

∫ ∫ ++=⇒+=′ cdyydyyyuyyyu ln2ln2 ; 





==− ,,ln 111 dv

y
dyduyu






==

2
,

2

1
yvydy ; ∫ +=++−= cyycydyyyyu ln

2
ln 2

2
2 ; 

y
cyyx += ln .

63 (3963). ( ) ( ) xexyyx 21+=−′ .

Решение

uvy = , vuvuy ′+′=′ ; xe
x
xuvuvvu

21+=−′+′ ; ( ) xe
x
xvvuvu

21+=−′+′ ;

xevxvdx
v
dvvv =⇒=⇒=⇒=−′ ln0 ; xx e

x
xeu

21+=′ ; 
x
xu

21+=′ ;

cxxudx
x
xdu ++=⇒+=

2
ln1 22

; 









++= cxxey x

2
ln

2

.

64 (3964). ( ) ( ) ( ) 0=ϕ′ϕ−ϕ′+′ xxxyy ,  где ( )xϕ  – заданная функция.

Решение
uvy = , ( ) ( ) ( ) 0=ϕ′ϕ−ϕ′+′+′ xxxuvuvvu ; ( )( ) ( )xxvvuvu ×ϕ=ϕ′+′+′

( )xϕ′× ; ( ) ( ) ( ) ( )∫ ϕ−=ϕ′−=⇒ϕ′−=⇒=ϕ′+′ xdxxvdxx
v
dvxvv ln0 ;

( )xev ϕ−−= ; ( ) ( ) ( )xxeu x ϕ′ϕ=′ ϕ− ; ( ) ( ) ( ) =ϕ′ϕ=∫ ϕ x dxxxeu

( ) ( )
( ) ( )[ ] ( ) =













=ϕ=

ϕ=ϕ=
= ϕϕ xx evxdedv

dxxduxu

11

11

,

,',
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −ϕ=ϕ′−ϕ ϕϕϕ exdxxeex xxx

( ) +− ϕ ce x ; ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ceexey xxx +−ϕ= ϕϕϕ− ; ( ) ( )xcexy ϕ−+−ϕ= 1 .
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Уравнения первого порядка

В задачах 65 (3965)–68 (3968) найти частные решения уравнений.

65 (3965). xxyy sec)(tg =−′ ; 00 ==xy .

Решение
uvy = , uvvuy ′+′=′ ; xxuvuvvu sectg =−′+′ ; ( )xvvuvu tg =−′+′

xsec= ; 
x

vdxx
v
dvxvv

cos
1tg0tg =⇒=⇒=−′ ; du

xx
u =⇒=′

cos
1

cos
1

cxudx +=⇒= ; 
x
cxy

cos
+= ;  при х = 0  у = 0 ⇒  0 = с; 

x
xy

cos
= .

66 (3966). 0=−+′ xeyyx ; by ax == .

Решение

uvy = , 
x

e
x
yy

x
=+′ ; 

x
e

x
uvuvvu

x
=+′+′ ; 

x
e

x
vvuvu

x
=





 +′+′ ; 

x
vv =+′

x
v

x
dx

v
dv 10 =⇒−=⇒= ; ceudxedu

x
e

x
u xx

x
+=⇒=⇒=′ 1 ; 

x
cey

x += .

При  х = а   у = b ⇒  b = a
a

eabc
a

ce −=⇒+
; x

eabey
ax −+= .

67 (3967). x
x

yyx =
+

−′
1

; 01==xy .

Решение

( ) 1
1

=
+

−′
xx
yy ; uvy = , uvvuy ′+′=′ ; ( ) 1

1
+′⇒=

+
−′+′ uvu

xx
uvuvvu

( ) 1
1

=





+

−′+
xx
vvu ; ( ) ( )1

0
1 +

=⇒=
+

−′
xx
dx

v
dv

xx
vv ; ∫ ∫ −=

x
dx

v
dv
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

∫ +−=⇒
+

− 1lnlnln
1

xxv
x
dx ; 

1+
=

x
xv ; du

x
x

dx
du 1

1
=⇒=

+
⋅

dx
x

x 1+= ; cxxu ++= ln ; ( )cxx
x

xy ++
+

= ln
1

.

При 1=x  у = 0 ⇒ ( ) 11
2
10 −=⇒+= cc ; ( )1ln

1
−+

+
= xx

x
xy .

68 (3968). ( ) ( )dttxtxdxtt 2221 −+=+ ; 
41
π−==tx .

Решение

( ) 2221 txtxxtt −+=′+ ;  uvx = , uvvux ′+′=′ ; ( )( )21 uvvutt =′+′+

( ) 221 ttuv −+= ; 21 t
t

t
vvuvu

+
−=





 −′+′ ; tv

t
dt

v
dv

t
vv =⇒=⇒=−′ 0 ;

∫ ∫ +−=⇒+
+

−=⇒
+

−=′ ctuc
t

dtdu
t

ttu arctg
11 22

; ( )tctx +−= arctg .

При 1=t   0
444

=⇒+π−=π−⇒π−= ccx ; ttx arctg−= .

69 (3969). Пусть у1 и у2 – два различных решения уравнения

( ) ( )xQyxpy =+′ .

а) Доказать, что ( )121 yycyy −+=  является общим решением того
же уравнения (с – константа).

б) При каком соотношении между постоянными α и β линейная ком-
бинация α у1 + β у2 будет решением данного уравнения?

в) Доказать, что если у3 – третье частное решение, отличное от у1

и у2, то отношение 
13

12
yy
yy

−
−  – постоянное.

Решение
Если у1 и у2 – два различных решения дифференциального уравнения
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Уравнения первого порядка

( ) ( )xQyxPy =+′ ,                                   (1)

то ( ) ( )xQyxPy =+′ 11 ; ( ) ( )xQyxPy =+′ 22 .

 а) Докажем, что ( )121 yycyy −+=  – общее решение того же урав-
нения (1):

( )121 yycyy ′−′+′=′ ; ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ⇒=−++′−′+′ xQyycyxPyycy 1211121

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )xQyxPycyxPycyxPy =+′−+′++′ 112211 ; ( ) ( )xQcxQ −+

( ) ( ) ( ) ( )xQxQxQxQc =⇒=− .
б) При каком соотношении между постоянными α и β линейная

комбинация α у1 + β у2 будет решением уравнения (1)?
Если у = α у1 + β у2, то 21 yyy ′β+′α=′ . Подставим у и у ′ в диффе-

ренциальное уравнение (1):

( ) ( ) ( )xQyxPyxPyy =β+α+′β+′α 2121 ; ( )[ ] [yyxPy +′β++′α 211

( ) ] ( )xQyxP =+ 2 ; ( ) ( ) ( ) 1=β+α⇒=β+α xQxQxQ .

в) Доказать, что если у3 – третье частное решение, отличное от у1

и у2, то отношение 
13
12

yy
yy

−
−  – постоянное.

Пусть 
13

12
yy
yyy

−
−= . Докажем, что у ′ = 0, т. е. у = const.

Действительно, ( ) ( )xQyxPy =+′ 11 , ( ) ( )xQyxPy =+′ 22 ,

( ) ( )xQyxPy =+′ 33 ; 
( )( ) ( )( )

( )
=

−
−′−′−−′−′

=′
2

13

12131312

yy
yyyyyyyy

y

( )( )( ) ( )( )( )
( )

.02
13

12131312 =
−

−−−−−
=

yy
yyyyxPyyyyxP

70 (3970). Доказать тождество ∫∫ −− =
x

Z
x

xZZx dZeedZe
0

4/

0

4/ 222
, составив

для функции ( ) ∫ −=
x

ZZx dZexI
0

2
 дифференциальное уравнение и решив его.
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Решение

( ) ∫ −=
x

ZZx dZexI
0

2
. Формула дифференцирования интеграла, зависящего

от параметра, имеет вид

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )( ) ( )( )

dx
daZxaf

dx
dbZxbfdZZxfdZZxf

xb

xa

x

x

xb

xa

,,,, −+′=
′

















∫∫ .

При а = 0, b = x

( ) 1
0

2

+=′ ∫ −
x

ZZx dZZexI .

Проинтегрируем последнее равенство по частям: ueZx = ,

dZexdu Zx= , dvdZZe Z =− 2
, 

2

2
1 Zev −−= . Тогда ( )

2
1

0

2

+−=′ −eexI xZZx

( ) ( ) 1
2

1
2
1

0

2

+=′⇒++ ∫ − xIxxIdZex
x

ZZx ; ( ) ( ), ⇒′+′=′= uvvuxIuvxI

1
2

1
2

=




 −′+′⇒=−′+′ vxvuvuuvxuvvu ; 

2
0

2
1 dxx

v
dvvv ⇒=⇒=−′

4/
2

2

4
ln xevxv =⇒= ; ∫∫ −−− ==⇒=

x
Z

x
xx dZedxeudxedu

0

4/

0

4/4/ 222
;

( ) ∫ −==
x

Z dZeeuvxI
0

4/4/ 22х .

71 (3971). Найти линию, у которой начальная ордината любой касатель-
ной на две единицы масштаба меньше абсциссы точки касания.
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Решение

По условию 2−= xOK . Из ( )
x
xy

KN
MN

KMN 2tg −−==α⇒∆ ;

xx
yy 21+−=′ ;                                        (*)

uvy = ; uvvuy ′+′=′ ; 12 −=−′+′
xx

uvuvvu ;

12 −=




 −′+′

xx
vvuvu ; 

x
dx

v
dv

x
vv ⇒=⇒=′

xv = ; dx
xx

du
x

xu 




 −=⇒−=′ 1212

2 ;

cx
x

u +−−= ln2 ; 2ln −−== xxcxuvy .

Примечание. Можно исходить из уравнения касательной yY =−

( )xXy −′= .
При 0=X   2−= xY .Тогда yxyx ′−=− 2 , т. е. приходим к уравне-

нию (*).

72 (3972). Найти линию, у которой площадь прямоугольника, построен-
ного на абсциссе любой точки и начальной ординате касательной в этой
точке, есть величина постоянная (= а2).

Решение
По условию 2aADABS ABCD == .
Уравнение касательной в точке M(x; y) имеет

вид yY −  )( xXy −′= . При 0=X   xyyABY ′−== ,
xAD = .

Значит, ( ) xxyya ′−=2 .

Если ( ) 0>′− xxyy , то 22 xyyxa ′−= ; UVy = ,

VUVUy ′+′=′ , VUxVUxxUVa ′−′−= 222 ;

у

xА

M (x,y)

D

C..
.

В.

у

x
Q

x

α
M (x,y)

K

O
α

N
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

VUxVxVxUa ′−′−= 222 )( ;  xV
x

dx
V
dVVxVx =⇒=⇒′= 2 ;

C
x

aU
x
dxadU

dx
dUxa +=⇒−=⇒−= 2

2

3

2
32

2
; 

x
aCxy
2

2
+= .

Если 0)( <′− xxyy , то 22 xyyxa ′+−= .

Аналогично получаем xV = , C
x

aU +−= 2

2

2
.

Итак, x
aCxy
2

2
±= .

73 (3973). Найти линию, для которой площадь треугольника, образован-
ного осью абсцисс, касательной и радиус-вектором точки касания, по-
стоянна (= а2).

Решение

По условию ONMPSOMN 2
1= . Тогда yMP = , PNOPON += ,

( ) y
yyPN
′

=
α−π

=
tg

, xOP = , 
y
yxON
′

−= ,  
dy
dxyxya 222 −= .

 Если 02 >−
dy
dxyxy , то xyxya ′−= 222 ; UVx = , UVVUx ′+′=′ ;

)(2 22 UVVUyUVya ′+′−= ; ( ) VUyVyyVUa ′−′−= 2222 ; VyyV =′− 2

yV
V
dV

y
dy =⇒=⇒=′ 0 ; dUUya =⇒=′+ 32 02

C
y
aU

y
dya +=⇒−= 2

2

3
22 ; 

y
aCyx

2
+= .

Если 02 <−
dy
dxyxy , то xyxya ′+−= 222 .О

у

x

α

M (x,y)

Р
..
N
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Уравнения первого порядка

Аналогично, применив подстановку UVx = , получим yV = ,

C
y
aU +−= 2

2
, 

y
aCyx

2
−= .

Таким образом, y
aCyx

2
±= .

74 (3974). Точка массой, равной m, движется прямолинейно; на нее
действует сила, пропорциональная времени (коэффициент пропорциональ-
ности равен k1), протекающему от момента, когда скорость равнялась
нулю. Кроме того, на точку действует сила сопротивления среды, про-
порциональная скорости (коэффициент пропорциональности равен k).
Найти зависимость скорости от времени.

Решение
По условию

PRFWm ++= ,                                    (1)

где itkF 1= ; VkR −=  ( i -орт).
Проектируем (1) на ось х-ов:

xxxx PRFmW ++= ,

где 
dt

dVW x
x = , tkFx 1= , 0=xP , xx kVR −= , VVx = .

Итак, kVtk
dt
dVm −= 1 , pqV = , qpqpV ′+′=′ , qmpqpm =′+′

tkkqqmpqpmkpqtk 11 )( =+′+′⇒−= ,  kqqm −=′ , kq
dt
dqm −= ,

t
m
k

eq
−

= , tke
dt
dpm

t
m
k

1=
−

, ∫= dtte
m
kp

t
m
k

1 ,

V

Fі

PM
R

x
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

















==

==
t

m
kt

m
k

e
k
mVdtedV

dtdUtU

11

11

,

,,
; Ce

k
k

k
met

k
kp

t
m
kt

m
k

+⋅−= 11 ; 





−= t

k
kV 1







+−

− t
m
k

eC
k
k

k
m

1
.

При t = 0   V = 0 2
1

k
mkC =⇒ ; 












+−=

− t
m
k

e
k
m

k
mt

k
kV 1 .

75 (3975). Точка массой, равной m, движется прямолинейно; на нее дей-
ствует сила, пропорциональная кубу времени, протекшего с момента,
когда скорость была V0 (коэффициент пропорциональности равен k). Кро-
ме того, точка испытывает противодействие среды, пропорциональное
произведению скорости и времени (коэффициент пропорциональности
равен k1). Найти зависимость скорости от времени.

Решение

По условию PRFWm ++= ; iktF 3= , tVkR 1−= ; xx FmW +=

xx PR ++ , 3tkFx = , VtkRx 1−= , 0=xP .

Итак, tVktk
dt
dVm 1

3 −= , pqV = ,

qpqpV ′+′=′ , ( ) 3
1 tktqkqmpqpm =+′+′ ,

2
ln

2
1

1
t

m
kqdttk

q
dqm ⋅−=⇒−= .

Обозначим a
m

k =
2

1 . Тогда 2ateq −= ; 32

kte
dt
dpm at =− ;

 =







=
=== ∫ at

dtatdz
zatdtet

m
kp

2
3

2
,2

 ==∫ ∫ zz dzze
ma

k
a

dz
a
ze

m
k

222

V
F

PM x
і R
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







==

==
= zz eVdzedV

dUdzUz

11

11

,
,,

 C
ma

ek
am
etkC

ma
ek

ma
ezk atatzz

+−=+−= 2

2

22 2222

22

; V =

2

2

2

22
atCe

ma
k

am
kt −+−= .

При t = 0  V = V0 ⇒  
k
kmV

ma
kVCC

ma
kV =+=+=⇒+−= 2

1
02020

2
22

bV += 0 , где 2
1

2
k
kmb = .

Итак, ( ) ( ) ( ) ( )11
2

2
0

2
20

22

−++=−++= −− atbebVat
ma

kebVV atat .

76 (3976). Начальная температура тела θ0°С равна температуре окру-
жающей среды. Тело получает тепло от нагревательного прибора (ско-
рость подачи тепла является заданной функцией времени: cϕ(t), где c –
постоянная теплоемкость тела). Кроме того, тело отдает тепло окружа-
ющей среде (скорость охлаждения пропорциональна разности между
температурами тела и среды). Найти зависимость температуры тела
от времени, отсчитываемого от начала опыта.

Решение

)()( 0θ−θ−ϕ=θ ktc
dt
d ; θ = UV, θ' = U' V + UV', U' V + UV' + UVk =

= c ϕ (t) + θ0 k ; V' + Vk = 0, dtk
V
dV −= , ∫−=

t

dtkV
0

ln  ⇒  V = e – kt ;

)()()(
000

00 dtetcdtekdtetcUktce
dt

dU
t

kt
t

kt
t

ktkt +ϕ=θ+ϕ=⇒θ+ϕ= ∫∫∫−

;10 сekt +θ+  ∫ −− +θ+ϕ==θ
t

ktktkt ecdteteUV
0

10)(с .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

При 0=t   010 =⇒θ=θ c ; ∫ϕ=θ−θ −
t

ktkt dtetce
0

0 )( .

Решить задачи 77 (3977)–78 (3978), учитывая, что если переменный
электрический ток i = і (t) течет по проводнику с коэффициентом ин-
дуктивности L и сопротивлением R, то падение напряжения вдоль про-

водника будет равно  Ri
dt
diL + .

77 (3977). Разность потенциалов на зажимах катушки равномерно падает
от E0 = 2 В до E1 = 1 В в течение 10 с. Каков будет ток в конце десятой

секунды, если в начале опыта он был 16
3
2

 A? Сопротивление катушки

0,12 Ом, коэффициент индуктивности 0,1 Гн.

Решение

Закон падения напряжения вдоль проводника имеет вид Ri
dt
diLE = ,

)(tEE = , E = E0 + kt. Используем начальное условие: 1021 ⇒⋅+= k
1,0−=k .

Итак, ( )t
L

i
L
R

dt
diRi

dt
diLt 1,0211,02 −=





+⇒+=− ; R = 0,12 Ом;

L = 0,1 Гн. Следовательно, i' + 1,2 i = 20 – ti = UV i' = U' V + V' U, U' V +

+ U(V'  + 1,2V) = 20 – t; teVdt
V
dVVV 2,12,102,1 −=⇒−=⇒=+′ ; =′ −eU t2,1

∫ +−=⇒−= CdtetUt t2,1)20(20 ; [ ,,20 2,1
11 dtedVUt t==−  dU1 = – dt,

]teV 2,1
1 2,1

1= ; CeetU
t

t ++−= 2

2,1
2,1

2,12,1
20

; tCeti 2,1

44,1
1

2,1
20 −++−= .

При t = 0  6,0
3
216 −=⇒= Ci ; teti 2,16,0

44,1
1

2,1
20 −++−= .
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При t = 10 с  aei 03,96,0
44,1
1

2,1
10 12 =−+= − .

78 (3978). Найти ток в катушке в момент t, если сопротивление ее R,
коэффициент индуктивности L, начальный ток  i0 = 0, электродвижущая
сила меняется по закону E = E0 sin ω t.

Решение

Ri
dt
diLtE +=ωsin0 ;  i = UV,  i' = U' V + V' U;  LU' V + U(LV' + RV) =

= E0 sin ω t;  
t

L
R

eVRVVL
−

=⇒=+′ 0 ;  =⇒′=ω
−

UeULtE
t

L
R

sin0

∫ ω= dtet
L

E t
L
R

sin0 =
















==

ωω=ω=
= t

L
Rt

L
R

e
R
LVdtedV

dttdUtU

11

11

,

,cos,sin






×e

R
L

L
E t

L
R

0

=





ωω−ω× ∫ dtte

R
Lt

t
L
Rt

cossin





−ωω−ω te

R
Lte

R
L

L
E t

L
Rt

L
R

cossin 2

2
0






ωω− ∫ dtte

R
L t

L
R

sin2

22
;  

















==

ωω−=ω=
t

L
Rt

L
R

e
R
LVdtedV

dttdUtU

22

22

,

,sin,cos
;

∫ +











ωω−ω=

ω+
=ω Ct

R
Lte

R
L

LR
Rdtte

t
L
Rt

L
R

cossinsin 2

2

222

2
;

C
L
Et

R
Lte

RLR
REU

t
L
R

0
2222

2
0 cossin1 +












ωω−ω

ω+
= ;  

wLR
Ei ×
+

= 222
0

( ) Ce
L

EtLtR
t

L
R−

+ωω−ω× 0cossin .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

При t = 0  222

2
0

ω+
ω=⇒=

LR
LCi ,













ωω−ω+ω

ω+
=

−
tLtReL

LR
Ei

t
L
R

cossin222
0 .

Разные задачи
(уравнения с разделяющимися переменными,

однородные и линейные)

79 (3979). 2

22

x
yxyxy ++=′ .

Решение
2

1 




++=′

x
y

x
yy , U

x
y = , y' = xU' + U; 

dx
dUxUUUUx =⇒++=+′ 21

x
dx

U
dUU =
+

⇒+= 2
2

1
1 ; Ue

C
xxCU arctg

1
1

1lnarctg =⇒= , C
C

=
1

1
,

x
y

Cex
arctg

= .

80 (3980). x2 dy + (3 – 2xy) dx = 0.

Решение
x2y' + 3 – 2 xy = 0, y = UV,  y' = U' V + V' U; x2U' V + x2UV' – 2xUV +

+ 3 = 0 ⇒  x2 U' V + U (V' x2 – 2xV) + 3 = 0, V' x2 – 2xV = 0 
V
dV =⇒

22lnln2 xVxV
x
dx =⇒=⇒= , U

x
dxdU

dx
dUx =⇒−=⇒=+ 4

4 303

C
x

+= 3
1

, 
x

Cxy 12 += .
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Уравнения первого порядка

81 (3981). ( ) ( )221 xxyyxx +=+′1 + 2 .

Решение

( )
2

2
1

1
x

xx

yy +=
+

+′ , y = UV, UVVUy ′+′=′ ; ( )21 xx

UVUVVU =
+

+′+′

( )
2

2
2 1

1
1 x

xx

VVUVUx +=






+
+′+′⇒+= , 

( ) V
dV

xx

VV =⇒=
+

+′ 0
1 2

( )
dx

xx
x

xx

dx





 −

+
=

+
−= 1

11
22

, ( )∫ ∫ ∫ =⇒−
+
+= V

x
dx

x
xd

V
dV ln

1
1

2
1

2

2

( ) +=⇒−+=
x

xVxx 1ln1ln
2
1 2

2 ; dUx
x

x
dx
dU 2

2
11 =⇒+=+⋅

dxxx 21+= , ( ) ( )∫∫ =++=+= xdxdxxxU 11
2
11 22/122

( )
+

+
= C

x
3

1
32

; ( )
x

xC
x
xUVy

222 1
3

1 +++== .

82 (3982). 
x

yy 1+=′ .

Решение

cxy
x

dx
y
dy

x
y

dx
dy ln1ln

1
1 =+⇒=

+
⇒+= ; 1−= Cxy .

83 (3983). 
)1(

1
2

2

xxy
yy

+
+=′ .
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Решение

( ) ( ) ∫ ∫ 






+
−=

+
⇒

+
=

+
⇒

+

+= dx
x

x
xy

dyy

xx

dx
y

dyy

xxy

y
dx
dy

22222

2

1
1

1111

1
;

( ) ( )2
1

2 1ln
2
1ln1ln

2
1 xxCy +−=+ ; ( )(2

2
12 11

1
1 x

x

Cxy ++⇒
+

=+

) 22 Cxy =+ , где 2
1CC = .

84 (3984). 0)75()108( =+++ dyxydxxy .

Решение

xy
xyy

75
108

+
+−=′ ; 

75

108

+

+
−=′

x
y
x
y

y ; y = xU, UUxy +′=′ ; =+′ UUx

UUUU
dx
dUx

U
U 75108)75(

75
108 2 −−−−=+⇒

+
+−= ; =+ )75( U

dx
dUx

x
dxdU

UU
UUU ⇒=

++
+⋅−⇒−−−=

23
75

5
110155 2

2

x
dxdU

UU

U
−=

++

+

23
5
7

2 ; 
( )

∫ ∫ −
++
++=

++

−+
2

2

2 23
23

2
1

23
10
1

2
1)32(

UU
UUd

dU
UU

U

∫ =






−





 +

− 22

2
1

2
310

1

U

dU
=

−−

++
⋅+++

2
3

2
1

2
3

2
1

ln

2
12

1
10
123ln

2
1 2

U

U
UU

x
C

U
UUU

U
UUU 11022 ln

1
223ln

1
2ln

10
123ln

2
1 =

+
+++=

+
++++= ;
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Уравнения первого порядка

( ) 10
1

5221
102

2 223
1

2
23 C

xy
xyxxyy

x
C

x
y
x
y

x
y

x
y =

+
+++⇒=

+

+
++ ;

( ) ( )[ ] 2
522 222 C

xy
xyxxyxyy =

+
++++ , где 10

12 CC = ; [ (2)( yxxyy +++

] 2
55

2
5 2)()2(2) C

xy
xyxyxyC

xy
xyx =

+
+++⇒=

+
++ ; xyxy =++ 64 )2()(

CxyxyC =++⇒= 32
2 )2()( , где 2CC = .

85 (3985). )( 223 xyyyx +=′ .

Решение

x
y

x
yy +





=′

3
; U

x
y = . Тогда UxUy +′=′ ; 3

3

U
dUUUUxU =⇒+=+′

2

2

2
112 ln

2
1 y

x

exCxC
Ux

dx −
=⇒=−⇒=  или 

2

2

2 y
x

Cex
−

= , где 
1

1
C

C = .

86 (3986). 
x
y

x
yyx tg=−′ .

Решение

x
y

x
yy tg=−′ ; U

x
y = , UUxy +′=′ ; dx

dUxUUUUx =⇒=−+′ tg

x
dx

U
dUU =⇒=
tg

tg ; Cx
x
yCxU =⇒= sinlnsinln .

87 (3987). 0coscos =+




 − dy

x
yxdx

x
yyx .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Решение

0coscos1 =⋅+−
dx
dy

x
y

x
y

x
y , U

x
y = , UxUy +′=′ ; UUU ×+− coscos1

x
dxUdUUxUU −=⇒=+′× cos0)( ; Cx

x
yCxU =+⇒=+ lnsinlnsin .

88 (3988). yeey xx −=′ 2 .

Решение
UVy = , UVVUy ′+′=′ ; xx eUVeUVVU 2=+′+′ ; VUVU ( +′+′

xx eVe 2) =+ ; 
xexxx eVeVdxe

V
dVVeV −=⇒−=⇒−=⇒=+′ ln0 ;

dxeedUeeU
xx exxe 22 =⇒=′ − ; ∫ ∫ −=== zzex zedzzedxeeU

x2

∫
















==

==

=

==
=+− zz

x
z

eVdVdze

dzdUUz

z
dzdx

zxze
Cdze

11

11

,

,,,ln,
Czez =+−= )1(

Cee xex

+−= )1( ; 
xex CeeUVy −+−== 1 .

89 (3989). 
xyy

dy
yxyx

dx
−

=
+− 222 2

.

Решение

xyy
yx

dy
dx

xyy
yxxyy

dy
dx

−
−+=⇒

−
−+−= 2

22

2

222

2
1

2
)()2(

, U
y
x = , uuyx +′=′ ;

132)2(
2

11 2
2

+−=−′⇒
−

−+=+′ UUUyU
U

UUUy ; dU
UU

U
132

2
2 =

+−
−

y
dy

UU

dUU
y

dy 2

2
1)1(

)2( =





 −−

−⇒= ; 2

2
11

2
1)1(

2 =⇒
−

+
−

=





 −−

− A
U

B
U

A

UU

U ,
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Уравнения первого порядка

3−=B ; 3
1

2
2

13
22

2
1
)1(ln

2
1

1ln)1(lnln






 −

−=⇒+






 −

+−=
U

CUyC
U

Uy ;

Cyxyxy )()2( 3 −=− , где 18CC = .

90 (3990). 
yyxdx

dy
2sincos

1
+

= .

Решение

yyx
dy
dx 2sincos += , UVx = , UVVUxy ′+′=′ ; yUVUVVU cos =−′+′

yyVVUVUy 2sin)cos(2sin =−′+′⇒= ; 
V
dVyVV 0cos =⇒=−′

yeVyVdyy sinsinlncos =⇒=⇒= ; dUyye
dy
dU y cossin2sin =⇒=

dyyye y cossin2 sin−= ; === ∫ ∫ −− zy dzzedyyyeU sin 2cossin2









−==

==
=== −− zz eVdVdze

dzdUUz
dzdyyzy

11

11

,
,,

cos,sin dzeze zz =+−= −− ∫ )(2

CyeCze yz ++−=++−= −− )1(sin2)1(2 sin ; yCeyUVx sin)1(sin2 ++−== .

91 (3991). ( ) 02 22 =+−− dxydyyxyx .

Решение

02 22 =′+−− xyyxyx , UVx = , UVVUx ′+′=′ ; ( 22 VyUVUy +′+′

) 2)21( yyV =−+′ ; V
y

dyy
V
dVyVVy 2

2 ln)12()12( =⇒−=⇒−=′
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

yyy eyeV
y

y /12/1ln 21ln2 ==⇒+= + ; =⇒= dUyey
dy
dUy y 2/122

∫ +=





−=⇒= −−− Ce

y
deU

y
dye yyy /1/1

2
/1 1 ; ( )yCeyx /12 1+= .

92 (3992). xxxyy cossincos =+′ .

Решение
UVy = , UVVUy ′+′=′ ; xxxUVUVVU cossincos =+′+′ ;

xxxVVUVU cossin)cos( =+′+′ ; dxx
V
dVxVV cos0cos ⇒−=⇒=+′

xeV sin−= ; dxxxedUxxe
dx
dU xx cossincossin sinsin =⇒=− ;

=== ∫∫ dzzedxxxeU zx cossinsin 



== dxxzx cos,sin

=



==

==
= zz eVdVdze

dUdzUz
dz

11

11

,
,,

CxeCze xz +−=+− )1(sin)1( sin ;

xCexUVy sin1sin −+−== .

93 (3993). 1)1()1( ++=−′+ nx xenyyx .

Решение

UVy = , UVVUy ′+′=′ ; nx xe
x
nUVUVVU )1(

1
+=

+
−′+′ ; 

x
nVV

1
=

+
−′

nxVxnV
x

dxn
V
dV )1(1lnln

1
0 +=⇒+=⇒

+
=⇒= ; xex

dx
dU xn +=+ ()1(

CeUdxedU xxn +=⇒=⇒+ )1 ; nx xCeUVy )1()( ++== .
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Уравнения первого порядка

94 (3994). dyxydxy )( 3 −= .

Решение

23 y
y
xxxyxy =+′⇒−=′ ; UVx = , UVVUx ′+′=′ ; 

y
UVUVVU =+′+′

22 y
y
VVUVUy =





+′+′⇒= ; V

y
dy

V
dV

y
VV ln0 =⇒−=⇒=+′

y
Vy 1ln =⇒−= ; 1

4
3

4
CyUy

dy
dU +=⇒= ; 1

3

4 y
Cyx ⇒+=

( )1
4 44 CCyCxy −==+ .

95 (3995). 0)(
2

=++−




 xy

dx
dyyx

dx
dy .

Решение

2
)()(

2
42 22 yxyxxyyxyxyx

dx
dy −±+=

−++±+
= .

а) Cxyx
dx
dy +=⇒=

2

2

;

б) 





==⇒=⇒=⇒=

1
1

1ln
C

CCeyxyCdx
y

dyy
dx
dy x .

96 (3996). Найти  общее решение дифференциального уравнения

( )2sincossin yxxxyy −=′ .

Решение

Обозначим zy =2 , zyy ′=′2 , 
2
zyy
′

=′ . Тогда xxxz (sincossin
2
1 −=′

xz
x
xzz cos2

sin
cos2) =+′⇒− ; UVz = , UVVUz ′+′=′ ; VUVU 


 +′+′
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

xV
x
x cos2

sin
cos2 =


+ ; Vdx

x
x

V
dVV

x
xV ln

sin
cos20

sin
cos2 =⇒−=⇒=+′

x
Vx 2sin

1sinln2 =⇒−= ; =⇒=⋅ Ux
xdx

dU cos2
sin

1
2

∫ += Cxdx )(sinsin2 2 ; CxU += 3sin
3
2 ; 

x
Cxy 2

2

sin
sin

3
2 += .

97 (3997). 2)( yxy +=′ .

Решение

Обозначим zyx =+ , zy ′=′+1 , 1−′=′ zy . Тогда 1 2

dx
dzzz =⇒=−′

)(arctgarctg12 yxCxzCxz +=+⇒=+⇒+= .

98 (3998). Убедиться в том, что интегральными кривыми уравнения
axxyyx =+′− )1( 2  являются эллипсы и гиперболы с центрами в точке

(0; а) и осями, параллельными координатным осям, причем каждая кри-
вая имеет одну постоянную ось, длина которой равна 2.

Решение

22 11 x
axy

x
xy

−
=

−
+′ ; UVy = , UVVUy ′+′=′ ; VUVU 


 +′+′

22 11 x
axV

x
x

−
=




−
+ ; =⇒

−
−=⇒=

−
+′ 22 ln

1
0

1
Vdx

x
x

V
dVV

x
xV

⇒−= 21ln
2
1 x

а) 21 xV −= ; б) 12 −= xV .
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Уравнения первого порядка

а) При −=⇒
−

=−⇒−= − dxxaxdU
x

axx
dx
dUxV 2/32

2
22 )1(

1
11

⇒ 1)(1
1

2

2
22

2
=−−⇒−+=⇒+

−
=

C
ayxxCayC

x

aU  – семейство

эллипсов с центром в точке (0; а).

б) При −−=⇒
−

−=−⇒−= xaxdU
x

axx
dx
dUxV 2

2
22 (

1
11

1)(1
1

)1 2

2
22

2
2/3 =−−⇒−+=⇒+

−
=⇒− −

C
ayxxCayC

x

aUdx  –

семейство гипербол с центром в точке (0; а).

В задачах 99 (3999)–102 (4002) найти частные решения уравнений,
удовлетворяющие начальным условиям.

99 (3999). 2=
′+
′−

yyx
yxy

; 11 ==xy .

Решение

2
1

=
′+

′−

y
x
y

y
x
y

; U
x
y = , xUUy ′+=′ ; 2

1 2 =
′++

−′−
xUUU

UxUU ; =+′ UxU )21(

( ) ⇒−=
+

+⇒+−=
x
dx

U
dUUU 2

1
)21(12 2

2 ( ) CxUU +−+−= 22 ln1lnarctg ;

( ) Cyx
x
y =++ 22lnarctg .

При x = 1 и y = 1  2ln
4

+π=C ; ( ) 2ln
4

lnarctg 22 +π=++ yx
x
y .

100 (4000). x
x

yy +=
−

−′ 1
1 2 ; 10 ==xy .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Решение

UVy = , UVVUy ′+′=′ ; x
x

VVUVU +=






−
−′+′ 1

1 2 ; 
x

VV ⇒=
−

−′ 0
1 2

x
xV

x
xV

x
dx

V
dV

−
+=⇒

−
+=⇒

−
=

1
1

1
1ln

2
1ln

1 2 ; x
x
x

dx
dU ⇒+=

−
+ 1

1
1

CdxxU +−=⇒ ∫ 21 ; dzzdxzx cos,sin == ; CdzzU =+= ∫ 2cos

CxxxCzzdzz +


 −+=++=+= ∫ 21arcsin
2
12sin

4
1

2
1)2cos1(

2
1 ;

x
xCxxx

x
xy

−
++


 −+

−
+=

1
11arcsin

1
1

2
1 2 .

При x = 0  y = 1 2=⇒ C ; 


 +−+
−
+= 21arcsin

1
1

2
1 2xxx

x
xy .

101 (4001). yx eyye =′+ )1( ; 00 ==xy .

Решение

∫∫ +
+

=⇒
+

= −−
111

C
e

dxdyye
e

dxdyye x
y

x
y ;















−
=

−==+

−==

==
−−

1

),1(ln,1

,

,,

11

11

z
dzdx

zxze

eVdVdye

dUdyUy x

yy ; ∫ =+− −− dyeye yy

∫ +
−

= 1)1(
C

zz
dz ; ∫ ∫ +−

−
=−− −−

1)1(
C

z
dz

z
dzeye yy ; )1( ye y =+− −

1
1ln C

z
z +−= ; ( )11

ln)1( CCC
z

zye y −=+
−

=+− ; ye y =+− )1(

C
e

e
x

x
++= 1ln .
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Уравнения первого порядка

При x = 0  и  y = 0 ⇒ 2ln1−=C ; 1
2

1ln)1( +−+=+− xeye
x

y .

102 (4002). 2523 xxyxy ++=′ ; 10 ==xy .

Решение

UVy = , UVVUy ′+′=′ ; ( ) 2523 xxVxVUVU +=−′+′ ; 23 VxV =−′

332 ln30 xeVxVdxx
V
dV =⇒=⇒=⇒= ; =⇒+= Uxxe

dx
dU x 253

∫ ∫∫ ++=++= −−− CdxxedxxeCdxxxe xxx 5225 333

)( ; ∫ −− −=
33

3
12 xx eex .

Второй интеграл берем по частям: 3
1 xU = , dxxdU 2

1 3= ;

dxxedV x 2
1

3−= ; 
3

3
1

1
xeV −−= . Тогда ∫ +−= −− 33

3
1 35 xx exdxxe

∫ 




 −=−=+ −−− 333

3
1

3
1

1
2 xxx eVedxex .

Итак, CxeU x ++−= − )2(
3
1 33

, 
3

)2(
3
1 3 xCexUVy ++−== .

При x = 0  и  y = 0
3
5

3
21 =⇒+−=⇒ CC ; )2(

3
1

3
5 33

+−= xey x .

103 (4003). Доказать, что только прямые y = kx и гиперболы xy = m
обладают следующим свойством: длина полярного радиуса любой их
точки равна длине касательной, проведенной в этой точке.

Решение

По условию MNOM = ; 22 yxOM += .
Уравнение касательной к кривой y = f (x) в точке M (x; y) имеет вид

)( xXyyY −′=− .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

При Y = 0 x
y
yX +
′

−= , т. е. 





+

′
− 0,x

y
yN ; 2

2

2
y

y
yMN +
′

= ;

yyxy
y
yyx ±=′⇒+
′

=+ 2
2

2
22 .

а) kxy
x

dx
y

dyyyx =⇒=⇒=′  – прямые;

б) x
my

x
dx

y
dyyyx =⇒−=⇒−=′  – гиперболы.

104 (4004). Найти линию, у которой длина нормали пропорциональна квад-
рату ординаты. Коэффициент пропорциональности равен k.

Решение
Уравнение нормали имеет вид

)(1 xX
y

yY −
′

−=− .

При Y = 0  xyyX +′= , 12222 +′=+′= yyyyyMN .

По условию 11 2222 −=′⇒=+′ ykykyyy ; ∫ =
−22 1yk

dy

∫ +=−+±⇒+= 1
22

1 1ln1 Cxykky
k

Cdx ;

Ckxeykky +=−+ 122  )( 1kCC = ; yk =−122

kye Ckx −= + ; )(222 21 CkxCkx kyeeyk ++ +−=−

( ))(22

2
1 CkxCkx ee
k

yyk +−+ +=⇒+ .

O

у

N

y = f (х)

М(х,у)

x

O

у

N

М(х,у)

x



59

Уравнения первого порядка

105 (4005). Найти линию, у которой любая касательная пересекается
с осью ординат в точке, одинаково удаленной от точки касания и от
начала координат.

Решение
По условию NMNO = . Уравнение касательной имеет вид

)( xXyyY −′=− .

При  X = 0  );0( yxyNyxyY ′−⇒′−= , yxyNO ′−= ,

222 yxxNM ′+= , 21 yxyxy ′+=′− ,

12)1(2
2

22222 =′−




⇒′+=′+′− y

x
y

x
yyxyxyxyy ,

U
x
y = , UxUy +′=′ ,  122 22 =′−− UUxUU ;

⇒=+⇒−=
+

⇒+−=′
x
CU

x
dx

U
dUUUxUU ln)1(ln

1
2)1(2 2

2
2  U =+ 21

Cxyx
x
C

x
yx

x
C =+⇒=+⇒= 22

2

22
.

106 (4006). Найти уравнение линии, пересекающей ось абсцисс в точке
x = 1 и обладающей таким свойством: длина поднормали в каждой точке
линии равна среднему арифметическому координат этой точки.

Решение

2
yxAP += , yyyAP ′=α= tg , yxyy +=′2 ,

x
yy

x
y +=′ 12 , U

x
y = , UxUy +′=′ , xUU +′2

x
dx

UU
dUUUU =

−+
⇒+=+ 2

2

21
212 ,

O

у

N
М(х,у)

x

Р

у

α
x

.
А

М(х,у)

O
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

∫ ∫=
−+

+




 −+−

x
dxdU

UU

U

221
4
1

4
1)14(

2 ; UU 21ln
2
1 2 +−+−

Cx
U

U
ln

4
1

4
3

4
1

4
3

ln
432

41 =
+−

−+

⋅⋅
⋅+ , xC

U

U
UU 1

2 ln6
1
2
1

ln21ln3 =
−

+
+−+− ;

( )
6

3221)1(
2
1

Cx
UUU

U
=

−+−

+
 )( 6

1CC = ( )
6

322

6

2)(2

)2( Cx
yxyxyx

xyx =
−+−

+⇒ .

При x = 1 и y = 0 
2
1=⇒ C ; )2()()()2( 33 ⇒+−−=+ yxxyxyyx

1)2()( 2 =+− yxxy .

107 (4007). Найти линию, у которой площадь трапеции, образованной
осями координат, ординатой произвольной точки и касательной в этой
точке, равна половине квадрата абсциссы.

Решение

По условию 2

2
1 xSOPMN = . Тогда xONyxxONy =+⇒=+ 2

2
1)(

2
1 ;

xLNy =+2 ; yxxxxLN ′−=α−=α−π=β= tg)(tgtg ; xyxy =′−2 ,

UVy = , UVVUy ′+′=′ ; VUxUV −′−2

xVUx =′− , xVUxVxVU =′−′− )2( ,

xVUxVxVU =′−′− )2( ;  
dx
dUx ⇒=− 12

C
x

U
x
dxdU +=⇒−= 1

2 ; 2Cxxy +=  – семей-

ство парабол.

α

Р

L

у

М(х,у)

O

N

x

β
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108 (4008). Найти линию, для которой площадь, заключенная между осью
абсцисс, линией и двумя ординатами, одна из которых постоянная, а другая
– переменная, равна отношению куба переменной ординаты к перемен-
ной абсциссе.

Решение

По условию ∫ =
x

a
x
ydxy

3
.  Дифференцируем обе части равенства по x:

y
x
y

x
yyxyyx

x
yxyyy ′=+⇒−′=⇒−′

= 3133
2

2
22

2

32
; U

x
y = ,

UxUy +′=′ , xUUUUxUUU ′=−⇒+′=+ 321331 222 ;

( )
xC

U
xCU

x
dx

U
dUU

1
4 32

1
2

2
21

1ln21ln
4
3

21
3 =

−
⇒=−−⇒=

−
;

( ) ( ) ⇒−=−⇒=
−

xyx
C

xC
yx

x 3222
4
1

44
1322

6
21

2

( ) 









=−=− C

C
Cxxy 4

1

2322 12 .

109 (4009). Найти линию, для которой площадь фигуры, ограниченной
осью абсцисс, двумя ординатами и дугой MM ′ этой линии, пропорцио-
нальна дуге MM ′ при любом выборе точек M и M ′.

Решение
По условию

∫ =
x

a

Skdxy , MMS ′= .                               (1)

От обеих частей (1) берем производную по x:

dx
dSky =  или ⇒=

−
⇒−=′⇒′+= dx

ky

dyk
k
yyyky

222

2
2 11
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( )kCkx eCeCkyyCxkyyk /
2

/
2

22
1

22 1ln ==−+⇒+=−+ ; ky 22 =−

kxkxkx eCyyeCyeC /
2

2/
2

/22
2 2

12 +=⇒+−=

kxe
C
k /

2

2

2
1 −⋅+  или 

2

// kxkx ebeay
−+=  – цепная

линия 









==

2

2

2 ,
C
kbCa .

110 (4010). Найти линию, для которой абсцисса центра тяжести криво-
линейной трапеции, образованной осями координат, прямой x = a и линией,
была бы равна 3а/4 при любом а.

Решение

Абцисса центра тяжести 

∫

∫
= a

a

c

dxy

dxxy

x

0

0 ,  где axc 4
3=  по условию.

После замены a на x в верхнем пределе интегрирования и диффе-
ренцирования имеем

xyxydxydxyxdxyx
x xx

=+⇒= ∫ ∫∫
0 00

4
3

4
3

4
3 .

Еще раз дифференцируем последнее равенство:

y
dy

x
dxyxyyxyyxyy =⇒′=⇒′+=′++ 22

4
3

4
3

4
3 ; 2Cxy =  –  параболы.

111 (4011). Найти линию, все касательные которой проходят через дан-
ную точку (х0; у0).

у

x

М

a x

 

 

 
 

 

  

M ′
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Решение
Уравнение  любой касательной  к искомой  линии есть yY =−

( )xXy −′= ; точка (х0; у0) принадлежит касательной. Тогда yy 0 =−

cxxyy
xx

dx
yy

dyxxy lnlnln)( 00
00

0 +−=−⇒
−

=
−

⇒−′= ;

)( 00 xxCyy −=− .

112 (4012). Найти линию, проходящую через начало координат, все нор-
мали к которой проходят через данную точку (х0; у0).

Решение

По условию ( )xX
y

yY −
′

−=− 1
, точка (х0; у0) принадлежит нормали.

Тогда dxxxyyxx
y

yy )()()(1
0000 −−=−⇒−

′
−=− ; 

2
)( 2

0yy =−

22
)( 2

0 cxx
+

−
−= ; )(2 00

22 yyxxyx +=+  – уравнение окружности с

центром в точке (х0; у0).

113 (4013). Какая линия обладает следующим свойством: угол, составля-
емый c осью Ox касательной к линии в любой ее точке, вдвое больше
угла, который составляет с той же осью полярный радиус точки касания.

Решение

x
y=αtg , y′=βtg ; 

x
yarctg=α , y′=β arctg ; 

x
y =⇒β=α arctg22

y′= arctg ; y
x
y ⇒′=





 )arctg(tgarctg2tg

y

x
y

x
y

′=





−








arctgtg1

arctgtg2

2
 или y

x
y
x
y

′=
− 2

2
1

2
. α

M (x,y)

β
K xО

у
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Пусть U
x
y = , UxUy +′=′ , UxU

U
U +′=

− 21
2

, )1( 2UxU =−′

)1( 2UU += ; ∫ ∫=
+

−
x

dxdU
UU

U
)1(

1
2

2
; 22

2

1)1(
1

U
CBU

U
A

UU
U

+
++=

+
− ;

CUBUAUAU +++=− 2221 ; 

1

2,0

,1

0

2

=

−=⇒=

−=+

AU

BCU

BAU

;

∫ ∫ ∫ +=
+

− C
x

dx
U
dUU

U
dU ln

1
2

2 ; ( ) CxUU ln1lnln 2 =+− ; 

2

2
1

x
y
x
yC

=
+

22
22 1 yxCy

yx
Cyx +=⇒=
+

⇒=  или 42

22
2 CCyx =





 −+  – окружности

с центром на оси Oy, касающиеся оси Ox.

114 (4014). На тело массы m = 1 действует сила, пропорциональная вре-
мени (коэффициент пропорциональности равен k1). Кроме того, тело
испытывает противодействие среды, пропорциональное скорости тела
(коэффициент пропорциональности равен k2). Найти закон движения тела
(зависимость пути от времени).

Решение

PRFWm ++= , 0=xP ; itkF 1= , VkR 2−= ; tkFx 1= ,

VkRx 2−= ; 
dt
dVmmWx = , VktkVm 211 −=′⇒= ; pqV = ,

pqktkpqqp 21 −=′+′ , tkqkqpqp 12 )( =+′+′ ; 
q

dqqkq 2 0 =⇒=+′

tkeqdtk 2
2

−=⇒−= ; ⇒=− tke
dt
dp tk2

1

∫=⇒= dtetkpdtetkdp tktk 22
11 ;

M
V

Fі R
xP



65

Уравнения первого порядка









==== tktk e

k
VdtdUdtedVUt 22

2
1111

1,,, ; 12
2

1

2

1 22 Ce
k
ket

k
kp tktk +−= ;

tkeC
k
kt

k
kpqV 2

12
2

1

2

1 −+−== ; ∫ +=⇒= 0SdtVS
dt
dSV ;







−=+−+= −

2

12

2

1
2
2

1
0 2

2

k
CCt

k
kt

k
kCeSS tk  .

115 (4015). Частица падает в среде, сопротивление которой пропорцио-
нально квадрату скорости частицы. Показать, что уравнение движения

будет 2kVg
dt
dV −= , где k – постоянная, g – ускорение силы тяжести.

Проинтегрировать это уравнение и показать, что V стремится к 
k
g  при

+∞→t .

Решение

RPWm += , gmP = , iVkR 2
1−= ; 

dt
dVVkmgRP

dt
dVm xx

2
1 =⇒−=+=

( )mkkkVg /1
2 =−= ; dt

Vg
k

dV
g

dt
kVg

dV
tV

=⇒=
−

⇒=
− ∫∫ tg

1

1

00
22

V
g
k

V
g
k

k
g

−

+
=

1

1
ln

2
1 ; V

g
ke

V
g
k

V
g
k

tkg 1
1

1
2 =+⇒=

−

+

k
g

e

eVVe
g
ke

tkg

tkg
tkgtkg

1

1
2

2
22

+

−=⇒−= ; V
t

=






∞
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∞→
lim
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t
==

∞→ 2
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lim .
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V g



66
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116 (4016). Сила трения, замедляющая движение диска, вращающегося
в жидкости, пропорциональна угловой скорости вращения.

1) Диск, начавший вращаться с угловой скоростью 3 оборота в се-
кунду, через 1 мин вращается с угловой скоростью 2 оборота в секунду.
Какова будет его угловая скорость через 3 мин после начала вращения?

2) Диск, начавший вращаться с угловой скоростью 5 оборотов в се-
кунду, через 2 мин вращается с угловой скоростью 3 оборота в секунду.
Через сколько времени после начала вращения он будет обладать угло-
вой скоростью, равной 1 обороту в секунду?

Решение

ω= 1k
dt
dVm , rV ω= , d

mr
k

dt
dkr

dt
dm 1

1 =
ω
ω⇒ω=ω⇒ω=ωω

( )mrkkdtk /1== ; tkC =ω 1ln ; ktCe=ω  ( )1/1 CC = .

1) При t = 0  ω = 3 об/с ⇒  С = 3; tke3=ω .  Через t = 60 с  ω = 2 об/с ⇒

2 = 3 е 60k; 0067,0
60

3/2ln −==k . При t = 180 с  
33 192,1

1800067,0 ===ω ⋅−

e
e

об/с9,0
3,3

3 ≈= .

2) При t = 0  ω = 5 об/с ⇒  С = 5; tke5=ω . Через t = 120 с  ω = 3 об/с ⇒

3 = 5 е 120k 00425,0
120

5/1ln −==⇒ k ; 0042,051 00425,0 =−⇒= − te t

смин186c378
00425,0
6094,1 ===⇒ t .

117 (4017). Пуля входит в доску толщиной h = 0,1 м со скоростью
2000 =V  м/с, а вылетает из доски, пробив ее, со скоростью 801 =V  м/с.

Принимая, что сила сопротивления доски движению пули пропорциональна
квадрату скорости движения, найти, сколько времени продолжалось дви-
жение пули через доску.
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Решение
По условию h = 10 см = 0,1 м; 2000 =V  м/с; 801 =V  м/с. Тогда

Ctk
V

dtk
V
dVkV

dt
dVm −−=−⇒−=⇒−= 112

2 1
.

При t = 0  
0

0
1

V
CVV =⇒= ;

0
1

11
V

tk
V

+= .                                       (1)

При t = T  





−=⇒=

011
1

111
VVk

TVV .

Определим k1. Из (1) ⇒






 =

+
=

dt
dxV

tVk
V

dt
dx

01

0
1

;                           (2)

101
1

1ln1 CtVk
k

x ++= .  При t = 0  x = 0 01 =⇒ C ; tVk
k

x 01
1

1ln1 += ;

TVk
k

h 01
1

1ln1 += .

Из (2) 
TVk

VV
01

0
1 1+

=⇒  и 
1

0
011

V
VTVk =+  . Значит, 

1

0

1
ln1

V
V

k
h ⇒=

1

01 ln

1

V
V
h

k
= ; 

200
1

80
1

5,2ln
1,011

ln 01

1

0
=





 −=





−=

VV
V
V
hT

00082,0
400
3

9163,0
1,0 =⋅=  с.

118 (4018). Капля воды, имеющая начальную массу M0 г и равномерно
испаряющаяся со скоростью m г/с, движется по инерции с начальной
скоростью V0 см/с. Сила сопротивления среды пропорциональна ско-
рости движения капли и ее радиусу. В начальный момент (t = 0) она
равна f0 Н. Найти зависимость скорости капли от времени.
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Решение
При движении по инерции имеем следующее дифференциальное

уравнение движения:

RVm
dt
d

t −=)( ,                                    (1)

где mt – переменная масса.
По условию сила сопротивления R = kVr, плотность γ = 1.
Вес капли в любой момент времени при γ = 1 численно равен объему:

3 03
0 4

3)(
3
4)(

π
⋅−=⇒⋅π=− gmtMrrmtMg .

При t = 0  0fR = , 3
0

03 0
000 3

4
4

3:
gMV

fkgMVkfVV π=⇒
π

⋅
== .

Тогда сила сопротивления

Vt
M
m

V
fVgmtM

gMV
fR ⋅−=⋅

π
−π= 3

00

03
3

03
3

0

4

0

0 1
4

)( .

Из (1) Vt
M
m

V
fm

dt
dVV

dt
dm

t
t ⋅−−=+⇒ 3

00

0 1 , mtMmt −= 0 ;

Vt
M
m

V
fmtM

dt
dVmV 3

00

0
0 1)( −−=−+− .

После разделения переменных получим

⇒















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
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dtt
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M
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m
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2
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0

0
0

1
1 0

1lnln t
M
mV +−−=

3

00

0 131

0
3

00

0 1ln13 t
M
m

mV
f

et
M
mCVCt

M
m
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f −−





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−=⇒+−+ .
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При t = 0  mV
f

mV
f

eVCeCVVV 0

0

0

0 3

0

3

00

−
=⇒⇒⇒= ;







−−−−







−=

3

00

0 1131

0
0 1

t
M
m

mV
f

et
M
mVV .

119 (4019). Капля воды, имеющая начальную массу M0 г, равномерно
испаряющаяся со скоростью m г/с, свободно падает в воздухе. Сила
сопротивления пропорциональна скорости движения капли (коэффициент
пропорциональности равен k). Найти зависимость скорости движения
капли от времени, протекающего с начала падения капли, если в началь-
ный момент времени скорость капли равна нулю. Считать, что mk 2≠ .

Решение

( ) RPVm
dt
d

t += , iViVV x == , igmP t= , VkR −= ; iVm
dt
d

t =)(

Vkigmt −= ;

VkigmVm
dt
di tt −=)( .                            (1)

Проектируем (1) на ось Ox: ( )VVVkgmVm
dt
d

xtt =−=)( ;

VkgmVm
dt
d

tt −=)( , mtMmt −= 0 ; MmV −+− ( 0

VkgmtM
dt
dVtm −−=− )() 0 ; )()( 0 −−+′− VmkVtmM

0)( 0 =−− gmtM , gV
mtM

mkV =
−

−+′
0

; WUV = ,

WUWUV ′+′=′ , gW
mtM

mkWUWU =





−

−+′+′
0

;

P

x

M
V

і

R

О
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1
00

0
)(lnln
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mtMWmtM
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+−− 1

0
1

0 2
)()(

CmtM m
k

+−×
+− 2

0 )( ; 
1

00 )()(
2

−
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
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
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

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M
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g ;

mk 2≠ .

120 (4020). Решить предыдущую задачу для капли сферической формы,
предполагая, что сила сопротивления воздуха пропорциональна произведе-
нию скорости капли и площади ее поверхности. Плотность жидкости γ.
(Привести к квадратурам.)

Решение
Дифференциальное уравнение задачи имеет вид

SVkgmVm
dt
d

tt −=)( , где tmMmt −= 0 ; 24 rS π= .

Из задачи 118 (4018) ⇒  3 0
 4

)(3
γπ

−
=

tmMr .

Аналогично задаче 119 (4019) имеем
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⇒
γπ

−
π−−=−+− 3

22
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00 16
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dt
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
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
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
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
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

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




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m
k =

γ
π , MmtM =−0 .

Тогда 
3/2

1
1ln 3/2

1
Mke

M
wMkwM =⇒= ;

∫ −=⇒=′
t

MkMk dtMeguMgeu
0

3/2
1

3/2
1 ; ∫ −−=

t
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M
gwuv

0
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1
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1 .

121 (4021). Если в каком-либо процессе одно вещество превращается
в другое, причем скорость образования продукта пропорциональна на-
личному количеству вещества, то такое явление называют процессом
(реакцией) первого порядка.

Некоторое вещество, начальное количество которого m0, превраща-
ется в другое вещество, а из образовавшегося продукта немедленно
начинает получаться второй продукт. Оба превращения происходят как
процессы первого порядка; коэффициенты пропорциональности извест-
ны: k1 – в первом процессе и k2 – во втором.

Какое количество второго продукта образуется через t единиц вре-
мени после начала процесса?

Решение
x – количество первого продукта, образовавшегося через t единиц вре-
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мени. Тогда 01
0

01 ln)( xmdtk
xm

dxxmk
dt
dx =−−⇒=

−
⇒−=

11 Ctk += .

При t = 0  x = 0 01 ln mC −=⇒ , ( )tkemxtk
xm

m
11ln 01

0

0 −−=⇒=
−

.

Обозначим: y – количество второго продукта. Тогда xk
dt
dy −= (2

( )[ ]yemk
dt
dyy tk −−=⇒− − 11) 02 ; ( )tkemkyky 11022

−−=+′ ; vuy = ,

uvvuy ′+′= ; ( )tkemkvukuvvu 11022
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( )tkemk 1102
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dt
du

12 102
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



−

+= ;

( )tktk ekek
kk

mmy 21
12

21

0
0

−− −
−

+= .

122 (4022). В резервуаре, объем которого 100 л, находится рассол, со-
держащий 10 кг растворенной соли. В резервуар втекает вода со ско-
ростью 3 л/мин, а смесь с такой же скоростью перекачивается во вто-
рой резервуар емкостью также 100 л, первоначально наполненный чис-
той водой, из которого избыток жидкости выливается. Сколько соли бу-
дет содержать второй резервуар по прошествии часа? Каково макси-
мальное количество соли во втором резервуаре? Когда это максималь-
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ное количество достигается? (Концентрация соли в каждом из резерву-
аров поддерживается равномерной посредством перемешивания.)

Решение
Пусть к моменту времени t в первом резервуаре х кг соли. Тогда

его концентрация составит х/100.
Переменной t даем приращение dt и считаем, что за этот промежу-

ток времени процесс происходит равномерно. Скорость изменения коли-
чества соли равна 0,03 х, где x = x (t).

За  промежуток  времени  dt  убывает dx (dx < 0) кг соли. Отсюда

txdt
x

dxdxdtx
tx

03,0
100

ln03,003,0
010

−=⇒−=⇒−= ∫∫ , tex 03,010 −= .

Во второй резервуар каждую минуту попадает tex 03,03,003,0 −=  кг
соли. За промежуток времени dt количество соли в нем увеличивается
от y до y + dy. Тогда dydtye t =−− )03,03,0( 03,0 ; yye t ′=−− 03,03,0 03,0 ,

uvy = , uvvuy ′+′=′ ; vuvvue t ′++′=− )03,0(3,0 03,0 ; vv 003,0 ⇒=+′
tev 03,0−= ; Ctudtdueue tt +=⇒=⇒′= −− 3,03,03,0 03,003,0 ;

Cetey tt 03,003,03,0 −− += .
При  t  = 0  y  = 0  ⇒   C  = 0,  tety 03,03,0 −= .  Через  t  =  60  мин

97,205,6/18603,0 8,1 ≈≈⋅= −ey ; )103,0(3,0 03,0 +−= − te
dt
dy t ; 0 ⇒=

dt
dy

мин
3
133=t  – точка экстремума; при этом )(68,310 кг≈=

e
y .

123 (4023). Напряжение и сопротивление цепи равномерно меняются
в течение минуты соответственно от нуля до 120 В и от нуля до 120 Ом
(см. задачи 77 (3977)–78 (3978)). Индуктивность цепи постоянна (1 Гн).
Начальный ток J0. Найти зависимость между током и временем в тече-
ние первой минуты опыта.

Решение

JR
dt
dJLE += .
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По условию tkE = , tkR 1= , 1=L . Отсюда 260120 =⇒⋅= kk

и tE 2= ; 260120 11 =⇒⋅= kk  и tR 2= ; tJt
dt
dJ 22 =+ , vuJ = ,

uvvuJ ′+′=′ , tvtvuvu 2)2( =+′+′ ; 22 dtt
v
dvvt

dt
dv ⇒−⇒−=

2tev −= ; Ceudtetdute
dt
du ttt +=⇒=⇒=− 222

22 , 
2

1 teCJ −+= .

При 110 000 −=⇒+=⇒== JCCJJJt , 
2

)1(1 0
teJJ −−+= .

124 (4024). В узкой горизонтальной цилиндрической трубе АВ, геоме-
трически закрытой, заключен газ. Трубка равномерно вращается вокруг
своей оси ОО1, проходящей через один из ее концов с угловой скоростью ω.
Длина трубки l см, поперечное сечение S см2, масса заключенного в ней
газа М г, давление в покоящейся трубке (постоянное вдоль всей трубки) p0.
Найти распределение давления вдоль трубки при ее вращении, т. е. вы-
разить p как функцию от х.

Решение
Если масса элемента CD – dm, то дифференциальное уравнение за-

дачи имеет вид

S dp = ω2 x dm.                                    (1)

По закону Бойля–Мариотта

p
pvvpvpv 00

00 =⇒= ; 





====γ k

pv
Mpkp

pv
M

v
M 22

0000
;

dxkpSdxSdm 2=γ= .                 (2)

Подставив (2) в (1), имеем

⇒ω=⇒⋅ω= 22 22 dxxk
p

dpdxkpSxdpS







==⇒ω= ω
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Масса газа ∫
∫

∫
ω

ω ==⇒⋅==
M

l
xk

l
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dxekS

MCdxekSCdmM
0

0

0 22

22

2

2

и 

∫ ω

ω
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. Но 
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Mpk ==γ 00 2  и 
Slp
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02

= . Тогда

∫ ω

ω
= l

xk

xk

dxe

elpp

0

0

22

22

.

Другие примеры уравнений первого порядка

В задачах 125 (4025)–137 (4037) найти общее решение уравнений,
приведя их с помощью замены переменных к уравнениям линейным
или однородным.

125 (4025). 
42
52

+−
−−=′

yx
xyy .

Решение
Положим:

;
.1
,2

,1
,2

,333
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,252 xx uy
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yu

uvyx
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
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⇒
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126 (4026). 
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Решение
Положим:
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127 (4027). ( ) ( )dyyxdxyx 1221 −+=++ .

Решение
zyx =+ , xzy −= , 1−′=′ zy , )12(3)1()12(1 −′=⇒−′−=+ zzzzzz ;

1ln
3
1

3
2

3
12 Cxzzdxdz
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128 (4028). 2
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Решение
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129 (4029). 
)1(2

2

+
−=′
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xyy .

Решение
zy =2 , zyy ′=′2 ; xzxzxyxyy −=+′⇒−=+′ )1()1(2 2 ; vuz = ,
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uvvuz +′=′ , xvuxvuxvu −=+′++′ )1()1( ; xvuxvu −+′++′ )1([)1(
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130 (4030). ( )22
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Решение
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131 (4031). dyxdxy =+ )1( 2 .

Решение
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132 (4032). 02)1( 322 =+′− yxyyx .

Решение
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133 (4033). 
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Решение

zy =2 , zyy ′=′2 , 
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Обозначим wxu =+ , wu ′=+′ 1 . Тогда 
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x
dx
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134 (4034). yeyx =+′ 1 .

Решение
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135 (4035). 0)1( 22 =+++ dxyxdyyx .

Решение
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136 (4036). 0)( =−++ dxydyxxdyydxx .

Решение
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137 (4037). dyxdxyyx =++ )( 22 .

Решение

yxyyx ′=++ 22 , u
x
y = , xuy = , uuxy +′=′ ; uxxuxux +′=++ 2222

dx
u

duux =
+

⇒+ 21
; )(tgarctg CxuCxu +=⇒+= ; )(tg Cxxy += .

В задачах 138 (4038)–147 (4047) решить уравнения Бернулли.

138 (4038). 3322 yxxyy =+′ .

Решение
Разделив все члены уравнения на у3, получим 323 22 xyxyy =+′ −− .

Замена переменной: 2−= yz , zyyyyz ′−=′⇒′−=′ −−

2
12 33 ;

33 4422
2
1 xzxzxzxz −=−′⇒=+′− , vuz = , uvvuz ′+′=′ ; vu +′

344 xvuxuv −=−′+ , 34)4( xvxvuvu −=−′+′ ; ||ln04 vvxv =⇒=−′
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

2222 xevx =⇒= ; − =⇒−=⇒−= udxxeduxe
dx
du xx 3232 22

44

∫ −−= dxxe x 32 2

4 ; 



 −==== −− 22 2

11
2

11
2

4
1,,2, xx evdvedxxdxxduux ;

Ceexdxexexu xxxx ++=




 +−−= −−−− ∫

2222 222222

2
12

4
1

4
14 ;

2

2
11 2

2
xeCx

y
++= .

139 (4039). 0
1

2 =+
+

+′ y
x

yy .

Решение

01
1

1
2 =+

+
+′

−
−

x
yyy . Обозначим zy =−1 , yyz ′−=′ −2 . Тогда 

1
+

+
+′−

x
zz

01 =+ , vuz = , uvvuz ′+′=′ , 1
1

=
+

−′+′
x
uvuvvu , 1

1
=







+
−′+′

x
vvuvu ;

1
1

0
1

+=⇒
+

=⇒=
+

−′ xv
x
dx

v
dv

x
vv ; 

1
1)1( =⇒

+
=⇒=+ u

x
dxdux

dx
du

|1|ln ++= xC ; |)1|ln()1( +++== xCxvuz ; 
|)1|ln()1(

1
+++

=
xCx

y .

140 (4040). xyyayn =+′− )(1 .

Решение

xyyya nn =+′ −1 , nyz = , ynyz n ′=′ −1 ; xzzn
a =+′ , uvz = , uvvuz ′+′=′ ;

xvvn
auvun

a =




 +′+′ , anxevdxv

dv
n
a /−=⇒−=⋅ ; xedx

du
n
a anx ⇒=⋅ − /
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Уравнения первого порядка

dxxea
nudxxea

ndu anxanx ∫=⇒= // ; 
 === anx dxedudxux /

11 ,,


== anxen

avdvx /
11, ; // dxen

axen
a

a
nu anxanx =





 −= ∫

1
/ C

n
axen

a
a
n anx +













 −= − ; )( / yCe

n
axuvz nanx ⇒=+−== −

)( 1
/ nCCanxCeny anxn =−+= − .

141 (4041). .3
2

dyy
y

xdxx 









−=

Решение

312 yyxxx −=′ − , zx =2 , zxx y ′=′2 ; 31

2
1 yzyz −=′ − , uvz = , uvvuz ′+′=′ ;

( ) 3131 2222 yvyvuvuyuvyuvvu −=−′+′⇒−=−′+′ −− ; 1 02vyv ⇒=−′ −

22 yv
y

dy
v
dv =⇒= ; Cyudyyduyy

dy
du +−=⇒−=⇒−= 232 22 ;

( )222 yCyx −= .

142 (4042). xyyyx ln2=+′ .

Решение

xyyyx ln12 =+′ −− , zy =−1 , yyz ′−=′ −2 ; xzzx ln=+′− , vuz = ,

uvvuz ′+′=′ ; xvuuvxvux ln=+′−′− , ( ) xvvxuvux ln=−′−′− ;

xv
x

dx
v
dvvvx =⇒=⇒=−′ 0 ; =⇒−=⇒=− udx

x
xdux

dx
dux 2

2 lnln
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

∫−= dx
x

x
2

ln ; 



 −====

x
vdv

x
dx

x
dxduux 1,,,ln 11211 ; 

x
xu 


 +−−= ln

Cx
xx

dx ++=

+ ∫ )1(ln1

2 ; ( )xCxyyxCxz ++=⇒=++= − 1ln11ln 1 .

143 (4043). 0costg 2 =+−′ xyxyy .

Решение
0costg12 =+−′ −− xxyyy , zy =−1 , yyz ′−=′ −2 ; 0costg =+−′− xxzz ,

vuz = , uvvuz ′+′=′ ; xxvvuvu cos)tg( =+′+′ ; 
v
dvxvv 0tg =⇒=+′

xv
x
xd

v
dvdxx cos

cos
)(costg =⇒=⇒−= ; dxduxx

dx
du =⇒= coscos ;

Cxu += ; xCxy cos)(1 +=− ; xCxy sec)( =+ .

144 (4044). 
x

y
x
yy 2cos

22 =+′ .

Решение

2zyzy =⇒= , zzy ′=′ 2 , 
xx

zz
x

z
x
zzz 22

2

cos
1

cos
222 =+′⇒=+′ ;

vuz = , uvvuz ′+′=′ ; 
xx

vvuvu 2cos
1=





 +′+′ ; 

v
dv

x
vv 0 =⇒=+′

x
v

x
dx 1=⇒−= ; dxxxx

x
dxxu

xxdx
du =−==⇒=⋅ ∫∫ tgtg

coscos
11

22

Cxxx ++= |cos|lntg ; 



 ==== xvdv

x
dxdudxux tg,

cos
,, 11211 ;

2|cos|lntg|cos|lntg 




 ++=⇒=++=

x
Cxxyy

x
Cxxz .
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Уравнения первого порядка

145 (4045). 04 2 =−−′ yxyyx .

Решение
zy = , 2zy = , zzy ′=′ 2 , 042 22 =−−′ zxzzzx ; 042 2 =−−′ xzzx ,

vuz = , 0)2(22 2 =−−′+′ xvvxuvux ; 02 =−′ vvx , 22 xv
x

dx
v
dv =⇒= ;

||ln
2
1

2
2 23 xCu

x
dxdux

dx
dux =⇒=⇒= ; yxCxz == ||ln

2

2
;

||ln
4

2
4

Cxxy = .

146 (4046). 22

2

x
dxbdx

x
aydyy =− .

Решение

22

2

x
b

x
yayy =−′ , zy =2 , zyy ′=′2 ; 

222
1

x
b

x
zaz =−′ , vuz = ,

22
22
x

b
x
avvuvu =





 −′+′ ; 

x
av

x
dxa

v
dv

x
avv 22

2||ln202 ⇒−=⇒=⇒=−′

xaev /2−= ; Ce
a
b

x
ade

a
bu

x
be

dx
du xaxaxa +−=





−=⇒=⋅ ∫− /2/2

2
/2 2

2
2

2
1 ;

xaeC
a
bz /2−+−= ; 

b
aeCy xa −= − /22 .

147 (4047). 
)(

)( 2

x
yxyy

ϕ
−ϕ′

=′ , где  ϕ(х) – заданная функция.

Решение
2)()( yxyxy −ϕ′=ϕ′ , 1)()( 12 −ϕ′=ϕ′ −− xyxyy , zy =−1 , zyy ′=′− −2 ;
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

1)()( −=ϕ′−ϕ′− xzxz , vuz = , ( ) 1)()()( =ϕ′+ϕ′+ϕ′ xvxvuxvu ;

)(
1

)(
)(0)()(

x
vx

dxx
v
dvxvxv

ϕ
=⇒ϕ

ϕ′
−=⇒=ϕ′+ϕ′ ; Cxu

dx
du +=⇒=1 ,

)(x
Cxz

ϕ
+= ; 

Cx
xy

+
ϕ= )(

.

148 (4048). Найти линию, у которой отрезок, отсекаемый на оси ординат
касательной в произвольной точке:

1) пропорционален квадрату ординаты точки касания;
2) пропорционален кубу ординаты точки касания.

Решение

1) 2ykON = , 2tg ykxy =β+ ,

2tg ykxy =α− , 2ykyxy =′− ,

kyyxy =′− −− 21 , zy =−1 , zyy ′=′− −2 ,

kxzz =′+ , vuz = ; kuvxvuxvu =′+′+ ,

kvuxvxvu =′+′+ )( , 
v
dvvxv 0 =⇒=′+

x
v

x
dx 1=⇒−= ; Cxkudxkdu +=⇒= ;

x
Ckz += , 11111 =⋅+⋅−⇒+= ykxk

C
x
Cky ; 1=+

y
b

x
a  





 ==− b

k
a

k
C 1, .

2) 3ykyxy =′− , kyyxy =′− −− 32 , zy =−2 , yyz ′−=′ −32 ,

kzxz =′+
2
1 , vuz = , kxvuxvuvu =′+′+

2
1

2
1 , xvvu +





 ′+

2
1

kxvu =′+
2
1

, 2
12
x

vx
dx

v
dv =⇒−= , kdxxduk

xdx
du 21

2
1 =⇒=⋅⋅ ;

 
 

 O

M

x

β
α

x

N
y

y
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Уравнения первого порядка

Cxku += 2 , 2x
Ckz += , 11111

2222 =⋅+⋅−⇒+=
ykxk

C
x
Ck

y
;

122 =+
y
b

x
a  





 ==− b

k
a

k
C 1, .

149 (4049). Найти линии, заданные уравнениями вида )(ϕ=ρ f , для ко-
торых площадь секторов, ограниченных линией и полярным радиусом
постоянной точки (ρ0 и ϕ0) и текущей точки (ρ, ϕ) линии, пропорциональ-
на произведению полярных координат ρ и ϕ этой текущей точки. Коэф-
фициент пропорциональности равен k.

Решение

По условию ∫
ϕ

ϕ

ϕρ=ϕρ

0

2

2
1 kd .

Возьмем от обеих частей исходно-
го уравнения производную по ϕ:

ρ+ϕρ′=ρ kk2

2
1 , 12

2
1 −− ρ+ϕρρ′= kk , z=ρ−1 , ρ′ρ−=′ −2z ;

zkzk +ϕ′−=
2
1 , vuz = , )(

2
1 vvukvuk −ϕ′−ϕ′−= , ϕ=⇒

ϕ
ϕ= vd

v
dv ,

C
k

u
k
ddu

d
duk +

ϕ
=⇒

ϕ
ϕ−=⇒ϕ

ϕ
−=

2
1

22
1

2
2 ; =

ρ
⇒ϕ+= C

k
z 1

2
1

ϕ+= C
k2

1 .

При 





−

ρϕ
=⇒ϕ+=

ρ
⇒ρ=ρϕ=ϕ kCC

k 2
111

2
11

00
0

0
00 ;

( )
00

0

00

22
2
11

2
11

ϕρ
ϕ−ρ

=
ρ
−ρ⇒





−

ρϕ
ϕ+=

ρ
kk

kk
.

 

ϕ0

ϕ

ρ

ρ0

ρ0 = ρ(ϕ)

x
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

 Уравнения в полных дифференциалах

В задачах 150 (4050)–157 (4057) найти общее решение.

150 (4050). ( ) ( ) 022 2323 =−+− dyyxydxyxx .

Решение

1-й способ. 232 yxxP −= , yxyQ 232 −= ; yx
y
P 2−=

∂
∂ ,

yx
x
Q 2−=

∂
∂ ; ( )

2
)(22

4
2323 xydxyxxuyxx

x
u −=ϕ+−=⇒−=

∂
∂ ∫

)(
2

22
yyx ϕ+− ; 2322 2)()( yxyyyxyyx

y
u ⇒−=ϕ′+−⇒ϕ′+−=

∂
∂

32)( yy =ϕ′ ; 1

4

1
3

2
2)( CCdyyy +ϕ=+=ϕ ∫  , 

224

22
),( yxxyxu +−=

1

4

2
Cy ++ .

По условию 2),(0),( Cyxuyxdu =⇒= . Тогда

CyyxxCCyyxx =+−⇒=++− 4224
21

4224

222
.           (1)

2-й способ. 10

00

),(),(),( CdyyxQdxyxPyxu
y

y

x

x

++= ∫∫ .

Пусть 000 ==yx . Тогда ( )
0

3 02),( dxxxyxu
x

+⋅−= ∫
( ) 1

0

232 Cdyyxy
y

+−+ ∫ ; 1

2244

222
),( Cyxyxyxu +−+= .

Из 2),( Cyxu =  получаем ответ (1).
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Уравнения первого порядка

151 (4051). dx
yx

y
yx

dyx






−

+
=

+
12222

.

Решение

221
yx

yP
+

−= , 22 yx
xQ
+

= ; 22
2

yx
yx

y
P

+
−=

∂
∂ , 22

2
yx
yx

x
Q

+
−=

∂
∂ ;

100 == yx , ∫∫ +=
y

y

x

x

dyyxQdxyxPyxu

00

),(),(),( 0 ; =yxu ),(







−=+






+
+






+
−= ∫∫ y

xxC
y

dydx
yx

y
yx

arctg
1

1 1

1
2

1
22  =++ xCy yx

arctg 1
11

−=
y
xx arctg  ⇒=−++− 1arctgarctg1arctg1 2Cyy  =− arctg Cy

xx






 π=+
2

1arctgarctg
y

y .

152 (4052). 0)2( =−+ dyyexdxe yy .

Решение

ye
y
P =

∂
∂ , ye

dx
Q =∂ ; 000 == yx , ++= ∫∫

00

),0(),(),( dyyQdxyxPyxu
yx

+−=+ ∫∫ 1

00

1 2 CdyydxeC
yx

y
1

2
1

0

2

0
CyexCyex yyxy +−=+−= ;

21
2 CCyex y =+− ; Cyex y =− 2 .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

153 (4053). 0ln1 =+− dyxxdxxy yy .

Решение

xxyx
y
P yy ln11 −− +=

∂
∂ ; xxyx

x
Q yy ln11 −− +=

∂
∂ ; 100 == yx , ),( yxu =

1
1

11

1
1

11

0),1(),( xCdydxxyCdyyQdxyxP
xy

yx
y

yx

+=++=++= ∫∫∫∫ −

21 CC =+ ; Cx y = .

154 (4054). 222 x
dyxdxy

yx

dyydxx −=
+

+ .

Решение

01
22222

=











+

+
+












−

+
dy

xyx

ydx
x
y

yx

x ;

( ) 22222

1

2

2
xyxyx

yx
y
P −

++
=

∂
∂ ; ( ) 22222

1

2

2
xyxyx

yx
x
Q −

++
=

∂
∂ .

Пусть 100 == yx ; ∫∫ +=
yx

dyyxQdxxPyxu
11

),()1,(),( ; =),( yxu

+









−

+
+










−

+
= ∫∫ 1

1
22

1
222

1

1

1

1
Cdy

xx

ydx
xx

x
yx

 +++=
11

22 11
x

x
xx

++++ 1
11

22 C
x
yyx

yy
 

22222 11121 xyx
x

x ++−++−+−+=

21
1 CC
xx

y =+−+ ; C
x
yyx =++ 22 .
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Уравнения первого порядка

155 (4055). 0sin
)(cos)(cos

)(cossin
22

2
=+++ dyydy

xy
xdx

xy
xyxy .

Решение

[ )(sin)(cos2)(cos))(sin)((cossin21 2 xyxyxxyxxyxyx
y
P ×+−+=

∂
∂

]
)(cos

)(sin2)cos()(cos))(cossin( 3
42

xy
xyyxxyxyxyxy +=+× ;

)(cos
)(sin2)(cos

)(cos
)(sin2)(cos

34

2

xy
xyxyxy

xy
xyxyxy

x
Q +=+=

∂
∂

.

Берем 000 == yx . Тогда ∫∫ =++=
yx

CdyyxQdxxPyxu 1

00

),()0,(),(

∫∫ =+









++=

yx

CCdyy
yx

xdxx
0

212
0

sin
)(cos

sin ; xyx −+− )(tgcos

Cy =− cos или Cyxxy =−− coscos)(tg .

156 (4056). 011 2222 =


 ++−+


 ++ dyyyxdxyxx .

Решение

222

2

yx

xy
y
P

+
=

∂
∂ ; 

222

2

yx

xy
x
Q

+
=

∂
∂ . Берем 000 == yx . Тогда =yxu ),(

∫∫ ++=
yx

CdyyxQdxxP
0

1

0

),()0,( ; ydxx
yx


 +−++ ∫∫

00

2 )1(
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Cdyyxyy =
++ 22 ; ( ) Cyxyxx

yx

⇒=











++−+












+

0

322
2

0

3

3
1

23

( ) Cyxyx =++−
322

2

3
1

2 .

157 (4057). 01sincos11cossin1
222 =





+−+





+− dy

yy
x

y
x

x
y

x
dx

x
y

x
y

y
x

y
.

Решение

x
y

x
y

x
y

xy
x

y
x

y
x

yy
P sincos1cossin1

3232 +−−−=
∂
∂ ,

y
x

y
x

y
x

yx
y

x
y

x
y

xx
Q cossin1sincos1

3232 −−+−=
∂
∂

При 000 == yx  1

11

),()1,(),( CdyyxQdxxPyxu
yx

=+= ∫∫ ;

1

1
22

1
2

1sincos111cos1sin Cdy
yy

x
y
x

x
y

x
dx

xx
x

yx

=





+−+





 +− ∫∫ ;

1
111111

1cossin1sincos C
yy

x
x
yx

x
x

yyyxxx
=−−+++− ; 1coscos x ++−

111coscos1sinsin11sin1sin C
y

x
y
x

xx
yx

x
=+−+−−+−+−+ ;

C
y

x
y
x

x
y =−+− 1cossin .

.
x
Q

y
P

∂
∂=

∂
∂⇒
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Уравнения первого порядка

Интегрирующий множитель

В задачах 158 (4058)–162 (4062) найти интегрирующий множитель
и общие решения уравнений.

158 (4058). ( ) 02 =−+ dyxdxyx .

Решение

1=
∂
∂

y
P , 

x
Q

y
P

x
Q

∂
∂≠

∂
∂⇒−=

∂
∂ 1 ; Myx

x
u )( 2 +=

∂
∂ , xM

y
u −=

∂
∂ .

Пусть )(xMM = ; 
x
QM

y
MP

y
PM

x
QM

y
PM +

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂⇒

∂
∂=

∂
∂ )()(

x
MQ
∂
∂+ .

По условию 0=
∂
∂

y
M , тогда 

y
PM

x
MQ

x
QM

y
PM 


−

∂
∂⇒

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

Q
x
Q

y
P

x
M

Mx
MQ

x
Q ∂

∂−
∂
∂

=
∂
∂⋅⇒

∂
∂=


∂
∂− 1  или 

xQ
x
Q

y
P

x
M 11)(ln =

−
+=∂

∂−
∂
∂

=
∂

∂

xM
x

ln2ln2 −=⇒−= ; 0111
22 =−





 +⇒= dy

x
dx

x
y

x
M ; 1 2x

y
x
u ⇒+=

∂
∂

)()(1 2 y
x
yxydx

x
yu ϕ+−=ϕ+





 += ∫ ; )(1 y

xy
u ϕ′+−=

∂
∂ ; )(1 =ϕ′+− y

x

0)(1 =ϕ′⇒−= y
x

; 1)( Cy =ϕ ; C
x
yx =− .

159 (4059). 0)1( =−+ dyxdxxyy .

Решение

)1( xyyP += , xQ −= ; xy
y
P 21+=

∂
∂ , 

x
Q

y
P

x
Q

∂
∂≠

∂
∂⇒−=

∂
∂ 1 .
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Пусть )(yMM = , 
x

QM
y

PM
∂

∂=
∂

∂ )()(  или M
x
QP

y
MM

y
P +

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

Q
x

M
∂
∂+ , но 





∂
∂−

∂
∂=

∂
∂⇒=

∂
∂

y
P

x
QMP

y
M

x
M 0 ; 

P
y
P

x
Q

y
Mln =∂

∂−
∂
∂

=
∂

∂

yyxy
xy

P
xy 2

)1(
12211 −=
+
+−=−−−= ; ln2ln2ln yM

y
yM →−=⇒∂−=∂

2
1
y

M =→ ; )(
2

)(11 2
yx

y
xydxx

y
ux

y
MP

x
u ϕ++=ϕ+





+=⇒+==

∂
∂ ∫ ;

122 )(0)()( Cyy
y
xQMy

y
x

y
u =ϕ=ϕ′⇒−==ϕ′+−=

∂
∂ и .

Значит, общий интеграл Cx
y
x =+ 22 .

160 (4060). ( ) 02222 =+++ dyydxxyx .

Решение

xyxP 222 ++= , yQ 2= ; y
y
P 2=

∂
∂ , 0=

∂
∂

x
Q .

Пусть )(yMM = . Тогда (см. задачу 158 (4058)) 
x
M =

∂
∂ ln

xM
y

y
Q

x
Q

y
P

=⇒=−=∂
∂−

∂
∂

= ln1
2

02  и xeM = ; 
0

1 )0,( dxxP
x

+∫

1

0

1 ),( CdyyxQ
y

=+ ∫ ,  QMQ =1  и PMP =1 ; 
y

x
x

x dyyedxexx =++ ∫∫
00

2 2)2(
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Уравнения первого порядка

xev
dvdx

dxxdu
uxC

=
=

=
==

1

1

1

1
2

1
,

,2
,

; 
00

0

2 22 dxexdxexex
x

x
x

xxx ++− ∫∫

1
0

2 Cye
yx =+ ; Ceyx x =+ )( 22 .

161 (4061). ( ) 0ln3 =−+ dyxydxx
y .

Решение

x
yP = , xyQ ln3 −= ; xy

P 1=
∂
∂ , xx

Q 1−=
∂
∂ .

Пусть )(xMM = . Тогда (см. задачу 159 (4059)) ln
y
M =

∂
∂

2
12

11

y
My

x
y

xx
P

x
Q

y
P

=⇒−=
−−

=
∂
∂+∂

∂−
= .

Общий интеграл имеет вид

Cdy
y

yxy
dxCdyyQdxyxP

yxyx

=





−+⇒=+ ∫∫∫∫

1
2

11

1

1

1
1ln),1(),( ;

Cy
y
x =+ 2

ln 2
.

162 (4062). 0)cossin()sincos( =++− dxyyyxdyyyyx .

Решение

yyyyx
y
P sincoscos −+=

∂
∂

, y
x
Q cos=

∂
∂ .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Пусть )(xMM = . Тогда (см. задачу 158 (4058)) ln =∂
∂−

∂
∂

=
∂

∂
Q

x
Q

y
P

x
M

1
sincos
sincos =

−
−=

yyyx
yyyx

; xM =ln  и xeM = .

Общий интеграл:

.)sincossin(

,)sincos(sin

,)sincos(0

,),()0,(

00

0

1

0

1

Ceyyyyx

Ceyyyyxe

Cdyeyyyxdx

CdyyxQdxxP

x

xx

y
x

x

yx

=−+

=−+

=−+⋅

=+

∫∫

∫∫

            

.sincos
;cos,
;sin,

;sin

11

11

yyyI
yvdudy

dvdyyuy

Idyyy

+−=
−==

==

=∫

163 (4063). Убедиться, что интегрирующим множителем линейного урав-

нения )()( xQyxP
dx
dy =+  служит функция ∫ dxxPe )( .

Решение

Умножим обе части исходного уравнения на ∫ dxxPe )( :

[ ] 0)()( )()( =+− ∫∫ dyedxxQyxPe dxxPdxxP
.

Условие полного дифференциала: 
x
N

y
M

∂
∂=

∂
∂

. Проверим его:

[ ])()(),( )( xQyxPeyxM dxxP −= ∫ ; ∫= dxxPeyxN )(),( ;

∫=
∂
∂ dxxPexP

y
M )()( ; ∫=

∂
∂ dxxPexP

x
N )()( .
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Уравнения первого порядка

164 (4064). Найти интегрирующий множитель уравнения Бернулли

)()( xQyyxPy n=+′ .

Решение
Замена переменной 1+−= nyz  приводит исходное уравнение к ли-

нейному [9]:

)()1()()1( xQnzxPn
dx
dz +−=+−+

или

[ ] { 01)()()1( =⋅+−+− dzdxxQzxPn
NM

4444 34444 21
.                     (1)

Считая, что )(xMM = , ⇒+−=∂
∂−

∂
∂

=
∂

∂ )()1(ln xPn
N

x
N

z
M

x
M

∫−−
=

dxxPnexM )()1()( .                              (2)

Умножая (2) на (1) и учитывая, что 
dx
dyyn

dx
dz n−+−= )1( , получим:

[ ] ()()()1( )()1(1)()1( +−+−+− ∫∫ −−−+−−− neydxxQyxPne dxxPnnndxxPn

0)1 =+ dy ;  [ ])()()()1(
+−∫−−− dxyxQyxPey ndxxPnn

0)()1( =+ ∫−−− dyey dxxPnn .
Видно, что интегрирующий множитель уравнения Бернулли есть

∫−−− dxxPnn ey )()1(
.

165 (4065). Найти условия, при которых уравнение
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

0),(),( =+ dyyxYdxyxX                             (1)

допускает интегрирующий множитель вида )( yxFM += .

Решение
Пусть уравнение (1) допускает интегрирующий множитель вида

)( yxFM += . Тогда ⇒
∂

∂=
∂

∂
x

YM
y

XM )()(

)()( yxxy XYyxFFYFX ′−′+=′−′ .                      (2)

Но yxyyxy FyxFF ++ ′=′+′=′ )(  и yxx FF +′=′ . Из (2) 
YX
XY yx =

−

′−′
⇒

)(
)(

yxf
yxF

F yx +=
+

′
= + , т. е. условием того, что уравнение (1) имеет ин-

тегрирующий множитель вида )( yxF + , есть то, что дробь  
YX
XY yx

−

′−′
 –

функция от )( yx + .

166 (4066). Найти условия, при которых уравнение

0),(),( =+ dyyxYdxyxX                             (1)

допускает интегрирующий множитель вида )(xyFM = .

Решение
Пусть уравнение (1) имеет интегрирующий множитель вида

)(xyFM = . Тогда ⇒
∂

∂=
∂

∂
x

YM
y

XM )()(

)()( yxxy XYxyFFYFX ′−′=′−′ .                      (2)
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Но xFxyFF yxyyxy ′=′′=′ )( ; yFF xyx ′=′ . Из (2) 
)(xyF

F
YyXx

XY xyyx =
′

=
−

′−′

)( yxf= , т. е. дробь 
YyXx

XY yx

−

′−′
 – функция от xy.

Разные задачи

В задачах 167 (4067)–188 (4088) найти общее решение уравнений.

167 (4067). cbyaxy ++=′ .

Решение

vuy = , cbuvaxuvvu ++=′+′ ; caxbvvuvu +=−′+′ )( ; dxb
v
dv ⇒=

xbev = ; dxcaxedu xb )( += − ; 
 ===+ −bx dvdxedxaduucax ,,, 111


−= −bxe

b
v 1

1 ; ∫∫ =++−=+= −−− dxe
b
ae

b
caxdxcaxeu bxbxbx )(

⇒+−+−= −− Ce
b
ae

b
cax bxbx

2
bxCebcaybxab =+++ 2 .

168 (4068). 0=++′ mcybyya .

Решение
Это – уравнение Бернулли; разделив его почленно на у m, получим:

01 =++ +−− cbyayy mm ; 1+−= myz , yymz m ′+−=′ −)1( ; 
1

+′
+−

z
m
a
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

0=++ cbz ; uvz = , +−=+−+′+′ uvmuvmbvauvua )1()1(  )1( +−−= mc

)1())1(( +−−=+−+′+′⇒ mcvmbvauvua ; dxa
mb

v
dv )1( ⇒+−−=

xa
mb

ev
)1( +−−

= ; Ce
b
cudxem

a
cdu

xa
mbxa

mb

+−=⇒+−−=
+−+−− )1()1(

)1( ;

mbxa
m

a
bxm

b
cCeyCe

b
cz −

++












−=⇒+−= 1

1)1()1(

.

169 (4069). 4
2

−−
−+=′

xy
yxy .

Решение
Положим:

vy
vuyx

vuyx
+=⇒





+−=−+−
+=−+

3
4

,2
, 1−= ux , xx vy ′=′ , 

vu
vuvx +−

+=′ ,

3−= yv , 1+= xu , vu
vuvvuvv uuxux +−

+=′⇒′=′′=′ ; 
u
v

u
v

vu
+−

+
=′

1

1
, z

u
v = ,

uzv = , uzzvu ′+=′ , 
1

21
1

1 2

−
−+=′⇒

+−
+=′+

z
zzuz

z
zuzz ; =

−+
−

221
1 dz

zz
z

⇒=−+−⇒= 1
2 ln21ln

2
1 uCzzu

du
 ×⇒

−+
= 2

21
21

1 u
zz

uC

⇒=−+× 2
2)21( Czz ( ) ( )

( )
⇒=











+
−−

+
−++ 22

2
2

1
3

1
3211 C

x
y

x
yx

⇒=−+−−+−+++ 2
22 96626212 Cyyyxxyxx

Cyxyxyx =+−−+ 842 22   )14( 2 += CC .
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Уравнения первого порядка

170 (4070). 2

22

y
xyxyy −+=′ .

Решение

2

2

2

2
1

x
y

x
y

x
y

y
−+

=′ , ux
y = , uuxy +′=′ ; 

1 2
2

2
=′⇒−+=+′ xuu

u
uuuux

123 −++−= uuu ; x
dx

uu
duu =

+−
−

)1()1( 2

2
; +

−
=

+−
−

u
A

uu
u

)1()1()1( 22

2

⇒
+

+
−

+
u

C
u

B
11

CCuCuBBuAAuu +−+−++=− 2222
;

⇒







=+−
=−
=+

′
0
,02

,1

0

2

CBA
CA
CB

u
u
u

2
1−=A , 

4
3−=B , 

4
1−=C ; 

)1(2
1ln 1 −
−

=+
u

Cx

1ln
4
11ln

4
3 +−−− uu ; 1ln1ln3

1
2ln4 2 +−−−
−

=+ uu
u

Cx ;

C
yx

x
xx

xyxyx =
−

+
⋅

+− 2)()(ln 3

34
; Cxyxy

yx
x =++−+

−
lnln32 .

171 (4071). 2

2

)( yx
ay
+

=′ .

Решение

uyx =+ , uy ′=′+1 , dx
ua

duu
u
au =

+
⇒=−′ 22

2

2

2
1 ; ( )∫ =

+
−+
22

222
du

au
aau
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

+= 1Cx ; ∫∫ +=−⇒+=
+

− 1122
2 arctg Cxa

uauCx
au

duadu ; yx −+

a
yxaCyCxa

yxa +=−⇒+=+− arctgarctg 11 ; 






+=+
Ca

y
a

yx tg ;






 +=+ Ca

yayx tg .

172 (4072). yxyy =−′ )( 2 .

Решение

zy =2 , zyy ′=′2 , 
y

zy
2

′
=′ , 

z
xzzxzzyxz

y
z =−⇒=−′⇒=−
′

2
2)()(

2

x
zx

′=
′

= 1 ; uz
x = , uzuxz ′+=′ , uzuuzuu ′=−⇒′+=− 231221 ,

⇒
−

=⇒+−−=⇒=
− 3 2

1
1

)31(
ln31ln

3
2ln

31
2

u

CzCuz
z

dz
u

du

( ) ( ) ( )23
122

43
16

2

3
13

331
CC

xy

yCy
u

Cz =
−

=⇒
−

= , ( ) ⇒
−

= 22

2
2

3 xy

Cy

Cxyy =−33 .

173 (4073). 032
4

22

3 =−+ dy
y

xy
y

dxx .

Решение

032
4

4

2

2

3

3
=−+′

y
x

y
xx

y
x , uy

x = , uyuxy +′=′ ; 03)(2 423 =−++′ uuuyuu ;

3222
2 ln1ln

1
2 CyyxyCu

y
dy

u
duu =−⇒=−⇒=
−

.
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174 (4074). ( ) ( ) 02 223 =+++ dyyxxdxxyy .

Решение

32 xyyP += ; 22 yxxQ += , 232 xy
y
P +=

∂
∂ , 

y
P

y
Pxy

x
Q

∂
∂≠

∂
∂⇒+=

∂
∂ 221 .

Если М – интегрирующий множитель, а данное уравнение есть урав-

нение в полных дифференциалах, то Mxyy
x
u )2( 3+=

∂
∂ , x

y
u ( +=

∂
∂

Myx )22+ .
Пусть М = М(х). Тогда (см. задачу 156 (4056))

xMxyxx
xyxy

Q
x
Q

y
P

x
M lnln12132ln

22

22
=⇒=

+
−−+=∂

∂−
∂
∂

=
∂

∂  и xM = ;

322 yxyx
x
u +=

∂
∂ , ( )∫ ϕ++= )(2 32 ydxyxyxu ; )(

3

33
2 yyxyxu ⇒ϕ++=

)(232 yyxx
y
u ϕ′++=

∂
∂ .

Но 0)(232 =ϕ′⇒+=
∂
∂ yyxx

y
u , 1)( Cy =ϕ .

Так как 0=du , то 2Cu =  – общее решение. Значит, ++ 3
3

2

3
yxyx

⇒=+ 21 CC Cyxyx =+ 3323  ))(3( 12 CCC −= .

175 (4075). 0)(
3

2 22
3

2 =++









++ dyyxdxyyxxy .

Решение

Обозначим zyyyxxyzyyx ′=′+′+⇒=+ 22
3

2 2
3

; +′+ xyxy (2 2
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

⇒′=+ zy )2

( ) xyzyyx 222 −′=′+ .                               (1)

Подставим (1) в исходное уравнение:

x
C
zxyzzxy −=⇒=−′++ ln022 ; xx CeyxyCez −− =





 += 22

3
1или .

176 (4076). 
2

2

)1(
)1(

xyx
yy

−+
+=′ .

Решение

zy =+1 , zy ′=′ , 
2

2

xxz
zz
−

=′ ; u
x
z = , uxuz +′=′ , 

u
uuxu ⇒
−

=+′
1

2

x
dxduu

uuuxuuuxuuxuu =−⇒=−′⇒=−′−+′ 1)1(22 ; ∫ =− duu
u 1

∫= x
dx ; Cxuu +=− lnln ; Cxxyx

x +=++−+ lnln1ln1 ;

Cyx
y =+−+ 1ln1 .

177 (4077). 0)(2 =−++ dxydyxydxydyx .

Решение

)1(
)1(0)1()1( 2

2
22

−
+=⇒=++−

yy
dyy

x
dxdyyxdxyy ; 

)1(
1

2

2
+=

−
+

y
A

yy
y

11 +
+

−
+

y
C

y
B ; CyCyByByAAyy −+++−=+ 22221 ;

;1
,1
,1

1
,0

,1

=
=
−=

⇒






=−
=−

=++

C
B

A

A
CB

CBA

  
.11

|,1|ln|1|ln||ln||ln||ln

2
2

−=−=

++−+−=+

yxyC
y

yCx

yyyCx

или
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178 (4078). 01
)()(

1
2

2

2

2
=












−

−
+













−
− dy

yyx
xdx

yx
y

x
.

Решение

2

2

)(
1

yx
y

x
P

−
−= ; 

yyx
xQ 1

)( 2

2
−

−
= ; 

x
Q

y
P

∂
∂=

∂
∂

; 
( )

1
2

2
u

yx
y

xx
u =⇒

−
−=

∂
∂

( )
)(||ln)(1 2

2

2
y

yx
yxydx

yx
y

x
ϕ+

−
+=ϕ+











−
−= ∫ ; 

( )
( )

2
2

2

yx
yyxy

y
u +

−
+−=

∂
∂

)(
)(

2)( 2

2
y

yx
yyxy ϕ′+

−
−=ϕ′+ ; ⇒−

−
=ϕ′+

−
−

yyx
xy

yx
yyx 1

)(
)(

)(
2

2

2

2

2

( )
( ) ∫ =





−=ϕ⇒−=−

−
−−

−
=ϕ′

2

2

2

2 111112
)(

)( dy
y

yyyyx
yyx

yx
xy

+−= 1||ln Cyy ; Cyy
yx

yxu =−+
−

+= ||ln||ln
2

; C
yx

yx
y
x =

−
+ln .

179 (4079). 
12 −

+=′
x

xyyxy .

Решение

zy = ; 2zy = , zzy ′=′ 2 , 
1

2
1

2 22

2

−
+=′⇒

−
+=′

x
xzxz

x
zxxzzz , vuz = ,

uvvuz ′+′=′ , 
1

22 2 −
+=′+′

x
uvxxvuvu , x

x
xvvuvu =







−
−′+′

1
22 2 ;

12
1

1
2 22 −

⋅=⇒
−

=
x

dxx
v
dv

x
xv

dx
dv ; 4 2 1−= xv ; 4 2 12 duxx

dx
du =⇒=−
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

( )4 32
4 2

1
3
1

12
Cx

x

dxx +−⇒
−

= ; 4 22 1)1(
3
1 −+−= xCxz ;

113 24 2 −+−= xxCy .

180 (4080). .1cossin =′+ xyxy

Решение

x
xyy

cos
1tg =+′ , vuy = , uvvuy ′+′=′ ; 

x
xvuuvvu

cos
1tg =+′+′ ,

x
xvvuvu

cos
1)tg( =+′+′ ; ||ln

cos
sin0tg v

x
x

v
dvxvv =⇒−=⇒=+′

|cos|ln x= , xv cos= ; Cxu
xdx

du +=⇒= tg
cos

1
2 ; xCxy cossin += .

181 (4081). 0cos2 =+−′ xyyy .

Решение
Это уравнение Бернулли. Разделим исходное уравнение на у2:

0cos12 =+−′ −− xyyy . Положим yyzzy ′−=′⇒= −− 21  и выполним со-
ответствующее преобразование:

0cos =+−′− xzz  или 0cos =−+′ xzz , uvz = ; 0cos =−+′+′ xuvuvvu ,

xvvuvu cos)( =+′+′ ; xevdx
v
dvvv −=⇒−=⇒=+′ 0 ; xe

dx
du x cos=− ,

∫= dxxeu x cos ; [ ]xvdxxdvdxeduue xx sin,cos,, 1111 ==== ;

∫∫ −= dxxexedxxe xxx sinsincos ; [ dvdxeduue xx ,, 222 ===

]xvdxx cos,sin 2 −== ; dxxexexedxxe xxxx −+= ∫∫ coscossincos
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Уравнения первого порядка

Cxxedxxeu xx ++==⇒ ∫ )cos(sin
2
1cos ; (sin

2
1 += xz

1)cos −− =++ yCex x ; 
xCexx

y
−++

=
)cos(sin

2
1

1
 или

)cos(sin
2

xxeC
ey x

x

++
= .

182 (4082). xyxyxy
yx

xyx
y 2

2

tgsincoscossin
cossin

tgsincos
+=′⇒

+
=′ .

Решение

Пусть zy =sin . Тогда ⇒+=′′=′⋅ xxzxzzyy 2tgcossin;cos

2cos
sinctg

x
xxzz =−′ , uvz = , uvvuz ′+′=′ , 

x
xxvvuvu 2cos

sin)tg( =−′+′ c ;

xv
x
dxx

v
dv sin

sin
cos

=⇒= ; Cxu
x

xx
dx
du +=⇒= tg

cos
sinsin 2 ;

⇒=+= yxCxxz sinsintgsin Cx
x
y =− tg

sin
sin .

183 (4083). x
x
yy

x
yyx −=′ coscos .

Решение

u
x
y = , uxuy +′=′ , ⇒−=+′ xuuxuuxuux coscoscos2 duu =cos

x
dx−= , ||lnsin Cxu −= ; ⇒= − ueCx sin Cex x

y

=
sin

.
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

184 (4084). 0sincossincos =




 −+





 + dyx

x
yy

x
yxdxy

x
yy

x
yx .

Решение

0sincossincos =′




 −+





 + y

x
yy

x
yx

x
y

x
yy

x
yx ; u

x
y = , xuy = ,

uxuy +′=′ ; −′−+′++ sincoscossincos 222 uxuuuuxuuxuxuuxu

⇒=− 0sin2 uxu ( )uuuxuuxu cossincos2 2 −′= ;

du
uu

uuu
x

dx
cos

cossin
2
1 −⋅= ; 








−−= ∫∫∫ u

du
u

ud
x

dx
cos

)cos(
2
1 ; xC ||ln 1 =

uu
xC

uu
xCuu

cos
1

cos
1|cos|ln

2
1 22

11 =⇒=⇒−= ; ⇒=

x
yy

xxC
cos

22
1

C
x
yyx =cos .

185 (4085). y
y

xy tg
cos

−=′ .

Решение
yxyy sincos −=′ . Обозначим zyyzy ′=′⇒= cossin . Тогда xzz =+′ ,

vuz = , uvvuz ′+′=′ , ( ) xvvuvu =+′+′ , xevdx
v
dvvv −=⇒−=⇒=+′ 0 ;

Ceexdxexuex
dx
du xxxx +−==⇒= ∫ ; x dxedxduux === 11 ,,

xevdv == 11, ; xCexz −+−= 1 ; yCex x sin1 =+− .
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Уравнения первого порядка

186 (4086). )sin1(coscos 2 xxyxyy −=′− .

Решение

)sin1(coscos21 xxxyyy −=′− −−  – уравнение Бернулли; zy =−1 ,

zyy ′=′− −2 ; )sin1(coscos xxxzz −=′+ ; vuz = , uvvuz ′+′=′ ,

xuvvu
x

vu sin1
cos

−=′+′+ ; x
x

vvuvu sin1
cos

−=





+′+′ ; =+′

cos x
vv






 +π−=⇒−=⇒=

24
tgln||ln

cos
0 xv

x
dx

v
dv ; xv

24
ctg =





 +π=

x
x

x

x

cos
sin1

2
sin

2
cos1

−=





 +π






 +π+

= ; x
x

x
dx
du sin1

cos
sin1 −=−⋅ ; dxxdu cos= ;

Cxu += sin ; ( )( )
( )

( ) xxC
xx

xxC
x

vu
y 2cossin

sin1cos
sin1sin

cos1
+

+=
−+

== ;

xC
xxy

sin
tgsec

+
+= .

187 (4087). x
x

yxeyy xyx 22
22

/)( 22

−++=′ + .

Решение

Обозначим zyyxzyx ′=′+⇒=+ 2222 ; 
x
zez xz +=′ / , u

x
z = ,

xuz = , uxuz +′=′ ; ueuxu u +=+′ ; uex
dx
du = ; e

x
dxdue uu =−⇒= −−

||ln Cx= ; xyxexC /)( 22

||ln +−= .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

188 (4088). ( ) 011 // =





−++ dy

y
xedxe yxyx .

Решение

u
y
x = , uyx = , uyux +′=′ , 0)1()()1( =−++′+ ueuyue uu ;

0=−+++′+′ uuuu eueeuuyueyu ; )()1( uu eueyu +−=+′ ;

y
dydu

eu
e

u

u
−=

+
+1 ; 

y
Ceueu

y
dy

eu
eud uu
u

u
=+⇒+⇒−=

+
+ ∫∫ ln)( ;







+= ух/e

y
xyC ; yxeyxC /+= .

189 (4089). Найти линию, у которой поднормаль в любой точке так отно-
сится к сумме абсциссы и ординаты, как ордината этой точки к ее абс-
циссе.

Решение

Уравнение нормали MN ( )xX
y

yY −
′

−=− 1 .

Для точки N   X = XN , Y = 0. Тогда XN = X +
+ xy', yyxyyXXXPN PN ′=−′+=−= ;

x
y

yx
PN =
+

 или
x

yxy
x
y

yx
yy +=′⇒=

+
′

или

x
yy +=′ 1 , u

x
y = , xuy = , uxuy +′=′ ,

11 =′⇒+=+′ xuuuxu  и 
x

dxdu = , Cxu ln= ; Cxxy ln= .

190 (4090). Найти линию, обладающую тем свойством, что отрезок
касательной в любой ее точке, заключенный между осью Ox и прямой
y = ax + b, делится точкой касания пополам.

NO

α

P x
α

у
М (х, у)
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Уравнения первого порядка

Решение

2=
y
Y ;                          (1)

y
yxKPxPNxX
′

+=+=+= .       (2)

Подставив (2) в (1), получим

ayyaxbyyyybayyax
y

b
y
yxa

=′−−⇒′=′++′⇒=
+





′

+
)2(22 ;

zaxby =−−2 , 
2

2 azyzay +′
=′⇒′=−′ ; 

2
axbzy ++= ; azz

2
=+′

dxbaxadzzaxbza )(
2

2 +=⇒++= ; 1

222

22
Cabxxaz ++= ; 222 xaz +=

22 Cabx ++ ; ⇒++=+−−++ 2
222222 22444 Cabxxaabxyaxbyxaby

Caxybyy =−−2 , где  C = C2 – b2.

191 (4091). Найти линию, для которой отношение расстояния от нор-
мали в любой ее точке до начала координат к расстоянию от той же
нормали до точки (a; b) равно постоянному k.

Решение
По условию kLKON ⋅= . Уравнение нормали NL имеет вид

⇒−
′

−=− )(1 xX
y

yY 0)()( =−+′− xXyyY ;

k
LK
ON

= ; k
xayyb

xyy
=

−+′−
+′−

)()(
)(

.

Исходя из определения модуля числа,
рассмотрим два случая:

N

O

L

x

у

М (х, у) K (a, b)

y = ax + bМ (х, у)

O x
X

y

x

Y
N

K
P

y
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

а) ⇒=
−+′−

+′− k
xayyb

xyy
)()(

)(

0)1(])1([ =+−+′−+ akxkyykbk ;                   (1)

k b + (1 – k) y = z,  (1 – k) y' = z', 
k

zy
−
′

=′
1

, 0)1(
1

=+−+
−

′
akxk

k
zz .

Обозначим Wz =2 , Wzz ′=′2 , ⇒−−=
−
′

akxk
k

W )1(
)1(2

=∫ dW

( ) ⇒−+−−= ∫ dxkakxk )1(2)1(2 2  22 )1(2)1( kaxkxkW +−+−−=

2
1 zC =+ ; +−+−−=−+−+ 222222 )1(2)1()1()1(2 kaxkxkykykkbbk

⇒=+ 2
1 zC  Cbyax

k
kyx =+
−

−+ )(
1

222  (k ≠ 1).

б) ⇒=
−+−

+′
k

xayyb
xyy

)(')(

0)1(])1([ =++−+−′ akxkkybky ;                    (2)

zkybk =+− )1( , zky ′=+′− )1( , 
k

zy
+
′

−=′
1

, 0)1(
1

=++−
+

′
− akxk

k
zz .

Обозначим Wz =2 , Wzz ′=′2 , akxk
k
W −+=

+
′

− )1(
)1(2

; ∫ =dW

∫ +++−= 1)1())1((2 Cdxkxkak ; 
2

)1(
2

)1(2 kxkkaxW ++











+−=

2
1 zC =+ ; ++−+=+++− 2222 )1()1(2)1()1(2 xkxkkakykkbybk

⇒+ 1C 1
22 )(

1
2 Cbyax

k
kyx =+
+

−+  )1( −≠k .
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Уравнения первого порядка

Если в уравнении (1) положить k = 1, а в уравнении (2) k = –1, то
получим одно и то же дифференциальное уравнение:

b
ayayb −=′⇒−=′ , Cx

b
ay +−=  или Cybxa =+  (k = 1 или k = –1).

192 (4092). Найти линию, для которой расстояние от начала координат
до касательной в произвольной ее точке равно расстоянию от начала
координат до нормали в той же точке.

Решение
Уравнение касательной к кривой y = f (x) в точке M (x; y) будет

Y – y = y' (X – x)  или  y' (X – x) – (Y – y) = 0.

Уравнение нормали имеет вид

)(1 xX
y

yY −
′

−=− ; 0)()( =−′−−− yYyxX .

Расстояние от точки О(0; 0) до касательной и нормали:

121
+

+′−
=

y

yyx
d ; 

122
+′

′+
=

y

yyx
d .

Так как d1 = d2, то выражение под знаком модуля положительно:

–x y' + y = x + y' y,                                    (1)

x
yy

x
yy ′+=+′− 1 , u

x
y = , uxy = , uxuy +′=′ , +′+=+−′− xuuuuxu 1

⇒=
+

+−⇒+
x

dx
u

duuu 2
2

1
)1(

⇒=+− xCuu 1
2 ln)1(ln

2
1arctg

( )xyeCyx
x

yx
xC

x
y /arctg22

22

1lnarctg ±=+⇒
+

=  (знак плюс (+)

получится при других вариантах уравнения (1)); 22 yx +=ρ ,
ϕ±=ρ⇒ϕ= Ce

x
y tg  – уравнения логарифмических спиралей.
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

193 (4093). Найти линию, обладающую следующим свойством: ордина-
та любой ее точки есть средняя пропорциональная между абсциссой
и суммой абсциссы и поднормали, проведенной к линии в той же точке.

Решение

Поднормаль Прх tgyPNMN =α−=−=

yy ′−= . По условию y2 = x (x – y y'). Тогда

y
x
y

x
y ′−=12

2
, u

x
y = , uxuy +′=′ ;

22 1 uxuuu −′−= , ⇒′−=− xuuu 12 2

⇒=
−

−
x

dx
u

duu
12 2 ⇒−=−2 ln412ln

C
xu

⇒+= 4

4

2

2
12

x
C

x
y

2

44
2

2 x
Cxy += .

194 (4094). В электрическую цепь с сопротивлением R = 3/2 Ом в тече-
ние двух минут равномерно вводится напряжение (от нуля до 120 В).
Кроме того, автоматически вводится индуктивность, так что число,
выражающее индуктивность цепи в генри, равно числу, выражающему
ток в амперах. Найти зависимость тока от времени в течение первых
двух минут опыта.

Решение

По условию 
2
3=R  Ом; U0 = 0;  U = 120 В;  t = 2  мин = 120 с. Паде-

ние напряжения вдоль проводника 
dt
dILIRU += . Также по условию I = L

(численно); значит, IIIRU ′⋅+= , U = k t, 120 = k 120 ⇒  k = 1 и U = t.
Имеем следующее дифференциальное уравнение:

t = R I + I ⋅ I'.                                      (1)

α

O

y

у
М (х, у)

NP x



Уравнения первого порядка

Ищем решение в виде

I = At,  I' = A.                                     (2)

Подставляем (2) в (1), учитывая, что 
2
3=R :

0232
2
3 22 =−+⇒−= AAtAtAt , 

4
1693 +±−=A , 0>A , 

2
1=A ,

2
tI = .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

§ 2. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА (продолжение)

Поле направлений. Изоклины

195 (4095). Дано дифференциальное уравнение 
y
xy −=′ .

а) Построить поле направлений, устанавливаемое данным уравне-
нием.

б) Выяснить расположение вектора поля относительно полярного
радиуса любой точки поля.

в) Выяснить вид интегральных кривых уравнения исходя из поля
направлений.

г) Найти интегральные кривые, решая данное уравнение обычным
методом (разделяя переменные).

д) Указать семейство изоклин данного уравнения.

Решение
Изоклиной называется множество точек, в которых касательные

к интегральным кривым имеют одно и то же направление.

Для дифференциального уравнения 
y
xy −=′  изоклинами будут

прямые:

x
k

yk
y
x 1−=⇒=− ; dxx

y
x

dx
dy =⇒−=

dyy−= ; Cyx =+ 22  – семейство кон-

центрических окружностей.
Вектор поля в каждой точке перпен-

дикулярен к полярному радиусу точки.

196 (4096). Написать дифференциальное уравнение, изоклинами кото-
рого служат: 1) равнобочные гиперболы ху = а; 2) параболы y2 – 2px;
3) окружности x2 + y2 = R2.

k = 2

y

x

 k = – 1

k = – 2

k = 1

О
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Уравнения первого порядка (продолжение)

Решение

1) )(xyfy =′ ; 2) 









=′

x
yfy

2
; 3) ( )22 yxfy +=′ .

197 (4097). Найти изоклины дифференциального уравнения семейства
парабол y = ax2. Сделать чертеж. Истолковать результат геометрически.

Решение
Дифференцируем исходное уравнение по х:

y' = 2ax.                       (1)

Подставляя в (1) значение а = у/х2 из урав-
нения семейства, получим дифференциальное

уравнение данного семейства: x
yy 2=′ . Изокли-

нами будут линии xkykx
y

2
2 =⇒=  или = Cxy






 =

2
kC , т. е. прямые. Результат может быть высказан в форме теоре-

мы: если семейство парабол, имеющих общую ось и общую вершину,
пересечь прямой, проходящей через вершину, то касательные к различ-
ным параболам в точках пересечения их с прямой будут между собой
параллельны.

198 (4098). Убедиться, что изоклинами однородного уравнения (и толь-
ко однородного уравнения) служат прямые, проходящие через начало
координат.

Решение

Общий вид однородного уравнения: 




=′

x
yfy .

Уравнение изоклин Ck
x
y

x
yfk ==ϕ=⇒





= const)( , где Cxy =  –

семейство прямых, проходящих через начало координат.

у

хО

 

  



118

Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

199 (4099). Указать линейные уравнения, изоклинами которых являются
прямые.

Решение

kxbay
x

bayk
x

bayy =+⇒+=⇒+=′  – семейство прямых.

200 (4100). Пусть у1, у2, у3 – ординаты трех любых изоклин некоторого
линейного уравнения, соответствующие одной абсциссе. Убедиться, что

отношение 
13

12
yy
yy

−
−  сохраняет одно и то же значение, какова бы не была

эта абсцисса.

Решение
Линейное уравнение )()( xqyxpy =⋅+′ .

Уравнение изоклины Cyxpxq =⋅− )()( .
Рассмотрим три различные изоклины с ординатами у1, у2, у3, соот-

ветствующие одной абсциссе x:

⇒






=⋅−
=⋅−
=⋅−

33

22

11

)()(
,)()(

,)()(

Cyxpxq
Cyxpxq
Cyxpxq

;
)(

)(

;
)(

)(

;
)(

)(

3
3

2
2

1
1

xp
Cxqy

xp
Cxqy

xp
Cxqy

−
=

−=

−=

const
31

21

13

12 =
−
−=

−
−

CC
CC

yy
yy .

 Приближенное интегрирование дифференциальных
уравнений

201 (4101). Дано уравнение 
10

22 yxy +=′ . Построить приближенно ин-

тегральную кривую, соответствующую отрезку 51 ≤≤ x  и проходящую
через точку M (1; 1).
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Уравнения первого порядка (продолжение)

Решение

xi    y'i
1    0,2
2    0,54
3    1,30
4    2,52

;
10

)(
22 yxxf +=

,),( 11 hyxf ii −−+ ;1=h

;2,12,012 =+=y

;74,154,0 =+ ;04,330,174,14 =+=y

.56,552,204,35 =+=y

1yy ii − +=

2,13 +=y

202 (4102). Дано уравнение 22
1

yx
y

+
=′ . Построить приближенно ин-

тегральную кривую, соответствующую отрезку 5,35,0 ≤≤ x  и проходя-
щую через точку (0,5; 0,5).

Решение

 xi   y'i
0,5   2
1,5   0,13
2,5   0,08

203 (4103). Дано уравнение 23 xxyy +=′ . Применяя способ Эйлера, вы-
числить y при x = 1, если y – частное решение, удовлетворяющее на-
чальному условию 00 ==xy . Вычислить y с двумя десятичными зна-
ками.

Решение
Программа вычислений на языке PASCAL:
Program Eler;
Function F(X, Y : Real) : Real;
Begin

F := X*Sqr(Y)*Y + Sqr(X);
End;

],5,3;5,0[∈x ,1=h );5,0;5,0(

;5,225,02 =+=y

;63,213,0 =+ 08,063,24 =+=y

5,23 +=y

.71,2=

y

О x
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Const
X0: Real = 0;
XN: Real = 1;
Y0: Real = 0;
N=20;

Var
h:Real;
m : Integer;
X, Y : Array [0..N] Of Real;

Begin
X[0] := X0;
Y[0] := Y0;
h := (XN - X0)/N;
For m := 1 To N Do Begin

Y[m] := Y[m - 1] + h*F(X[m - l],Y[m - 1]);
X[m] := X0 + m*h;
End;

WriteLnf('x = ',X[N]:4:2,' y = ',Y[N]:4:2);
End.

x = 1.00 y = 0.31

204 (4104). Дано уравнение 12 +⋅=′ yxy . Применяя способ Эйлера,
вычислить y при x = 2, если y – частное решение, удовлетворяющее
начальному условию 00 ==xy . Вычислить  y  с двумя десятичными
знаками.

Решение
По способу Эйлера hyxfyy iiii ),( 111 −−− += . Вычислить y при

1' 2 +⋅= yxy ; 00 ==xy .
Программа вычислений на языке PASCAL:

Program Eler;
Function F(X, Y : Real) : Real;
Begin

F := Sqrt(X)*Sqr(Y) + 1;
End;
Const
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Уравнения первого порядка (продолжение)

X0 : Real = 1;
XN : Real = 2;
Y0 : Real = 0;
N = 20;

Var
h : Real;
m : Integer;
X, Y : Array [0..N] Of Real;

Begin
X[0] := X0;
Y[0] := Y0;
h := (XN - X0)/N;
For m := 1 To N Do Begin

Y[m] := Y[m - 1] + h*F(X[m - l],Y[m - 1]);
X[m] := X0 + m*h;

End;
WriteLn('x = ',X[N]:4:2,' y = ',Y[N]:4:2);

End.

x = 2.00 y = 1.71.

205 (4105). Дано: уравнение 
2
xyy =′  и начальное условие 10 ==xy .

Решить это уравнение точно и найти значение y при x = 0,9. Далее, найти
это значение при помощи приближенного метода, разбивая отрезок
[0; 0,9] на 9 частей. Указать относительную погрешность последнего
результата.

Решение

2/2
2

2

2
lnln22

2
xeCyxCydxx

y
dyxyy =⇒=+⇒=⇒=′ .

При x = 0   y = 1 ⇒  C = 1, 4/2xey =  – точное решение.
Составим программу решения дифференциального уравнения по

методу Эйлера на языке PASCAL (здесь Z – точное решение, D – отно-
сительная погрешность).
Program Eler;
Function F(X, Y : Real) : Real;
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Begin
F :== X*Y/2;

End;
Const

X0 : Real= 0;
XN : Real = 0.9;
Y0 : Real= 1;
N = 90;

Var
h, Z, D : Real;
m : Integer;
X, Y : Array [0..N] Of Real;

Begin
Z := Exp (Sqr(0.9)/4) ;
X[0] := X0;
Y[0] := Y0;
h := (XN - X0)/N;
For m := 1 To N Do Begin

Y[m] := Y[m - 1] + h*F(X[m - l],Y[m - 1]);
X[m] := X0 + m*h;

End;
D := Abs(Z - Y[N])*100/Z;
WriteLn('x = ',X[N]:7:5,' z = ',Z:7:5,

' y = ',Y[N] :7:5, ' D = ',D:5:3) ;
End.

0.90000 z = 1.22446 y = 1.22134 D = 0.254.

206 (4106). Дано: уравнение 
1

3
3

2

++
=′

yx
xy  и начальное условие 01 ==xy .

Решить это уравнение точно и, пользуясь каким-либо из приближенных
методов интегрирования уравнений, вычислить значение x при y = 1 (срав-
нить со значением x, получаемым при точном решении).

Решение

13
3

1
1

3 32
2

3

3

2
++=′⇒++=′⇒

++
=′ yxxx

x
yxx

yx
xy ; обозначим х3 = z.
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Уравнения первого порядка (продолжение)

Тогда zxx ′=′23 ; 1+=−′ yzz ; uvz = ; uvvuz ′+′=′ ; 1)( +=−′+′ yvvuvu ;

yevvv =⇒=−′ 0 ; ∫ −+=⇒+= dyeyuye
dy
du yy )1(1  ,1( 11 duyu =+=

),, 11
yy evdvdyedy −− −=== ; ∫ +−=++−= −−− yedyeeyu yyy ()1(

++ C)2 , yCeyx ++−= )2(3 .
При x = 0 y = 0 ⇒  1 = –2 + C  ⇒  х3 = 3е у – (у + 2). При y = 1

72720,1)1(33 ≈−= ex  – точное решение.
Приближенное решение найдем по методу Эйлера. Программа на языке

PASCAL аналогична программе задачи 203 (4103). Имеем хприбл = 1,72743.

207 (4107). 22 xxyyy ++=′ . Найти по методу последовательных при-
ближений второе приближение для решения, удовлетворяющего началь-
ному условию 10 ==xy .

Решение
Последовательность функций, называемых приближенными реше-

ниями, строится по правилу:

∫ −+=
x

x

nn dtytfyxy
0

),()( 10 , 10 =y , 00 =x ; += yxy 01 )(

( )∫ +++
x

x

dtttyy
0

2
0

2
0  или ( )

32
111)(

32

0

2
1

xxxdtttxy
x

+++=+++= ∫ ;

( )∫ +++=
x

x

dtttyyyxy
0

2
1

2
102 )(   или +=xy2 1)(

∫ ×









+++++++++++++++

x

tttttttttttttt
0

2
43

2
5

3243
64

2

4253
2

3
22

94
1
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

× dt
9

3
34

5
6

1341
0

65
432 dttttttt

x

=









++++++= ∫

6318424
13

3
4

2
31

765
432 xxxxxxx +++++++= .

208 (4108). 13 −=′ yxy . Найти при х = 1 значение того решения данного
уравнения, которое удовлетворяет начальному условию 00 ==xy . Огра-
ничиться третьим приближением по методу последовательных прибли-
жений.

Решение

13 −=′ xyy , 00 ==xy ; ∫ −+=
x

x

nn dtytfyxy

0

),()( 10 ; xdtxy
x

−=−= ∫
0

1 1)( ;

xxdttxy
x

−−=−−= ∫ 5
)1()(

5

0

4
2 ; ×










−−−−−= ∫ ttttxy

x

1
5
3

25
3

125
)(

0

4812
16

3











++

⋅
+

⋅
+

⋅
−=× xxxxxdt

595
3

1325
3

17125

591317
; 

1325
3

17125
1)1(3 


 +

⋅
+

⋅
−=y

28,1)12,0066,00092,00004,0(1
5
1

15
3 −=++++−=


+++ .

В задачах 209 (4109)–216 (4116) найти несколько первых членов разло-
жения в степенной ряд решений уравнений при указанных начальных
условиях.

209 (4109). xyy −=′ 3 ; 10 ==xy .

Решение
Приближенное решение ищем в виде ряда Маклорена )0()( += yxy

...
!3

)0(
!2

)0()0( 32 +
′′′

+
′′

+′+ xyxyxy
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Уравнения первого порядка (продолжение)

При указанных начальных условиях: 1)0( =y ; 1)0( =′y ; )( =′′ xy

2)0(13 2 =′′⇒−′= yyy ; 12)0(36)( 2 =′′′⇒′′+′=′′′ yyyyyxy ; )()IV( =xy

78)0(3666 )IV(22 =⇒′′′+′′+′′+′= yyyyyyyy ;

...
4

1321 432 +++++= xxxxy .

210 (4110). 122 −=′ yxy ; 10 ==xy .

Решение

1)0( =y ; 1)0( −=′y ; 0)0(22)( 22 =′′⇒′+=′′ yyyxxyxy ; 2 2 +=′′′ yy

2)0(228 222 =′′′⇒′′+′+′+ yyyxyxyxy ; +′+′+′= 2(IV) 284 yxyyyyy

yyxyyxyxyyyxyxyxy ′′′′+′′′+′′+′′′+′+′′+ 2222 224448 ; 12)0(IV −=y

...
2
1

3
11)( 43 +−+−= xxxxy .

211 (4111). 22 yxy −=′ ; 00 ==xy .

Решение
1)0( =y ; 0)0( =′y ; 0)0(22)( =′′⇒′+=′′ yyyxxy ; 222 2 ⇒′′−′−=′′′ yyyy

2)0( =′′′y ; 0)0(26 (IV)(IV) =⇒′′′−′′′−= yyyyyy ; 86 2(V) −′′′′−′′−= yyyy

0)0(2 (V)(IV) =⇒− yyy ; 21020 (V)(IV)(VI) ⇒−′−′′′′′−= yyyyyyy

0)0((VI) =y ; 210102020 (V)(V)(IV)(IV)2(VII) −′−′−′′−′′−′′′−= yyyyyyyyyy

80)0(2 (VII)(V) −=⇒− yyy ; ...
973

1)(
7

3 +
⋅

−= xxxy .

212 (4112). 11 2
+−=′

y
xy ; 10 ==xy .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Решение

1)0( =y ; 2)0( =′y ; 2)0()1(2
2

2
−=′′⇒−′−−=′′ y

y
xyxyy ; =′′′y

8)0())1(2(2)2)1(22(
4

222
=′′′⇒−′+′+′+−′′−′−−= y

y
xyxyyyyyxxyyxy ;

...
3
421 22 −+−+= xxxy .

213 (4113). 
yx

xyy
++

=′
1

; 00 ==xy .

Решение

0)0( =y ; 0)0( =′y ; =
++

′+−++′+=′′
2)1(

)1()1()(
yx

xyyyxyxyy

⇒
++

′′++= 2

22

)1( yx
yxyxyy  0)0( =′′y . Вообще 0)0()( =ny , 0=y .

214 (4114). xyey y +=′ ; 00 ==xy .

Решение
1)0( =′y ; ⇒′++′=′′ yxyyey y 1)0( =′′y ; 22 +′+′′+′=′′′ yyeyey yy

4)0( =′′′⇒′′+ yyx ; ...
3
2

2
3

2
+++= xxxy .

215 (4115). xyy sinsin −=′ ; 00 ==xy .

Решение

0)0( =′y ; ⇒−′=′′ xyyy coscos 1)0( −=′′y ; )sin(cos 2 +−′+′′=′′′ yyyyy

1)0(sin −=′′′⇒+ yx ; ...
!3!2

32
+++= xxxy .



127

Уравнения первого порядка (продолжение)

216 (4116). 22 21 yxxy −++=′ ; 11 ==xy .

Решение

1)1( =′y ; yyxy ′−+=′′ 421 ; yyyy ′′−′−=′′′ 442 2 ; 2)1( =′′′y ;

...
!3

)1(2
!2

)1()1(1
32

+−+−+−+= xxxy .

Особые решения. Уравнения Клеро и Лагранжа

В задачах 217 (4117)–230 (4130) найти общие и особые решения урав-
нений Клеро и уравнений Лагранжа.

217 (4117). 2yyxy ′+′= .

Решение
Общее решение: 2CCxy += .
Для нахождения особого решения положим y' = p. Тогда xpy +=

pppxpyp ′+′+=′⇒+ 22 ; 020)2( =+⇒=+′ pxpxp ; px 2−= ;

2
xp −= ; 04

42
2

22
=+⇒+−= yxxxy  – особое решение.

Другой способ нахождения особого решения: составляем систему







=
∂
∂

=

.0

,0),,(

C
u

Cyxu

В нашем случае 
42202

, 222 xxyxC
Cx

CCxy +−=−=⇒




=+
+= и  или

042 =+ yx .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

218 (4118). 33yyxy ′−′= .

Решение
Общее решение: 33CCxy −= .
Особый интеграл находим из системы

909

,3
2

3 xC
Cx

CCxy
±=⇒







=−

−=
. Тогда ⇒⋅⋅±=

399
xxxxy m

029 =± xxy .

219 (4119). 
y

yxy
′

+′= 1 .

Решение

Общее решение: 
C

Cxy 1+= .
Особый интеграл находим из системы

x
C

C
x

C
Cxy 1

01

,1

2

±=⇒










=−

+=
; x

x
xy ±±=  или xy 2±= ; xy 42 = .

220 (4120). 21 yyxy ′++′= .

Решение

Общее решение: 21 CCxy ++= .
Особый интеграл находим из системы

( )1
110

1

,1

2
2

2

2

2

2

<
−

±=⇒=
+

⇒








=
+

+

++=
x

x

xCx
C

C

C

Cx

CCxy
;

22

2

2

2

2

2

1

1
11

1
1 xx

x
x

x

x

xy
−

+
−
±=

−
++

−

±= .
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Уравнения первого порядка (продолжение)

а) 111 2222 =+⇒−=− yxxxy ;

б) 
2

2
22

1

111
x

xyxxy
−

+=⇒+=−  (не подходит).

221 (4121). yyxy ′+′= sin .

Решение
Общее решение: CCxy sin+= .

Особый интеграл: xxC
Cx

CCxy arccos)(arccos
0cos

,sin
−π=−=⇒





=+
−=

;

21)arccos( xxxy −+−π= .

222 (4122). yyyx ′=−′ ln .

Решение
Общее решение: CCxy ln−= .

Особый интеграл: 
x

C
C

x

CCxy 1
01

,ln
=⇒







=−

−=
; xy ln1+= .

223 (4123). )1(2 +′= xyy  – уравнение Лагранжа.

Решение

Положив py =′ , имеем 22 pxpy += ; дифференцируем его по х:

⇒′++′= pppppxp 22 2

[ ]
dx
dppxppp 222 +=− ;                                (*)
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

=−−⇒
+

=
−

⇒+=− 1lnln
)1(21

)1(2)1( pC
x
dx

p
dpdpxpdxpp

⇒+= 1ln
2
1 x 1

1
+=

−
x

p
C .

Из последнего уравнения найдем параметр р:

[ ] ( )
1

1
1

1)1(1
22

22

+
−+=





+

−=−−=
x

Cx
x
Cpp ; ( )2

1 Cxy −+=  – об-

щий интеграл.
Из уравнения (*) можно найти некоторые решения: именно оно об-

ращается в тождество при всяком постоянном p = p0, удовлетворя-

ющем условиям 02
00 =− pp  и 00 =

dx
dp

. Обе части равенства (*) обраща-

ются при этом в нуль. Но 02
00 =− pp  при 0)1(

0 =p  и 1)2(
0 =p . Тогда ре-

шениями искомого дифференциального уравнения будут функции
⇒−⋅= 200xy  y = 0 и y = x + 1. При этом решение y = 0 будет особым,

поскольку оно не получается из общего ни при каком С, а y = x + 1 –
частное решение, поскольку получается из общего при С = 0.

224 (4124). )4(2 2 +′=′ yxyy  – уравнение Лагранжа.

Решение
py =′ , ⇒+= xxpyp 42 2

p
xxpy 42 += .                                       (1)

Дифференцируем (1) по х: ⇒⋅−++=
dx
dp

p
x

pdx
dpxpp 2

442







−=− 2

414
pdx

dpx
p

p ;                               (2)

xCp
p

p
dx
dpx

p
p

12

22 44 =⇒−⋅=− .

Найдем р из (1):
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Уравнения первого порядка (продолжение)

x
xy

pxypxp
22

2 4
042

−±
=⇒=+− ; 2

1
22 4 xCxyy =−+ ;

0424 1
22

1
2

1
22 =+−⇒−=− yCxCyxCxy ; CC =

2
1 . Тогда

C
Cxy 12 += .

Найдем из (2) такие р = р0, при которых 204 )1(
0

0
0 =⇒=− p

p
p ,

2)2(
0 −=p .

Подставляя эти значения в уравнение xxpyp 42 2 += , получим
xy 2±=  или 04 22 =− xy . Это решение особое, так как не получается

из общего ни при каком С.

225 (4125). yxyyy ′+′= 22  – уравнение Лагранжа.

Решение
Положим py =′ . Тогда

( ) xppy 21 2 =− .                                  (1)

Дифференцируя (1), получим ( ) ⇒′+=′−−′ pxpypppy 2221 2

( ) )(21 2 xpyppp +′=+− .                           (2)

Из (1) 21
2

p
xpy

−
= . Подставим (1) в (2): 

ppp
dp

x
dx

)1)(1(2 +−
= ;

1,
2
1,

2
1

11)1)(1(
1 −===⇒+

+
+

−
=

+−
RBA

p
R

p
B

p
A

ppp
. Тогда

2

2

11
1ln1ln

2
11ln

2
1ln

2
1

p
pCxCpppx −=⇒+−++−= .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Из системы ypCC
p
Cy

p
xpy

p
pCx

′==−=⇒











−
=

−=
,2,2

1
2

,1

1
1

2

2

2

1
. Тогда

y
Cy −=′ .                                      (3)

Подставим (3) в исходное уравнение: 
2

2
2

y
Cx

y
Cyy ⇒−=

222 yCCx −=  – общее решение.

Уравнение (2) обращается в тождество при р = 0. Подставим это
значение в (1): y = 0. Но y = 0 не является особым решением, так как
получается из общего при С = 0. Значит, особого решения нет.

226 (4126). 2)1( yyxy ′+′+= .

Решение
Положим py =′ . Тогда

2)1( ppxy ++= .                                     (1)

Дифференцируем (1) по х: 
dx
dpp

dx
dpxpy 21 +++=′   или  x

dx
dp (1 +=−

px
dp
dxp 2)2 −=+⇒+ ; uvx = , uvvux ′+′=′ , pvvuvu 2)( −=+′+′ ; vv =+′

pevdp
v
dv −=⇒−=⇒= 0 ; pe

dp
du p 2−=− ; pedppeu pp +−=−= ∫ 22

Ce p ++ 2 ; [ ]pp evdvdpedudpup ==== 1111 ,,, ; puvx +−−== )1(2
pCe−+ .

 Итак, общее решение 2)1( ppxy ++= ; pCepx −+−−= )1(2 .
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Уравнения первого порядка (продолжение)

Особое решение ищем из системы

Cx
Cx

CCxy 2
20

,)1( 2
−=⇒





+=
++= , const2 2 =−−= CCy ; но это не удовлетво-

ряет исходное дифференциальное уравнение, так как тогда имеем { xy =
const

.

Особого решения нет.

227 (4127). )ln( yyxy −′=′ .

Решение
Положим py =′ . Из условия задачи имеем

yeyyx ′=−′   или  peyxp =− .                             (1)

Дифференцируем (1) по х:

Cp
dx
dpex

dx
dp

dx
dpep

dx
dpxp pp =⇒=⇒=−⇒=−+ 00)( .

Общее решение получаем из (1), подставляя в него р = С:
CeCxy −= .

При xp ln=  получаем особое решение: )1(ln −= xxy . Оно не мо-

жет быть получено из общего ни при каком С.

228 (4128). 2)1( yxyy ′++′= .

Решение
Положим py =′ . Тогда

2)1( pxpy ++= .                                  (1)

Дифференцируем (1) по х:

Cp
dx
dppx

dx
dp

dx
dppp

dx
dpxy =⇒=⇒=++⇒+++=′ 00)21(2)1( .

Общее решение получаем из (1): 2CCCxy ++= .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Далее имеем )1(
2
1021 +−=⇒=++ xppx . Подставляем p в (1)

и получаем особое решение: 22 )1(
4
1)1(

2
1 +++−= xxy  и 2)1(

4
1 +−= xy .

229 (4129). 3 31 yaxyy ′−+′= .

Решение
Положим py =′ . Тогда 3 31 papxy −+= . Дифференцируем послед-

нее выражение по х: ( ) ( ) ⇒−



 −++=′

−

dx
dpppapx

dx
dpy 23/23 31

3
1

( )
⇒=

















−
− 0

13 23

2

p

apx
dx
dp Cp

dx
dp =⇒= 0 .

Общее решение дифференциального уравнения: 3 31 CaCxy −+= .
Далее выполняем преобразования:

( )3 23

2

1 p

apx
−

= ; ( )23

36
3

1 p

apx
−

= ; ( ) 36233 1 appx =− ; ( )33 1 px =−

33

3
333

xa

xpap
+

=⇒= ; 
( ) ( )=−+

−
= 3 3

3 23

3

1
1

pa
p

apy

( )
( )[ ]

( )−
=−+

−
=

3 23

33

3 23 1
1

1 p

app
p

a

3

2

33

3
1

=














+
−

=

xa

x

a

2
3333

2
33 


 +=⇒


 += xayxa ; 333 axy =+  – особое

решение.
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Уравнения первого порядка (продолжение)

230 (4130). 









′

−
′

=
yy

yx 11 .

Решение

Положим 
y

x x
y

′
=′ 1 ; pxy =′ . Тогда ( )ppyx −= ; +−=′ ppxy

⇒⋅
−

=−⇒









−+

dy
dp

p
p

ypp
dy
dp

p
y

2
21

21
2

1 ⇒⋅=−
dy
dp

p
yp

2

⇒
−

−=
p

dp
y

dy
2

Cpy lnln
2
1ln +−= ; 2

2

y
Cp

y
Cp

p
Cy =⇒=⇒= .

Тогда  ⇒





−=⇒










−=

y
CCx

y
C

y
Cyx 12

2
2)( CyxC =−  – общее

решение.

( )
4
1

1
2

10

,
=⇒














 −=

−=
C

C
y

CCyx
; xyyx 4

4
1

2
1 =⇒





 −=  – особое решение.

В задачах 231 (4131)–233 (4133) найти особые решения уравнений,
применяя тот же прием, какой используется в случае уравнений
Лагранжа и Клеро.

231 (4131). 02 =+′−′ xeyyy .

Решение

202
,02 yC

yC
eyCC x

=⇒




=−
=+= ; 0

24

22
=+− xeyy ; 042 =− xey  – особое

решение.
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

232 (4132). 0)2(2' 222 =+′−− yyxyyx .

Решение

22

222 2
0)2(22

,0)2(2
x

xyC
xyCx

yCxyCx −=⇒






=−−
=+−−

; 
x

xy
x

xyx +−−− )2(2)2(
2

2

4

22

xyxyyxxyy ±=−⇒=−⇒=+ 2)2(0 2222 ; 1=xy  – особое решение.

233 (4133). )(2)2( 2xyxyy +=−′′ .

Решение

xC
xC

xyxCC =⇒




=−
+=−

022
),(2)2( 2

; ⇒−=− 222 222 xyxx 022 =− yx  –

особое решение.

234 (4134). Доказать теорему: если линейное дифференциальное урав-
нение является уравнением Клеро, то семейство его интегральных кри-
вых представляет собой пучок прямых.

Решение
Уравнение Клеро имеет вид

)(yyxy ′Ψ+′= .                                   (1)

Положим y' = p. Тогда (1) примет вид

)( pxpy Ψ+= .                                   (1')

Продифференцируем (1' ) по х:

0))((00))(()( =Ψ+=⇒=Ψ+⇒Ψ++=′ px
dx
dppx

dx
dp

dx
dppp

dx
dpxy и .

Интегрируя первое из двух последних равенств, получим p = C
(C = const). Подставляя это значение p в уравнение (1' ), будем иметь

его общий интеграл )(CxCy Ψ+= , который с точки зрения геометрии
есть семейство прямых линий.
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Уравнения первого порядка (продолжение)

235 (4135). Площадь треугольника, образованного касательной к иско-
мой линии и осями координат, есть величина постоянная. Найти линию.

Решение

Уравнение прямой в отрезках имеет вид 1=+
n
y

m
x . Если a2 – пло-

щадь ∆ AOB, то 22amn ±= , т. е. 
m
an

22±=  и име-

ем семейство прямых:

1
2 2 =±

a
my

m
x .                    (1)

Продифференцируем (1) по х:

yayxy
y

am
y
am

a
ym

m
′±′=⇒

′
±=⇒

′
=⇒=

′
± 2

22
2

2 2220
2

1
m

m
m .

Общее решение дифференциального уравнения: 1xCy ±=

)2(
2

2 1
2

2

1
2 CCaCxCyCa =+±=⇒± m .

Но нас интересует особое решение, которое даст искомую линию –
огибающую семейство прямых. Составляем систему уравнений:

2
2

2,
2 axy

aCxy

aCxCy ±=⇒






+±=

+±= .

236 (4136). Найти линию, касательные к которой отсекают на осях коор-
динат отрезки, сумма которых равна 2а.

Решение
Уравнение прямой в отрезках имеет вид

1=+
n
y

m
x .                                         (1)

x

n

B

y

A

mO

M (x, y) 
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

По условию mananm −=⇒=+ 22 . Подставляем (2) в (1):

1
2

=
−

+
ma

y
m
x .                                    (2)

Дифференцируем (2) по х: 
y

am
ma

y
m ′−

=⇒=
−
′

+
1

20
2

1 . Тогда урав-

нение прямой имеет вид 1

1
222

)1( =

′−
−

+
′−

y
aa

y
a

yx   или 
a

yx −
′−

2
)1(

ya
yy
′
′−−

2
)1(

, или yayyxy ′=−′′− 2)()1( .

Общее решение дифференциального уравнения: xCC)(1( −−

aCy 2) =− ; 
x

ayxC
ayxCx

CaCyyxCxC
2

2
22

,22 −+=⇒




=+−
=+−− ;

⇒−+=




 −−+






 −+−

x
ayxayayx

x
ayx 2

2
2

2
21 axayx 8)2( 2 =−+  –

особое решение дифференциального уравнения.

237 (4137). Найти линию, для которой произведение расстояний любой
касательной до двух данных точек постоянно.

Решение
Систему координат расположим по отно-

шению к фиксированным точкам, как пока-
зано на рисунке. Уравнение касательной в точ-
ке M (x; y): )( xXyyY −′=−   или  −−′ YXy

0)( =−′− yyx , где X и Y – текущие коорди-
наты точек касательной; F1 и F2 – фиксиро-
ванные точки.

Расстояния d1 и d2 до прямой KL най-
дем по известным формулам:

1

)(
21

+′

−′−′±=
y

yyxycd ; 
1

)(
22

+′

−′−′−±=
y

yyxycd .

y

x
L

M(x, y)

K

O

d1d2

 

    

 

  

 

 

F2 (– c, 0) F1 (– c, 0)
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Уравнения первого порядка (продолжение)

По условию d1d2 = b2 (const), поэтому 1)( 22222 +′±=′−−′ ybycyyx

или 22222 )()( bybcyyx ±′±=−′ , обозначив 222 abc =±  (полагаем

bc < ), имеем 222 byayxy ±′±′=  – уравнение Клеро.
Его общее решение   представляет собой семейство прямых. Най-

дем особое решение. Для этого продифференцируем общее решение по
С и составим систему уравнений:











±
±=

±
=

⇒













±
±=

±
=

⇒










±
±=

±±=

.

;,

0

,

222

222

222

2

222

2

222

2

222

bca

b
b
y

bca

ac
a
x

bca

by

bca

cax

bca

cax

bcacxy mm

Возьмем знак плюс (+) перед b2, возведем обе части каждого урав-

нения в квадрат и сложим: 12

2

2

2
=+

b
y

a
x . Затем возьмем знак минус (–)

перед b2, возведем обе части каждого уравнения в квадрат и вычтем из

первого уравнения второе: 12

2

2

2
=−

b
y

a
x

. Итак, искомые кривые – эллип-

сы и гиперболы.

238 (4138). Найти линию, для которой площадь прямоугольника, име-
ющего сторонами касательную и нормаль в любой точке, равна площа-
ди прямоугольника со сторонами, равными по длине абсциссе и ордина-
те этой точки.

Решение
Уравнение MT имеет вид )(' xXyyY −=− ; ('0 XyyY −=−⇒=

'
)

y
yxXx −=⇒− . Тогда точка 





− 0;

'y
yxT .



140

Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Уравнение ML имеет вид yY =−

)(1 xX
y

−
′

−= ; )(
'

10 xX
y

yY ⇒−−=−⇒=

yyxX ′+= ; )0;( yyxL ′+ .

Расстояния: 22)( yxyyxML =+−′+=
21 yy ′+=  (рассматриваем y > 0); MT =

22
2

1 y
y
yyx

y
yx ′+

′
=+





−

′
−= .

По условию xyMTML =⋅  или yxyy ′=′+ )1( 2 .
Дифференциальное уравнение решаем подстановкой y' = p:

y + p2y – xp = 0.                                   (1)

Дифференцируем (1) по х: ⇒=−−′++′ 02 2

dx
dpxpyp

dx
dppyy

)2(2 33 pyx
dx
dpp

dx
dpxp

dx
dppy −=⇒=+ . Из (1) ⇒

21 p
xpy
+

= .                                       (2)

Тогда ( )
dx
dp

p
xpp

p
xpx

dx
dpp ⇒⋅

+
−=⇒






+
−= 2

2
3

2
3

1
1

1
2

( ) x
dxdp

pp

p =⋅
+

−
23

2

1

1 ; ( ) ,0,1
11

1
22323

2
==⇒

+
++++=

+

− BA
p

KDp
p
R

p
B

p
A

pp

p

1,0,2 ==−= DKR ⇒ ( )2
21 1lnln2

2
1ln pp
p

xC ++−−= ; 2

2
1

1
ln

p
xpC =

+

( )
2

22/1
2/1

2

2
1

2
1

12
1

2
2

p
pCexe

p
xpC

p

p
p +=⇒=

+
⇒−=

−
− .

M (x, y)

L T x

y

O
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Уравнения первого порядка (продолжение)

Из (2) следует 
p

Cey
p22/1−

= .

239 (4139). Найти линию, для которой сумма нормали и поднормали про-
порциональна абсциссе.

Решение
Из задачи 238 (4138) имеем LM =

21 yy ′+= . Поднормаль NMLN tg =β=

yy'yy –tg)(tg =α−=α−π= ; yyLN ′−= ;

kxyyyykxNLLM =′++′⇒=+ 21 ;

( ) 2222222 21 yxkkxyyyyyy =⇒+′−′=′+
222 xkkxyy +′−= .

Обозначим wy =2 . Тогда wyy ′=′2 , 22xkkxww +′−= , uvw = ,

uvvuw ′+′=′ , ( ) 22 xkvkxukxvvu +′−=′+ ; kxvvkx
dx
dv /1−=⇒−= ;

C
k
xkukdxxduxkx

dx
duk

k
kk +

+
=⇒=⇒=

+
++−

12

2/12
1/1221/1 ;

12

22
/12

+
+= −

k
xkCxy k .

240 (4140). Найти линию, для которой отрезок нормали, заключенный
между координатными осями, имеет постоянную длину а.

Решение

Уравнение нормали ML имеет вид )(1 xX
y

yY −
′

−=− ; yY =⇒= 0

xyyXxX
y

+′=⇒−
′

= )(1 ; 
y
xyYX
′

+=⇒= 0 ; 222 aYX =+ ; ( ) ++′ 2xyy

xNL

y

M

αβ

 

   

 

 

 
O
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

( ) ( ) ⇒=++′⇒=





′

++ 22222
2

1 '' yayxyya
y
xy

( ) yayxyy ′=++′ 21 ' .          (1)

Положим α=′ tgy . Тогда

α=+α sintg axy .           (2)

Продифференцируем обе части (2):

αα=+
α

α+α dadxdydy cos
cos

tg 2  – и заменим dx на 
αtg

dy : 


+αtg

( ) ⇒α−α=
α

⇒α






α
−α=


α

+ dyadydyady 3
2 cos

tgcos
cos

tg
1 =

αd
dy

α−α⋅α= tgsincos2 ya  ( )( )α= fy ; uvy = , ( ) =′+α+′ tg vuvvu

α⋅α= sincos2a , α=⇒α−=
α

costg vv
d
dv ; a

d
du ⇒α⋅α=
α

cossin

Cau +α= 2sin
2

;






 α+α= 2sin

2
cos aCy .                                  (3)

Подставляя (3) в (2), получим






 α−−α= 2sin

2
sin aCax .

241 (4141). Скорость материальной точки в произвольный момент вре-
мени отличается от средней скорости (от начала движения до этого
момента) на величину, пропорциональную кинетической энергии точки
и обратно пропорциональную времени, считая от начала движения. Най-
ти зависимость пути от времени.

α

xaY
LX

y
 

  

  

 

 
 

M (x, y)
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Уравнения первого порядка (продолжение)

Решение

t
Wk

t
S

dt
ds k=− ; 

22

22





==

dt
dsmmvWk ;

t
dt
ds

km
t
S

dt
ds

2

2








⋅=− ,                               (1)

где bkm =
2

.

Из (1) 2'bSStS −′=⇒  – уравнение Клеро. Особое решение нахо-
дим из системы





=⇒
−=
−=

b
tC

CbtO
bCCtS

22
,2

; 
b

tS
b

t
b

tS
442

222
=⇒−= . Обозначим a

b
=

4
1 ;

тогда 2atS = .

Ортогональные и изогональные траектории
и эвольвенты

В задачах 242 (4142)–247 (4147) найти траектории, ортогональные
данным.

242 (4142). Эллипсам, имеющим общую большую ось, равную 2а.

Решение

Семейство эллипсов 12

2

2

2
=+

b
y

a
x , где b2 – параметр. Продифферен-

цировав обе части данного уравнения, получим дифференциальное урав-
нение семейства эллипсов:

022
22 =

′
+

b
yy

a
x ;            (1)                  22

22
2

xa
ayb
−

= .            (2)
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Подставим (2) в (1):

( )
2222

22

2

2
0

ax
xyy

ay
yxay

a
x

−
=′⇒=

′−+ .

Заменив y′  на 
y′

− 1
, получим дифференциальное уравнение семей-

ства ортогональных траекторий: 1 22

22 dx
x

xadyy
ax

xy
y

⇒−=⇒
−

=
′

−

( )
2

ln
2

2
2

2 xCxay −= , или Cxayx ln2 222 =+ .

243 (4143). Параболам y2 = 4(x – a).

Решение
Дифференциальное уравнение семейства парабол 42 =′yy  или

2=′yy . Заменив y′  на 
y′

− 1 , получим дифференциальное уравнение се-

мейства ортогональных траекторий: yCdx
y

dy
y
y ln

2
12 1 =⇒−=⇒=

′
−

x
2
1−=  и xCey 2/1−= .

244 (4144). Окружностям axyx 222 =+ .

Решение
Дифференциальное уравнение семейства окружностей x + yy' = a.

Дифференциальное уравнение семейства ортогональных траекторий

a
y
yx =
′

− , но 
x
yxa

2

22 += . Тогда 22

22 2
2 yx

xyy
x
yx

y
yx

−
=′⇒+=

′
− , u

x
y = ,

uxuy +′=′ ; ( ) ( )22
2 11

1
2 uuuu'x

u
uuu'x +=−⇒

−
=+ , 

( )
( ) x

dx

uu

duu
=

+

−

2

2

1

1
;
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( ) 22

2

11

1
u

CBu
u
A

uu

u
+

++=
+

− ; CuBuAuAu +++=− 2221 ; 
1
,0

,1
⇒







=
=

−=+

A
C

BA

2−=B ; ( )21lnlnln uCux +−= , ( ) ⇒







+

=⇒
+

=

2

22
1

1
x
yxC

yx
uC

ux

( )22 yxCy += .

245 (4145). Циссоидам ( ) 322 xyxa =− .

Решение
Продифференцируем исходное выражение по х: (2 22 ay −+−

) 23xyyx =′− . Заменив y′  на 
y′

− 1 , получим семейство ортогональных

траекторий:

( ) ( ) ( )yaxxyyx
y
yxay 223322 2222 −=+′⇒=
′

−−− .           (1)

Из исходного уравнения найдем параметр 
( )

2

22

2
y

yxx
a

+
=  и под-

ставим его в (1):

( ) ( ) ( )
y
xxyyy

y

yxx
xxyy

3
22

2

22
22 2323 −=+′⇒









 +
−=+′ ; u

x
y = ,

uxuy +′=′ , ( )( ) ( ) ( )23323 2422 ++−=+′⇒−=++′ uuuuux
u

uuxu ;

( )
( )( ) x

dxdu
uu

uu −=
++

+

12

3
22

2
; 

( )
( )( ) 1212

3
2222

2

+
++

+
+=

++

+
u

DKu
u

BAu

uu

uu
, uu 33 =+

DKuDuKuBAuBuAu 222323 +++++++= ;
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( ) ( )1ln2ln
2
1ln

;1
,2
,0
,0

02
,32
,0
,1

221 +++−=

−=
=
=
=

⇒










=
=+
=+
=+

uu
x

C

A
K
B
D

D
CA

DB
kA

;

( )
( )224

2222

2

2
1

2

2
1

22

1

xyx

xxy

x
C

u

u
x

C

+

+
=⇒

+

+= ; ( )2222 2xyCxy +=+  ( )2
1CC = .

246 (4146). Равным параболам, касающимся данной прямой, причем
для каждой параболы точкой касания служит ее вершина.

Решение
Уравнения равных парабол

( ) pxay 22 =− .                     (1)

Дифференцируя (1) по х, получим ( ) pyay 22 =′− .

Заменив y′  на 
y′

− 1 , получим дифференциальное

уравнение ортогональных траекторий: p
y

ay =
′

−− .

Из (1) pxay 2±=−⇒ ; тогда dx
p
xdyp

y
px

⋅=⇒=
′

22
mm ;

p
xCy

32
3
2

m= .

247 (4147). Кругам одного радиуса, центры которых лежат на данной
прямой линии.

Решение
Пусть центры окружностей радиуса r лежат на оси Ох. Уравнения

окружностей: ( ) 222 ryax =+− ; ( ) 022 =′+− yyax . Заменяя y′  на 
y′

− 1 ,

O  

 

 х

у



147

Уравнения первого порядка (продолжение)

 получим дифференциальное уравнение ортогональных траекторий:

ax
y

dx
dy

−
= . Но 22 yrax −±=− . Тогда =⇒⋅

−
±= xdy

y
yr

dx
22







=
==⋅

−
±= ∫ dttrdy

trydy
y

yr
C cos

,sin22



 −±=±= ∫∫ t

dtrC
t
dttrC

sinsin
cos2







+±=


− ∫ ttrCdtt cos

2
tglnsin ; 

r
yx

tt
22

2sin1cos
−

=−= ;

y
yrr

t
tt 22

sin
cos1

2
tg

−−
=−= ; 22

22
ln yr

y
yrr

rx −+
−−

=  – урав-

нение траектории.

248 (4148). Найти семейство траекторий, пересекающих под углом
°=α 60  линии ( )322 xyax −= .

Решение

Положим k=αtg , 
dx
dy=ϕtg , 

dx
dyT=ψtg ;

тогда

dx
dyk

k
dx

dy

dx
dy

T

T

+

−
=

1
                       (1)

или

dx
dyk

k
dx

dy

dx
dy

T

T

−

+
=

1
.                                    (2)

y

x

y α

ϕ ψ
x
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По условию 360tg == ok , ( )⇒−= 322 xyax

( )322 −′= yax ;           (3)                 
3

2
2

xy
xa

−
= .           (4)

Подставим (4) в (3): ( )
x
xyy

xy
y 32

3
322 −=′⇒

−
−′= . Заменим y′  на

правую часть формулы (2), опуская индекс Т:

yx
yxy

x
xy

y
y

3
332

31
3

−
−=′⇒−=

′−
+′ , u

x
y = , uxuy +′=′ ; uxu =+′

( )
x

dx
uu

duu
u

u =
+−

−⇒
−

−=
323

31
31

3
2

; ( ) xuuC ln323ln
2
1ln

2
1 2

1 =+−− ;

( ) xyyxC
x
y

x
yxC 23323lnln 22

12

2
2

1 −+=









+−= ;

( ) Cyxxy =+= 22

2
3

.

249 (4149). Найти изогональные траектории семейства парабол axy 42 = ;
угол пересечения °=α 45 .

Решение

По условию axy 42 = , ayy 2=′ , 
y
ay 2=′ , 

x
ya
2

2
2

= , 
xy

yy
2

2
⇒

⋅
=′

x
yy

2
=′ . Вместо y′  подставим в последнее уравнение формулу (2) за-

дачи 248 (4148) при k = 1: 
xy
xyy

x
y

y
y

2
2

21
1

+
−=′⇒=

′−
+′ ; u

x
y = , uxuy +′=′ ;

( ) ( ) ( )
x

dx
uu

duuuuuxu
u
uuxu −=

++
+⇒++−=+′⇒

+
−=+′

2
222

2
2

2
2 ;
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Уравнения первого порядка (продолжение)

( ) ( ) ( )
( ) ( )u

ud
uu
uud

x
dxdu

uu

u

2/72/1

2/1
2
3

2
2

2
1

2
2
312

2
1

222

2

2 =
++

++
++
++⇒−=

++

++

∫ ∫ ∫∫

xC ln1 −= ; ( ) xCuuu ln
2/7
2/1arctg

7
32ln

2
1

1
2 −=++++ ;

xC
x
xyxxxyy ln

7
2arctg

7
3ln2ln 1

22 −=++−++ ;

( ) C
x
xyyxyx =++++

7
2arctg

7
62ln 22 .

250 (4150). Найти линии распространения звука по плоскости от непод-
вижного источника звука, лежащего в той же плоскости, если вдоль ка-
кого-либо направления дует ветер с постоянной скоростью a.

Решение
Линии распространения звука по плоскости Оху

будут ортогональными траекториями семейства
окружностей:

( ) ( )20
22 tvyatx =+− ,                    (1)

где t – время, прошедшее после выхода звуковой вол-
ны из источника звука; v0 – скорость звука в непо-
движном воздухе.

Для любого фиксированного t дифференциальное уравнение иско-
мых ортогональных траекторий получается следующим образом.

Дифференцируем (1) по x:

y
atxyyyatx −−=′⇒=′+− 0  – дифференциальное уравнение для волны;

atx
yy
−

=′                                         (2)

– дифференциальное уравнение для траектории.

x

y

0 O

y

x
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Из (2) 





′

−=⇒
y
yx

a
t 1 , 

y
yatx
′

=− . Тогда 





′

−=+
′

2

2

2
02

2

2

y
yx

a
Vy

y
y







>>

′
− 00 t

y
yx для ; ( )011 0

2 >





′

−=+
′

y
y
yx

a
V

y
y при ; =0 x

a
V












′
++

′
=⇒











′
++

′
⋅= 2

0
2

0 111111
yV

a
y

yx
yya

Vy .

Пусть p
y

=
′

1 , т. е. p
dy
dx = , dypdx = ; 





++= 2

0
1 p

V
apyx .

Обозначим

( )pp
V
ap ϕ=++ 2

0
1 ,                ( )pyx ϕ= ,                   (3)

откуда ( ) ( )dppypdydx ϕ′+ϕ= , ( ) ( )dppypdydyp ϕ′+ϕ= , (pdy −

( )) ( ) ( )
( )pp
dpp

y
dydppyp

ϕ−
ϕ′

=⇒ϕ′=ϕ− , ( )
( )∫ ϕ−

ϕ′
=

pp
dpp

C
y

1
ln .

Из (3) ( ) 2

0
1 p

V
app +−=ϕ−⇒ ; ( )

20 1
1

p

p
V
ap

+
⋅+=ϕ′ ; ( )

( )pp
p =

ϕ−
ϕ′

22
0

2

0

20

11

1

1

1
1

p
p

pa
V

p
V
a

p

p
V
a

+
−

+
⋅−=

+−

+
⋅+

= ; ( )
( )

0
a

Vdp
pp

p ×−=⋅
ϕ−

ϕ′∫

( )22 1ln
2
11ln ppp +−


 ++× ; ( )220

1
1ln

2
11lnln ppp

a
V

C
y +−


 ++−= ;

111 2
/

2

1

0

=+


 ++ ppp
C
y V а

 или 
2

/
2

1
1

1
0

p

pp
Cy

V

+




 ++
=

− а

.
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Пусть ϕ=+⇒ϕ= cosec1ctg 2pp ; 
а/

1

0

sin
1ctgsin

V

Cy
−







ϕ

+ϕϕ= ;




+ϕϕ=





ϕ

⋅+ϕ=





++= ctgsin

sin
1ctg1 1

0

2

0
C

V
ayp

V
apyx







ϕ

⋅+ϕ


ϕ

+
−

sin
1ctg

sin
1

0

/0

V
aV а

; 

2
cos

2
sin2

2
2cos2

sin
1cos

sin
1ctg =

ϕϕ

ϕ

=
ϕ
+ϕ=

ϕ
+ϕ

2
ctg ϕ= ; b

V
a =
0

.

Итак, ( )
b

bCx
/1

1 2
tgcos 





 ϕ+ϕ= ; 

b

Cy
/1

1 2
tgsin 





 ϕϕ= .

В задачах 251 (4151)–254 (4154) найти эвольвенты линий.

251 (4151). Окружности 222 Ryx =+ .

Решение
Эвольвентой окружности называется

кривая, описываемая точкой бесконечной
прямой, когда она катится без скольжения
по окружности (базис).

1. Рассмотрим вначале ту из эвольвент
окружности, которая проходит через точку N.
Если радиус окружности R, то, учитывая, что
CM0 = CN = Rt, легко получить уравнение
эвольвенты окружности:





−=−==
+=+==

.cossin
,sincos

00

0
tRttRKCLCyPM

tRttRLPOLxOP
                   (*)

Пусть М – произвольная точка касательной к окружности и рассто-

O N

Q

x

t

 

 

 

 

  
 

 

 
 ) 

 

 

t   M0

t K

y

C
T

PL

t

α
M (x, y)



152

Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

яние M0 M = C. Учитывая, что





−+−=−=
++=+=

,cossincos
,sincossin

0

00
tRttRtCMQyy
tRttRtCQMxx

                 (1)

и дифференцируя (1), имеем





+=′
+=′

.sinsin
,coscos

tRttCy
tRttCx

t

t                               (2)

Из (2) следует, что в точке М угловой коэффициент касательной

к эвольвенте tt
x
ykk

t

t tgtgtgtg =α⇒=
′
′

=⇒α= , т. е. касательная МТ

к эвольвенте окружности параллельна радиусу ОС, проведенному в точ-
ку касания производящей прямой с базисом.

Иначе: эвольвенты являются ортогональными траекториями семей-
ства касательных. Последнее справедливо для эвольвент всех кривых.

2. Эвольвенты – это семейство ортогональных траекторий для се-
мейства касательных к эволюте. Уравнения семейства касательных

y
xx
yy ′=

−
− , а уравнения эвольвент 

yxx
yy

′
=

−
− 1 . Обозначим ⇒=

=
tRy
tRx

sin
,cos

t
y
xy

t

t
x tg=

′
′

−=′ , 
t

t
x x

yy
′
′

=′ ; t
yy
xx tg−=

−
−

 или t
ytR
xtR tg

sin
cos ⇒−=

−
−

( )tRytxtR sintgcos −=− ; ( )tRy
t

xtR sin
cos

1sin 2 +−=′−−

( )tRyt costg −′+ , 
t

yx t
t tg

′
=′ ; ( )+−=

′
−− tRy

tt
ytR sin

cos
1

tg
sin 2

( )⇒−′+ tRyt costg ( ) tRtR
t
tR

t
ytty sinsin

cos
sin

cos
1ctgtg 22 −+=++′ ;

t
tRtyy

cos
sintg

2
=+′ ; uvy = ; ( )

t
tRtvvuvu

cos
sintg

2
=+′+′ ; tvv 0tg ⇒=+′

tvdtt
v
dv costg =⇒−= ; 

t
tRt

dt
du

cos
sincos

2
= ; ∫ == dttRu tg2
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∫ +−=




 −= CttRdt

t
R )tg(1

cos
1

2 ; tRttRtCy cossincos −+= . Далее

( ) tCtRttRtRtCtctyx tt cossincoscossintgctg +−=+−+−=⋅′=′

tRt cos+ ; tRtRttCx cossinsin ++−= .

252 (4152). Цепной линии 
a
xay ch= .

Решение
1. Проведем в точке С цепной линии касательную и рассмотрим ту

из эвольвент, которая описывается точкой М0
этой касательной, причем  СМ0 = CN.

Выведем некоторые вспомогательные
равенства:

a
xy sh=′ , dx

a
xdx

a
xdS chsh1 2 =⋅+= ,

a
xshtg =α , α=== tgsh a

a
xaCNS ,

α== cos
ch

y

a
x

ya .

Опустим из точки Р на касательную перпендикуляр РМ0. Из

CNSaayCPCMCPM ==α=
α
α=α=α=⇒∆ tg

cos
sinsinsin00 , т. е. точ-

ка М0 принадлежит эвольвенте цепной линии. Далее CMPM =α⋅= ctg00
aa =α⋅α= ctgtg . Пусть M0 (x0, y0), C (x, y), тогда xLPOPx0 −=−=

;th
ch

sh

sh1

sh

tg1

tgsin
22 a

xax

a
x
a
xa

x

a
x

a
xa

xaxa −=−=
+

−=
α+

α−=α−

.
chsh1tg1

cos
220

a
x

a

a
x

aaay =
+

=
α+

=α=

O

M0

P

y

x

M
N

C

L
a

 

  

 

 

 

  

 

 

 α α
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Пусть ( )yxM ,  – произвольная точка касательной, а М0 М = c. Тог-

да 
a
xax

a
x

cxcx th
ch

cos 0 −+=+α= ; 
ах/ch

thsin 0
a

a
xcycy +=+α= .

Обозначим t
a
x = , atx = . Заменяя x  и y  на х и у, получим уравне-

ние эвольвенты: ( )tta
t

cx th
ch

−+= ; 
t

atcy
ch

th += .

2. Аналогично (251 (4151)) имеем:

tta
a

y
x

x
y

x
y

yy
xx

atx
tay

t

t

t

t

t

t
sh
1

sh
,ch

−=−=
′
′

−=
′
′

⇒
′
′

−=
−
−⇒





=
= ;

tyy
xx

sh
1=

−
−  или ( ) ytatxat

tyta
xat −=−⇒=
−

− chsh
sh
1

ch
;

( ) ytatxattxa ′−=−+′− shch)(sh ; 
t

xy
sh

′
−=′ ; ( ) ( −+′− attxa sh

) +





+⇒

′
+=− txt

t
x

t
xtatx chsh

sh
1

sh
shch ( )tttta shchsh ⇒−+=

tattxx thth =+′ ; uvx = , ( ) tattvvuvu thth =+′+′ ; tvv th ⇒+′

t
vttd

v
dv

ch
1th =⇒−= ; ⇒=⋅

t
tat

tdt
du

ch
sh

ch
1 dtttau =⋅= ∫ sh

( ) Cttta +−= shch ; 
t

Ctaatx
ch

th +−= ; 
t

C
t
ta

t
xy 22 chch

sh
sh

+−=
′

−=′ ;

tC
t

ay th
ch

+= .

253 (4153). Эвольвенты окружности

( )tttax sincos += , ( )tttay cossin −= .                     (1)
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Уравнения первого порядка (продолжение)

Решение
Это та из эвольвент окружности, которая проходит через точку N

(см. задачу 251 (4151)).
Касательные к эвольвенте окружности (1) будут являться нормаля-

ми к эвольвентам эвольвенты окружности. Найдем угловой коэффици-
ент касательной к эвольвенте окружности:

tatxt cos=′ , tatyt sin=′ , t
x
yk

t

t tgtg =
′
′

=α= .

Эвольвента окружности (1) по отношению к своей эвольвенте явля-
ется эволютой, и ее координаты должны удовлетворять следующей си-
стеме [9, гл. IV, § 6]:

( )
yxyx

yxyxx
′′′−′′′

′+′′
−=

22
; 

( )
yxyx

yxxyy
′′′+′′′

′+′′
+=

22
.                   (2)

Здесь под x  и y  понимаем координаты точек эвольвенты окруж-
ности, а под х и у – координаты эвольвенты эвольвенты окружности.
Последние нам и нужно найти.

Из (2) 
x
y

yy
xx

′
′

−=
−
−⇒ .  Но t

x
y ctg−=
′
′

, значит, ( )



−=−
′−=′

yytxx
txy

ctg
,ctg

или

( )



−−=−+
′−=′

.cossinctgsincos
,ctg

ytattatxtata
txy

                (3)

Решаем систему (3):

( )xtattatytatta −+=−− sincostgcossin .

Дифференцируем последнее уравнение по t:

( ) ( tatxtatta
t

ytattata +−+−+=′−+− sintgsincos
cos

1sincoscos 2

)xtatta ′−++ cossin ; txy ctg′−=′ , tattax
t
tx sincos

sin
cos +=+′ , uvx = ,
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

uvvux ′+′=′ ; tattav
t
tvu

t
tvu sincos

sin
cos

sin
cos +=





 +′+′ ; v

t
tv

sin
cos =+′

tv cos0 =⇒= ; tatta
t
t

dt
du sincos

sin
cos2

+=⋅ ; dt
t
tat

t
tadu 










+= 2

2

cos
sin

cos
sin ;

∫∫ ++−−=+⋅−+−= 12

2

12

2

cos2
cosln

cos
cos1cosln C

t
dttaattaCdt

t
ttatau ;





 ==== tv

t
dtdvdtduut tg,

cos
,, 12111 ; 

2

2
cosln attau +−−=

1

2

1 2
tgtgtg CattatCdtttta +−=+


 ⋅−+ ∫ ; −== sin tatuvx











−− 1

2

2
cos Catt .

Представим: ( ) 









+−+=⇒−= CatttttaxCaC

2
cossincos

2

1 .











+=−










++++−=′ CatttatCatttattatax

2
sincos

2
sincossinsin

22
;











+−=′−=′ Catttxy

2
cosctg

2
; ∫ ∫ =−−= dtttadttCy cos

2
cos 2

( )−+−−= tttttatC sin2cos2sin
2

sin 2  ( ) 









+−−= Cattttta

2
sincossin

2
.

254 (4154). Полукубической параболы 23ty = , 32tx −= .
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Уравнения первого порядка (продолжение)

Решение
Это – уравнения полукубической параболы, которая является эво-

лютой по отношению к своей эвольвенте. Координаты точек эволюты
удовлетворяют системе уравнений (2) из задачи 253 (4153), откуда нахо-
дим

x
y

yy
xx

′
′

−=
−
−

.                                    (*)

Здесь х и у – координаты точек эвольвенты; 26tx −=′ ; ty 6=′ ;

1
1 k
tx

y =−=
′
′

. Угловой коэффициент эвольвенты t
kx

y

t

t

1

1tg −=
′
′

=ϕ .

Из (*) ytxtt
yt

xt =−⇒−=−−⇒ 3
2

3

3
2 . Дифференцируем последнее

равенство по 
2

3

2 1
3

1
1

t
ty

t
yt

+
=

+
+′⇒ ; uvy = , 21

1 v
t

vuvu =






+
+′+′

2

3

1
3

t
t
+

= ; 
22

1

10
1 t

vv
t

tv
+

=⇒=
+

+′ ; dt
t

tdu
2

3

1
3

+
= .

Интегрируя последнее равенство [12, табл. 19], получим:

( ) Cttu −+−+= 232 131 ; 
2

2

1
2

t

Ctuvy
+

−−== ; 
( )321

2
t

Ctty
+

+=′ ;

( )321
2

t

C
t
yx

+
+=

′
=′ .

Интегрируя последнее равенство, получаем 
21

2
t

Cttx
+

+= . Заме-

ним ϕ+ϕ=⇒ϕ= sintg2tg Cxt ; ϕ−−ϕ= cos2tg2 Cy . Вновь заменяя

ϕ на t, получим tCtx sintg2 += ; tCty cos2tg2 −−= .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

§ 3. УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО И ВЫСШЕГО ПОРЯДКА.
ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

В задачах 255 (4155)–282 (4182) найти общие решения уравнений.

255 (4155). xxy sin+=′′ .

Решение

Cxxy +−=′ cos
2

2
, 1

3
sin

6
CCxxxy ++−= .

256 (4156). xy arctg=′′ .

Решение




+
===⋅

+
−==′ ∫ ∫ x

dxduuxdx
x

xxxdxxy ,
1

,arctg
1

arctgarctg 22


== vxdvdx , ( ) 1

21ln
2
1arctg Cxxx ++−= ; ∫ −= arctg dxxxy

( )∫ +++− 21
21ln

2
1 CxCdxx ;

( )
















=

=

+
=

=+

=

=

+
=

=

xv

dxdv

dx
x
xdu

ux
xv

dvxdx

x
dxdu

ux ,

,
1

2
,1ln

2

,

,
1

,arctg

2

2

2

2

;

−=
2

arctg
2

xxy  ( ) ∫∫ =++
+

++−
+

− 212

2
2

2

2

1
1ln

2
1

12
1 CxC

x
dxxxx

x
dxx

( ) ( ) 21
22 1ln

2
11

2
arctg CxCxxxx +++−−= .

257 (4157). xy ln=′′ .
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

Решение

11 ln
,

,,lnlnln Cxxx
xvdxdv

x
dxduuxCdxxxdxxy +−=













==

===+−==′ ∫ ∫ ;

=



















==

==
=+++−= ∫∫

2
,

,,ln
ln 221 xvdvdxx

x
dxduux

CxCdxxxdxxy

21

2

21

22

2
3ln

222
1ln

2
CxCxxCxCxdxxxx ++





 −=++−−= ∫ .

258 (4158). yyx ′=′′ .

Решение

Положим uyuy ′=′′⇒=′ , uux =′ , ⇒=⇒= Cxu
x

dx
x

du lnln

Cxu = ; 1

2

2
CxCy +=  или 1

2
2 CxCy +=  





 =

22
CC .

259 (4159). xyy +′=′′ .

Решение

1yy =′ , xyyyy =−′⇒′′=′ 111 , uvy =1 , vuvuy ′+′=′1 ; ( ) xvvuvu =−′+′ ,

dx
v

dvvv =⇒=−′ 0 , xev = , xe
dx
du x = , dxexdu x−= ; ∫ =+= − Cdxxeu x

∫ ++−=++−=












−==

==
= −−−

−− CxeCdxexe
evdvdxe

dxduxu xxx
xx )1(

,

,,
1

11

11 ;

xCexy −+−−= 11 ; )(
2 122

2
CCCeCxxy x −=++−−= − .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

260 (4160). x
x
yy +
′

=′′ .

Решение

wy =′ , wy ′=′′ , x
x
ww +=′ , uvw = , uvvuw ′+′=′ , x

vvuvu =




 −′+′

xv
x

dx
v
dv

x
vvx =⇒=⇒=−′= 0 , dxdu = , Cxu += , Cxxw += 2 ,

2
2

1

3
2

3
CxCxyCxxy ++=⇒+=′ .

261 (4161). ( ) ( ) 011 22 =+′+′′+ yyx .

Решение

zy =′ , zy ′=′′ , ( ) 011 22 =++′+ zzx , z
x

dx
z

dz arctg
11 22 =−⇒

+
=

+
−

Cx arctgarctg −= , 
Cx

xCzxCz ⇒
+
−=⇒−=

1
arctgarctgarctgarctgarctg

Cx
xCz

+
−=

1
 или 

xC
xCz

x
C

x
Cz

+
−=⇒

+

−
=

1

11
1

11
 





 =

C
C 1

1 ; 
1

11 dx
xC
xCy =

+
−= ∫

( ) ( ) 211
2
1

1

2
111 ln11 CxCxCCdx

xC
CxCC +−++=

+
+++−= ∫ .

262 (4162). 
x
yyyx
′′=′′ ln .

Решение

x
y

x
yy

′′
=′′ ln . Обозначим u

x
y =
′

, xuy =′ , xuy =′ , uuxuu ln=′+ ,
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

( )1ln −=′ uuxu ; тогда   ( )
( ) 1lnln

1ln
1ln

1ln
=−⇒=

−
−⇒=

−
u

x
dx

u
ud

x
dx

uu
du

11lnln +=⇒=−⇒= CxeuCxuCx ; 1+=′ Cxexy , == +∫ 1Cx dxexy















==

==
= ++ 11 1,

,,
CxCx e

C
vdvdxe

dxduux
; 2

1
2
1

1

1
11 CeCexCy C

x
C
x

+−=
++

;

( ) 2

1
2
11

1 CeCxCy C
x

+−=
+

 




 =

C
C 1

1 .

263 (4163). ( ) yy ′=′′ 2 .

Решение

uy =′ , uy ′=′′ ; ( ) uu =′ 2 , uu ±=′ , ⇒+=±⇒=
±

Cxudx
u

du 2

( )2
4
1 Cxu += ; ( ) 1

3

12
1 CCxy ++= .

264 (4164). ( ) 12 2 +′=′′′ yyyx .

Решение

uy =′ , uy ′=′′ , 
x

dx
u
duuuuxu =

+
⇒+=′

2
2

1
212 ; ( ) xCu 1

2 ln1ln ⇒=+

xCu 1
2 1=+ ; ( ) 2

3
1

1
1 1

3
21 CxC
C

yxCu +−=⇒−= .

265 (4165). xyxy 3sinctg2 =′⋅−′′ .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

266 (4166). ( ) yyy ′′′=′+ 21 2 .

Решение

Решаем подстановкой py =′ , где ( )yp ϕ= . Тогда 
dx
dpy ==′′

dy
dpp

dx
dy

dy
dp =⋅= ; 

dy
dpypp 21 2 =+ ; ( )2

2 1lnln
1
2 pyC

p
dpp

y
dy ⇒+=⇒

+
=

21 pyC += ; 1−±= Cyp ; 1−±= Cy
dx
dy ; dx

Cy
dy =

−± 1
; 1 =+Cx

12 −±= Cy
C

; ( ) 




 −=+

C
y

C
Cx 142

1 ; ( ) ( )22
2

1 4 CyCCx −=+






 =

C
C 1

2 .

267 (4167). ( ) 022 =′′+′ yyy .

Решение

uy =′ , uy ′=′′ ; xuxu 3sinctg2 =⋅−′ , zwu = , wzwzu ′+′=′ ;

( ) xzxzwwz 3sinctg2 =⋅−′+′ ; dx
x
x

z
dzzxz

sin
cos20ctg2 ⇒=⇒=⋅−′

xzxz 2sinsinln2ln =⇒= ; xx
dx
dw 32 sinsin = ; Cxw +−= cos ;

xCxxu 2
1

2 sinsincos +⋅−= ; ( ) ( )12 2cos1
2

sinsin dxxCxdxy +−+−= ∫∫

2
13

2
2sin

2
sin

3
1 C

x
xxCxC +





 −+−=+ .
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ ; ⇒=+ 022

dx
dpypp

dy
dpyp 2−= ; ⇒−=

y
dy

p
dp

2

⇒−= Cyp ln
2
1ln

y
C

p 1′= , где 
C

C 1
1 =′ ; 

y
C

dx
dy 1′= ;

dxCdyy 1′=⋅ ; 21
3

3
2 CxCy ′+′= ; 3121

2/3

2
3

2
3 CxCCxCy +=′+′= ;






 ′=′= 2311 2

3,
2
3 CCCC ; ( )⇒+= 21

2/3 CxCy ( ) 3/2
2CxCy += .

268 (4168). 02 =−′′ yya .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ ; dyydppay

dy
dppa =⇒= 22 ; 0

222 Cypa += ;

a
Cy

p 0
2 +±

= ; 
0

2 Cy

dyadx
+±

= ; 
Cy

dyax
0

2
=

+
= ∫

axeCCyyCyya /
20

2
0

2ln =++⇒++= ; axeCy /
2 =−

axaxax e
C

CyCyeCeyCyCy /

2

0
0

2/22
2

/
2

2
0

2

2
2 +−=⇒+=+−⇒+−= −

axeC /2
2

+  или axax CeCy /
2

/
1

−+=  





=−= 2

2

0
1

2
2

,
2

C
C
CCC .

269 (4169). 
y

y
4

1=′′ .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ ; 

22244
1 2 Cyp

y
dydpp

ydy
dpp +=⇒=⇒= ;
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Cyp += ; dx
Cy

dy =
+

; 







=

==
dzzdy

zzy
2

,, 2
; ∫ +=

+ 12 Cx
Cz

dzz ;

( )






−

+
=

+
−+=

+
−+=+ ∫ ∫ ∫ Cz

Cz
dzCdzCzdz

Cz
CCzCx

3
4222

3

1







+− CzC ; ( ) 22

3
4 CCyCyx ++−=  ( )12 CC −= .

270 (4170). ( ) 0
1

2 2 =′
−

+′′ y
y

y .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ ; 0

1
2 2 =
−

+ p
ydy

dpp ; 
1

2
−

=
y

dy
p

dp
; ( )21lnln −= yCp

( )21−=⇒ yCp ; 
( )

dx
yC
dy =
− 21

; ( )
2

1 11
1

y
C

Cx
yC

=
−
′

⇒+=
−

−

1Cx +=  




 −=′

C
C 1

2 ; 
1

12
Cx

xCC
y

+
++′

=  или 
1

2
Cx
Cxy

+
+=  ( )122 CCC +′= .

271 (4171). ( ) 12 =′+′′ yyy .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ ; 

y
dy

p
dppp

dy
dpyp =

−
⇒=+ 2

2

1
1 ; 21ln

2
1 p =−−

22
22 1

1

1

1ln yC
p

Cy
p

Cy =
−

⇒=
−

⇒= ; 
Cy
yC

yC
p

111
22

22
−

=−= ;
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

Cy
yC

dx
dy 122 −

= ; 
( )

122

22

22 1

1
2
1

1
Cx

yC

yCd
C

dxdy
yC

Cy +=
−

−⇒=⋅
− ∫ ;

1
22 11 CxyC

C
+=− ; ( ) ( ) 2

22
1

2
1

2

2
2 CyCxCxCy =−+⇒+=


 − .

272 (4172). ( )2yyy ′=′′ .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ , Cyp

y
dy

p
dpp

dy
dpyp

dy
dpyp lnln2 =⇒=⇒=⇒= ;

Cyp = ; Cy
dx
dy = , dx

Cy
dy = , x

C
y

C
=

1
ln1 , CxeCy 1= .

273 (4173). ( ) 22 432 yyyy =′−′′ .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ , 22 432 yp

dy
dpyp =− . Разделим обе части последнего

равенства на у2:

432
2

=





−⋅

y
p

dy
dp

y
p , u

y
p = , uyp = , 

dy
duyu

dy
dp += ; −





+2

dy
duyuu

⇒=− 43 2u ⇒+= 242 u
dy
duuy  

y
dy

u
duu =

+ 24
2 ; ( ) ⇒=+ Cyu ln4ln 2

44 2 −=⇒=+ CyuCyu ; yCyp ⋅−= 4 , dx
Cyy
dy =

− 4
,

∫ +
−

= 14
C

Cyy
dyx .

Положим zCy =− 4 , 24 zCy =− , ( )41 2 += z
C

y ; 2 xdzz
C

dy ⇒=
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

( ) 1
2 2

arctg
2
12

4

2 Cz

zz

dzzC
C

x +=
+

= ∫ ; 
2

4
arctg1 ⇒

−
=−

Cy
Cx

( )
2

4
tg 1

−
=−

Cy
Cx ; ( )1

2tg44 CxCy −=− ; ( )⇒−+= )(tg14
1

2 Cx
C

y

( ) 32
2cos CCxy =+  





 =−= 213 ,4 CCC

C
.

274 (4174). ( ) ( )( ) 0ln1ln1 2 =′++′′− yyyyy .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ ; ( ) ( ) 0ln1ln1 2 =++− py

dy
dppyy ; ( )

dy
dpyy +− ln1

( ) ( ) p
dpdy

yy
ypy =
−

+⇒=++
1ln

ln10ln1 ; 
( )

( ) pCdy
yy

y ln
1ln

21ln ⇒=⋅
−
+−∫

( ) pCyy ln1lnln 2 =− ; ( ) ( )yyCpCpyy ⇒−=⇒=− 2
1

2 1ln1ln

( )
dx

yyC
dy =

− 2
1 1ln

; ( )
( ) ( )∫ +=

−
−⇒=

−
−

2
1

2
1 1ln

1
1ln

1ln1 Cx
yC

dx
y

yd
C

;

C
C

=−
1

1 ; ( ) 22 ln CxyCxC −−+= ,  или ( ) 12 ln CxyCx +=+ .

275 (4175). yyy ′=′′ 2 .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ ; dyydpyp

dy
dpp 22 =⇒= ; Cy

dx
dyCyp +=⇒+= 22 ;

∫ ∫=
+

dx
Cy

dy
2 .                                   (1)
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

1) 02
1 >= CC . Из (1) 

11

2
1 arctg1

C
y

C
Cx =+⇒ ; 21

1
arctg CxC

C
y += ;

( )211tg CxCCy += .

2) 02
1 <−= CC : 

1

1

1

2
12

1
2 ln

2
1

Cy
Cy

C
Cxdx

Cy
dy

+
−=′−⇒=

−∫ ∫ ;

( )21
1

1 2ln CxC
Cy
Cy +=

+
− ; ( )

( )
( )2

2

1
2

2

1

1
1

21

21
21

e
eCye

Cy
Cy

CxC

CxC
CxC =

−
+=⇒=

+
−

+

+
+

( )211 cth CxCC +−= .

3) С = 0: 
2

22
11
Cx

yCx
y

dx
y
dy

+
−=⇒+=−⇒=∫ ∫ .

276 (4176). 
dx
dy

dx
dyy

dx
ydy =





+

2

2

2
sincos .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ ; 

y
yp

dy
dppypy

dy
dpp

cos
1tgsincos 2 =+⇒=+ ;

uvp = , uvvup ′+′=′ ; ( )
y

yvvuvu
cos

1tg =+′+′ ; =⇒=+′
v

dvyvv 0tg

⇒=⇒−= yvdyy coslnlntg yv cos= ; 
ydy

du
2cos

1= ; 1tg Cyu ′+= ,

yCyuvp cossin 1′+== ; ∫ ′+
=+

yCy
dyCx

cossin 1
2 .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Последний интеграл берется с помощью универсальной тригоно-
метрической подстановки [12]:

2

arccos
tgln1

sincos

22

22
ba

by

baybya
dy +

+

+
=

+∫ .

Тогда

2
1

1cosarc

tgln
1

1 2
1

2
1

2
C

y

C
Cx ⇒

+
+

+
=+

2
tglncos 1

12
CyCCx +

=+  













=

+
⇒=

+
12

1
12

1

cos
1

1

1

1arccos C
C

C
C

.

277 (4177). ( ) yyyyy ′=′−′′ 22 .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ ; 222 yp

dy
dpypyp

dy
dpyp =−⇒=− ; uvp = , vup +′=′

uv′+ , ( ) 2yvvyuvuy =−′+′ , yv
y

dy
v
dvvvy =⇒=⇒=−′ 0 ; 

dy
duy =2

dyduy =⇒= 2 , 1Cyu += , ( ) dx
Cyy

dyCyyp =
+

⇒+=
1

1
2 ; 2Cx =+

( ) 11111
ln11

Cy
y

CCy
dy

y
dy

CCyy
dy

+
=





+

−=
+

= ∫ ∫∫ ; 2Cx =′+

1
21

11
lnln1

Cy
yCxC

Cy
y

C +
=+⇒

+
= .
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

278 (4178). ( )2ln yyyyyy ′=′−′′ .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ ; y

y
p

dy
dppyyp

dy
dpyp lnln 2 =−⇒=− ; uvp = ,

uvvup ′+′=′ , y
y
vvuvu ln=





−′+′ , yv

y
dy

v
dv

y
vv =⇒=⇒=−′ 0 ;

1

2

2
lnln Cyudy

y
ydu ′+=⇒= ; yCyyuvp 1

2ln
2

′+== ; =+ 2Cx

∫ ′+
=

)2ln(
2

1
2 Cyy

dy , 
( )∫ ′+

=+
1

22
2ln

ln2
Cy

ydCx .

Пусть 02 1 >′C , тогда 
11

2

2
lnarctg

2
1

2 C
y

C
Cx

′′
=+ ; 1

12
1 C
C

=
′

;

( )yCCCx lnarctg2 112 =+ .

279 (4179). 









−

′
−

′′=′′ 42
y
y

y
yyy .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ ; 4242 −−=⇒










−−=

y
p

y
p

dy
dp

y
p

y
pp

dy
dpp ; z

y
p = ,

yzp = , 
dy
dzyz

dy
dp += ; ∫ ∫ −

−=⇒−−=+
42

142
z
dz

y
dyzz

dy
dzyz ;

( ) ( )[ ]2
1

2
11 ln4ln44ln CyypCyzzCy ′++=⇒′++=⇒−−=′+ ;

( )[ ] ( )
( )∫ ′+=

′++

′+
⇒′++= 22

1

12
1

ln4

ln
ln1 Cx

Cy

Cyd
Cyy

dx
dy ; 1

2
ln

arctg
2
1 Cy

=
′+

( )212 2tg2ln CxCyCx +=′+⇒′+= ; ( )21 2tg2ln CxyC +=  ( )11 lnCC =′ .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

280 (4180). ( ) ( ) yyxyax ′=′+′′+ 2 .

Решение

py =′ , py ′=′′ ; ( ) pxppax =+′+ 2  – уравнение Бернулли. Разделим

обе его части на р2: ( ) 1
2

−=+
′

+ px
p
pax , zp =−1 , 

dx
dp

pdx
dz ⋅−= 2

1 ;

( ) zxzax =+′+− ; uvz = , uvvuz ′+′=′ ; ( ) ( )[ vxauvuax +′+−′+−

] xv −=+ ; ( )
ax

v
ax

dx
v
dvvvax

+
=⇒

+
−=⇒=+′+ 10 ; x

dx
du ⇒=

1

2

2
Cxu ′+= ; ( )xa

Cxuvz
+

+==
2

1
2

; ( ) ( ) =+
+
+=⇒

+
+= ∫ 22

2
1

2
1

2 Cdx
Cx
xay

Cx
axp

( )













〈+++
−+
−−

−

>+++

=
.0,lnln

;0,lnarctg2

1
2

1

1

1

21
2

11

1

1

если

если

С

С

CCx
Cx
Cx

C
a

CCx
C
x

C
a

281 (4181). ( ) ( )23 yyyyy ′′+′=′′′ .

Решение

py =′ , 
dy
dppy ′=′′ . Тогда исходное уравнение принимает вид

2
232







+=

dy
dppp

dy
dpyp .                           (1)

Делим (1) на 02 ≠p : ( )2pppy ′+=′  – это уравнение Клеро. Общий

интеграл получим, заменяя p′  на 1C :

2
11 CyCp −= ,                                    (2)
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

( ) dxC
Cy

dydx
CyC

dy
1

111
=

−
⇒=

−
; CyCxCCy 1211ln =−⇒′+=−

xCxCC eCCyee 112
21 +=⇒= ′  – общее решение.

Для получения особого решения продифференцируем уравнение (2)
по 1C  и решим систему










−=

−= ,20

2
11

1

CyCp

Cy
 ⇒ 

−
−

=⇒=−

=⇒=⇒==

.44

;4
44

,
2 2

22

1

решениеособое
xC

yx
y

C

dx
y
dyy

dx
dyypyC

Ранее уравнение (1) делили на 02 ≠p , но если р = 0, то 0=′y  и Cy =  –
также решение дифференциального уравнения.

282 (4182). ( ) 0
4
1 2 =′−′′−′′ yyyx .

Решение

py =′ , py ′=′′ ; 0
4
1 2 =−′−′ pppx  – уравнение Клеро. Общее его реше-

ние pCCx =−
4

2
;  CxCCxyCCx

dx
dy ⇒+−=⇒−= 2

222

424

( ) CCxxCy +−= 11 




 =

21
CC .

Для получения особого решения составляем систему:

xC
Cx

pCCx
2

0
2
1

,0
4

2

=⇒










=−

=−−
, 222 xxy −=′ ; Cxy +=

3

3
.

В задачах 283 (4183)–288 (4188) решить уравнения при помощи подхо-

дящей подстановки: pyy =' , ( ) py =2' , pxy =' , p
y
y ='  и т. д.
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

283 (4183). ( ) yyyxyxy ′=′+′′ 32 .

Решение

Положим pyy =′ . Тогда ( ) ( ) yyyyyxpyyy ′=′+′′⇒′=′+′′ 322 ;

33lnln33 CxpCxp
x

dx
p

dpppx =⇒=⇒=⇒=′ , 3Cxyy =′ ,

dxCxdyy 3= , 2

42

42
CCxy ′+= , 2

42 2
2

CxCy ′+= ; 2
4

1
2 CxCy += , где

21
CC = , 22 2CC ′= .

284 (4184). ( )1−′=′′ yeyyx .

Решение
pyx =′ ; pyxy ′=′′+′ , dyedpyepeyyyx yyy =⇒′=′⇒′=′+′′ , 1Cep y += ,

x
dx

Ce
dyCeyx y

y =
+

⇒+=′
1

1 ; ( )



−=−==+ 111 ,ln,, CzyCzezCe yy





−

=
1Cz

dzdy ; ( )∫ ∫ 







−

−
=

−
=′ dz

zCzCCzz
dzxC 111ln

111
2 ; 2ln xC =′

( )11
233

11

1
ln1 CC CCxC

z
Cz

z
Cz

C
′==−⇒−= ; 1

3
1

yC
y

y
exC

Ce
e =⇒=
+

1

1

1

1

1

1

2

1

3

1

3

31 ln11 C

C

C

C

C

C

xC
xCy

x
C

xC
xC
xCC

−
=⇒

−
=

−
=  





=

3
2

1
C

C .

285 (4185). ( ) xyyy =′+′′ 2 .
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

Решение

pyy =′ ; ( ) 1

2
2

2
Cxpxppyyy ′+=⇒=′⇒′=′+′′ ; 1

2

2
Cx

dx
dyy ⇒′+=

21

32

1

2

622
CxCxydxCxdyy ′+′+=⇒










′+= ; 21

3
2 22

3
CxCxy ⇒′+′+=

21

3

3
CxCxy ++=  ( )2211 2,2 CCCC ′=′= .

286 (4186). 01
2 =−′+′′

x
yy

x
y .

Решение

u
x
y = ; 22 x

y
x
y

x
yxyu −

′
=−′

=′ , xuy = , uuxy +′=′ , uuxy ′+′′=′′ 2 ,

03 =′+′′ uux , zu =′ , 33lnln303
x
Cz

x
Cz

x
dx

z
dzzzx =⇒=⇒−=⇒=+′ ;

x
CxCyC

x
Cu

x
C

dx
du 2

1123
1

2
+=⇒+⋅−=⇒=  





 −=

21
CC .

287 (4187). 0
2

2

2
2 =





 −− y

dx
dyx

dx
ydyx .

Решение

tex = , 
x
ywwey t =⇒= ; w

dt
dw

e

wee
dt
dw

dt
dx
dt
dy

dx
dy

t

tt

+=
+

== ; =
dx

yd
2

2











+=








=




= −

dt
dw

dt
wde

dt
dx

dt
dy

dt
d

dx
dy

dx
d t

2

2
; 2

2
2 −










+−

dt
dw

dt
wdewee ttt
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

0
2

=




 −+− wewe

dt
dwe ttt ; 

2

2

2





=+

dt
dw

dt
dww

dt
wdw , p

dt
dw = ,

dw
dpp

dt
wd =2

2
, pw

dw
dpwpwp

dw
dpwp =+⇒=+ 2 , uvp = , uvvupw ′+′=′ ;

( ) 0=+−′+′ wvvwuvuw , wv
w
dw

v
dvvvw =⇒=⇒=−′ 0 ; w

dw
duw −=2 ,

wCu
w

dwdu
dw
duw 1ln1 ′−=⇒−=⇒−= ; wCwp 1ln ′−= , wCw

dt
dw

1ln ′−= ;

( ) 1
21

1
2

1
lnlnlnln

ln
−− +=′−⇒+=

′
− ∫∫ CtCwCdt

wCw
dw ; ( ) 1

1lnln − =′Cw

( ) ( ) 11
21

1
2 lnln

−−− =′⇒= xCCwxC , xCeCw /
1

2=′ ; xCeCxy 2
1=  





=

′ 1
1

1 C
C

.

288 (4188). ( )yyyyyy ′−′′=′′ 2 .

Решение

pyy =′ , yyyp ′′+′=′ 2 ; yyyyyy ′′=′+′′ 22 , pyp ′=′ 2 , dy
p

dp 2= ;

( )2111 22 CyppCypCy +=⇒=+⇒=′+ ; ( )2
1Cyyy ⇒+=′

( )
( )

( ) 1

1
12

1

11
22

1
ln

Cy
CCydx

Cy
CCyCxdx

Cy
dyy

+
++=

+
−+=+⇒=

+ ∫ ;

1

1
12 ln

Cy
CCyCx
+

++=+ .

В задачах 289 (4189)–299 (4199) найти частные решения уравнений
при указанных начальных условиях.
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

289 (4189). ( ) yxxy ′=+′′ 212 ; 10 ==xy , 30 =′ =xy .

Решение

uy =′ , uy ′=′′ , ( ) xuxu 212 =+′ , ⇒
+

= dx
x

x
u
du

1
2
2 ( )Cxu 12 += , т. е.

( )12 +=′ xCy , 3=C ; ( ) 1
32 313 Cxxydxxdy ++=⇒+= ; 11 ⇒=C

133 ++= xxy .

290 (4190). ( ) 02 =′−′+′′ yyxyx ; 22 ==xy , 12 =′ =xy .

Решение

Перепишем исходное уравнение так: 
( )

x
y

yxy =
′

′′−′
2 . Левая его часть

есть 
′







′y

x , значит, x
y
x =





′

′
.

Интегрируя обе части последнего равенства, имеем:

0
2

2
=⇒

′
=+ C

y
xCx ; 1

2
2

ln
2

Cxy
y
xx +=⇒
′

= ; 4ln2 =⇒+= CC

4ln2 −=  и 24lnln 2 +−= xy  или 
4

ln2
2xy += .

291 (4191). 
y
x

x
yy

′
+

′
=′′

2
; 02 ==xy , 42 =′ =xy .

Решение

12 =
′






 ′′

⇒
′

=
′






 ′

⇒
′

=
′−′′

x
y

x
y

y
x

x
y

y
x

x
yxy ; p

x
y =
′

; 11 ⇒=⇒=′
dx
dpppp
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

0
2
1

2

22
=⇒=+⋅





 ′

⇒=+⇒= CxC
x
yxCpdxdpp ;  x

x
y =
′

2

2

2
, 32xy =′ ,

1
5

5
22 Cxy +⋅= ; 

5
162

3
2

5
16 2

1 −=⇒−= xxyC .

292 (4192). 232 yy =′′ ; 12 =−=xy , 12 −=′
−=xy .

Решение

yp ′= , dyydppy
dy
dp

dy
dppy 22 3232 =⇒===′′ ; 1

32 Cyp += , p =

1
3 Cy +±= , 1

3 Cyy +±=′ , 12 −=′
−=xy : 011 11 =⇒+−=− CC .

а) 22
2/33 2 C

y
Cdyyxy

dx
dy +−=+=⇒= ∫ − , 22 2 −=− C ; 02 =C ;

2
42
x

y
y

x =⇒−=  (это решение не подходит, так как не удовлетворяет

начальным условиям);

б) 2
2/33 2 C

y
dyyxy

dx
dy +=−=⇒−= ∫ − , 222 C+=− ; 42 −=C ;

2)4(
424

+
=⇒+−=

x
y

y
x .

293 (4193). 32 )()( yyyy ′−′=′′ ; 11 ==xy , 11 −=′
=xy .

Решение

py =′ , 
p

p
y

dy
pp

dppp
dy
dpyp

dy
dppy =

−
⇒=

−
⇒−==′′

1
ln

)1(
32
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

Cy
y

yCy =
′−

′
⇒=

1
ln ; C=−

2
1 ; 

y
y

dx
dyy

y
y ⇒

−
=⇒=

−′
′

221

dxdy
y

y =⋅− 2 , 1ln2 Cxyy +=− ; 011 11 =⇒+= CC ; yxy ln2=− .

294 (4194). 13 −=′′yy ; 11 ==xy , 01 =′
=xy .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ , 3

3 1
y
dydpp

dy
dppy −=⇒−= ; 

22
1

2 2

2 C
y

p += ,

C
y

p += 2
1 , C

y
y +=′

2
1 , 110 −=⇒+= CC ; 

y
y

y
21−

=′ ,

dx
y

dyy =
− 21

, 1
21 Cxy +=−− ; 11 =C ; 22 )1(1 −=− xy , 1 2 =− y

122 +−= xx ; 22 xxy −= .

295 (4195). 134 =′′− yyy ; 20 ==xy , 
2
2

0 =′
=xy .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ , 134 =−

dy
dppyy , 2

2
2

13

4 11 p
y

yCdppdy
y

y =++⇒=− ;

2
2
1

2
12 11 −=⇒=++ CC ; 2

2
2 21 p

y
y =−+ ; 2

242 12
y

yy
dt
dy +−=





 ,

dx
y

dyy =
−12 , 2

2 1ln
2
1 Cxy +=− , 02 =C ; xx eyey 222 11 +=⇒=− .



178

Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

296 (4196). yey 2=′′ ; 00 ==xy , 10 =′
=xy .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ , ye

dy
dpp 2= , dyedpp y2= ; 1

22 Cep y += , 01 =C ,

yep = , dxdye y =− , 2Cxe y +=− − ; 201 C+=− , 12 −=C , xe y +−=− − 1 ,

xy −=− 1ln ; xy −−= 1ln .

297 (4197). )1()(2 2 −′′=′ yyy ; 21 ==xy , 11 −=′
=xy .

Решение

py =′ , 
dy
dppy =′′ ; )1(2 2 −= y

dy
dppp ; )1(2 −= y

dy
dpp ; 

p
dp

y
dy

21
=

−
;

pCy ln
2
11ln =− ; C−= ln

2
10 ; 1−=C ; py −=−1 , 2)1( =−y

2)1( −=−⇒−= y
dx
dyp ; dx

y
dy =
−

− 2)1(
; 21

1 Cx
y

=
−

; 
x

xyC +=⇒= 112 .

298 (4198). 34 )( yxyyx ′−=′′ ; 11 ==xy , 11 =′
=xy .

Решение
tex = , tuey = . Далее решение аналогично задаче 287 (4187):

u
dt
duy +=′ , 










+=′′ −

dt
du

dt
udey t
2

2
; ue

dt
dueue

dt
du

dt
udee ttttt 





 −−=










+−

3

2

2
4

p
dt
du =⇒ , 

du
dpp

dt
ud =2

2
, 2

3

1
du

p
dppp

du
dpp ⇒−=

+
⇒−=+

( ) ( )11 tgarctg CupCup +−=⇒+−= ; 
x
y

dx
dyu

dx
dy

dt
du −=−= ;
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

0
1

==
=xdt

dup ; )(tg01
1
1tg0 1111 +−=−=⇒=+⇒





 +−= CupCCC

)1(tg −−=⇒ u
dt
du ; ∫ ⇒′+=−−⇒=

−−
− Ctudt

u
du

2)1(sinln
)1(tg

=− te
Cu 2)1(sin ; 

x
C

x
y 21sin =





 − ; xy

x
yC =⇒=−⇒= 0102 .

299 (4199). 1++′=′′ yyxy ; 10 ==xy , 00 =′
=xy .

Решение
zy =+1 , zy ′=′ , )(0 xzzzzxzzzxzzy =′−′⇒=−′−′′⇒+′=′′⇒′′=′′

10 Cxzz =−′⇒= ; 20 ==xz ; 00 10 =⇒=′
= Cz x ; 

z
dzxz

dx
dz =⇒=

2/
2

2

2

2

2
ln xeCzx

C
zdxx =⇒=⇒= ; 1222 2/2/

2
22

−=⇒=⇒= xx eyezC .

300 (4200). Какая линия обладает тем свойством, что радиус кривизны
в любой ее точке пропорционален длине нормали? Принять коэффициент
пропорциональности k = –1, +1, –2, +2.

Решение
По условию kn=ρ .

y
y

′′
′+=ρ

2/32 )1(
, 21 yyn ′+=  (см. задачу

104 (4004)).
Дифференциальное уравнение задачи

ykyy ′′=′+ 21 .                     (1)

Положим py =′ , 
dy
dppy =′′ ; 1 2 =+ p О

n

ρ

у

x

M
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

1ln11ln
2
1

/2

1

2
1

2 ⇒





=+⇒=+⇒=

k

C
ypCy

k
p

dy
dpkyp

1
/2

1
−





=⇒

k

C
yp .

Общий интеграл дифференциального уравнения (1)

( )∫ +=
−

2/2
1 1/

Cx
yC

dy
k

.

1) 1−=k : 
( )

2
22

122
1 1/

CxyCCx
yC

dy ⇒+=−−⇒+=
−∫

( ) 2
1

22
2 CyCx =++  – семейство окружностей.

2) 1=k : 
( )

2

2

11
122

1

1ln
1/

Cx
C
y

C
yCCx

Cy

dy ⇒+=−





+⇒+=

−∫

1

2

1
arch

C
Cx

C
y += .

Если 3
1

1 C
C

= , 4
1

2 C
C
C = , то 433arch CxCyC += ; 33 (ch xCyC +=

3

43
4

)(ch)
C

CxCyC +=⇒+  – цепная линия.

3) 2=k : 2112
1

2
1/

CxCyCCx
Cy
dy ⇒+=−⇒+=

−∫
( )

1

2
2

4C
Cyy +=  – семейство парабол.
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

4) 2−=k : 2
1

2
1 1/

Cx
yC

dyy
Cx

yC
dy +=

−
⇒+=

− ∫∫ .

Подстановка: )cos1(
22

sin 12
1 tCtCy −== , dtttCdy

2
1

2
cos

2
sin1 ⋅⋅= ;

⇒−=
⋅⋅⋅

⋅=+ ∫ )sin(
2

2
cos

2
cos

2
sin2

2
sin

2
1

1

1
1

2 ttC
tC

dttttCCCx










−=

−−=

)cos1(
2

,)sin(
2

1

2
1

tCy

CttCx
 – циклоида.

301 (4201). Найти линию, для которой проекция радиуса кривизны на ось
Oy есть величина постоянная, равная а.

Решение

y′=αtg , a=αρcos ; yaya
yy

y ′′=′+⇒=
′+

⋅
′′

′+ 2
2

2/32
1

1

1)1( ; py =′ ,

dy
dppy =′′ ; p

a
y

C
pdy

p
dpap

dy
dpapp 2

1

2

2
2 121ln

1
1 =+⇒=+⇒=

+
⇒=+

ayeC /2
1′= ; 1/2

1 −′= ayeCp ; dx
eC

dy
ay

=
−′ 1/2

1

;

t
C

e ay sec1

1

/ ⋅
′

= ; 
tC

ay
cos

1ln
1′

= ;

2 tg
tgtg

cos
sincos

t
dttadttadt

t
ttady =⇒=⋅= ∫

O 

 
 

 

α
ρ

x

y

α
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

22 C
a
xtCx +=⇒′+=  или  





 += 2secsec C

a
xt . Но ⇒′= /

1sec eCt ay












′
=





 +=

1
121

/ 1sec
C

CC
a
xCe ay .

302 (4202). Найти линию, проходящую через начало координат, у кото-
рой отношение площади треугольника МТР (см. рисунок), образованно-
го касательной в какой-нибудь точке М линии, ординатой этой точки МР
и осью абсцисс, к площади криволинейного треугольника ОМР равно
постоянному числу ( )2/1>kk .

Решение

k
S

S TMP =∆

кр.тр
; 

y
yyMPTPS

′
⋅=α=⋅=∆

2
2

2
1ctg

2
1

2
1

;

∫=
x

dxyS
0

кр.тр ; ∫=
′

⋅
x

dxyk
y
y

0

2

2
1 .

Продифференцируем обе части последнего

равенства по х: yk
y

yyyy 22
2

22
=

′
′′−′ ; yyy 22 =′′−′

ky 22 ′= ; py =′ , 
dy
dppy =′′ , 

p
dp

y
dyk

dy
dpypkp ⇒=−⇒=−2 )1(2)1(2

C
py k =− 22 ; dxCdyy k =− 22 ; 1

22 CCxy k +=− .

При 000 1 =⇒== Cyx ; 12 −= kyCx .

303 (4203). Найти линию, длина дуги которой, отсчитываемая от неко-
торой точки, пропорциональна угловому коэффициенту касательной
в конечной точке дуги.

O

M (x, y)

y

α
xPT
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

Решение

М0 (x0; y0); M (x, y) – точки дуги. Тогда ykdxy
x

x

′=′+∫
0

21 .

Продифференцируем обе части последнего равенства по х:

yky ′′=′+ 21 ; py =′ , 
kp

p
dy
dp

dy
dpkpp

dy
dppy ⇒

+
=⇒=+⇒=′′

2
2 1

1

Cypkdy
p

dpkp +=+⇒=
+

2
2

1
1

; 222 )()1( pCypk =⇒+=+

22)(1 kCy
k

−+= ; =−+++⇒=
−+ ∫∫ 22

22
)(ln

)(
kCyCykdx

kCy

dyk

⇒+= 2Cx ( )
k

Ceeky kCxkCx 1// 11

2
−+= +−+ .

304 (4204). Точка массы m вертикально брошена вверх с начальной ско-
ростью v0. Сила сопротивления воздуха равна kv2. Поэтому, если при-

нять вертикаль за ось Оу, то при движении вверх имеем 2

2
mg

dt
ydm −−=

2kv− , а при падении 2
2

2
kvmg

dt
ydm +−= , где 

dt
dyv = . Найти скорость,

которую будет иметь тело в тот момент, когда оно падает на землю.

Решение

  

 

 

 

 

Движение вверх:
Rgmwm += .     (1)

Проектируем (1) на ось
у: xxx RPmw += ; ym =′′

2kvmg −−= ;

Движение вниз:
2kvmgym +−=′′ ; 2kvmg

dy
dvmv +−= ;

∫∫ −
−=

v

S
mgkv
mgkvd

k
mdy

0
2

20
)(

2
;

y

R

v
M

mg
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

305 (4205). Тонкая гибкая и нерастяжимая нить подвешена за оба кон-
ца. Какую форму в равновесии примет нить под действием нагрузки,
равномерно распределяющей по проекции нити на горизонтальную плос-
кость? (Весом нити пренебрегаем.)

Решение
Рассмотрим равновесие части AM. От-

брасывая связи и заменяя их действия реак-
циями связи H  и T , направленными по каса-
тельной к нити, а также учитывая активно
действующую силу qxW = , получаем следу-
ющие уравнения равновесия:

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2kvmg
dy
dvmv −−= ;

dy
kvmg

dvvm =
+

− 2 ;

∫ +
=

0

2

0v
kvmg

dvvmdy ;

0
2

0

)(ln
2 v

kvmg
k

my +−= ;

2
0

ln
2 kvmg

mg
k

my
+

=  – путь подъема.

v

mgkv
k

mS
0

2ln
2

−=− ;

=+−
mg

kvmg
k

m 2
0ln

2

⇒−=
mg

mgkv
k

m 2
ln

2
 (здесь g = gy <

< 0, – mg > 0, mg > kv2) =
+ kvmg

mg
2
0

⇒
−

−=
mg

mgkv2
222 mgkvgm +=−

22
0

2 vvk+ ; 2
0

22 mgkvgm =− ;
2
0

22
0 )( mgkvvmgv ⇒+=

2
0

2
0

kvmg
mgvv

+
= .

y
R

v M
mg

 

 

 

 

 

 

 

O

AH

x

α

q

M
T

y
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

H
qxy

H
W

WT
HT

F

F

iy

ix
=′⇒=α⇒





=−α
=−α

⇒






=

=

∑
∑

tg
0sin

,0cos

0

,0
; dxx

H
qdy ⇒=

C
H

qxy +=
2

 – семейство парабол.

306 (4206). Найти закон прямолинейного движения материальной точки
массы m, если известно, что работа силы, действующей в направлении
движения и зависящей от пути, пропорциональна времени, протекшему
с момента начала движения. Коэффициент пропорциональности равен k.

Решение
ktA = , kdtdA = . С другой стороны, элементарная работа dA = Fds,

2

2

dt
sdmF = . Тогда dtkds

dt
smd =2

2
 или dtkdvmvdtkds

dt
dvm ⇒=⇒=

11

2 2
2

Ct
m
kvCt

m
kv +=⇒+= ,   или   =⇒+= 1

2 SCt
m
k

dt
ds






 +⋅=++= ∫

3

121
2

3
2

2
2 Ct

m
k

k
mCdtCt

m
k

2C =+

2

3

1
2

3
CCt

m
k

k
m +





 += .

При 0=t  ⇒−=⇒+=⇒= 3
122

3
1 33

00 C
k

mCCC
k

mS














−





 += 3

1

3

1
2

3
CC

m
kt

k
mS .

307 (4207). Луч света из воздуха (показатель преломления m0) падает
под углом α0 с вертикалью в жидкость с переменным показателем пре-
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

ломления. Последний линейно зависит от глубины и постоянен в плоско-
сти, параллельной горизонту; на поверхности жидкости он равен m1, а на
глубине h он равен m2. Найти форму светового луча в жидкости. (Пока-
затель преломления среды обратно пропорционален скорости распро-
странения света.)

Решение
Показатель преломления m линейно зависит от глу-

бины и постоянен в плоскости, параллельной горизон-
ту: m = kx + b. При х = 0   m = m1; при  x = h  m = m2 ⇒

m1= b, m2 = kh + m1 h
mmk 12 −=⇒ ; 1

12 mx
h

mmm +−=

или

h
hmxmmm 112 )( +−= .                     (*)

Уравнение луча y = f (x). На глубине х имеем:

m
dmm

d
+=

α+α
α

)(sin
sin

, где m – показатель преломления

на глубине х; α – угол между вертикалью и касательной к световому лучу,
tg α = у'. Следовательно, m sin α = (m + dm) (sin α ⋅ cos dα + cos α ⋅ sin dα);
m sin α = m sin α ⋅ cos dα + sin α ⋅ cos dα  dm + m cos α ⋅ sin dα + cos α ⋅ sin dα  dm;
cos dα ∼  1, sin dα ∼  dα  ⇒  m sin α ≈ m sin α + sin α dm + m cos α dα ⇒

αα−= d
m
dm ctg , yy ′=α⇒′=α arctgtg ; 21 y

ydd
′+
′

=α ; ∫ =
m

dm

∫∫∫ ′+
′′

=
′
′

−=
′+′

′
−= 22 1)1( y

ydy
y
yd

yy
yd ; ⇒

′
′+

=
y

Cy
m

21
lnln

y
yC

m
′

′+
=

21
.                                     (**)

При x = 0  m1 = m0, y' = tg α0.  Из (*) 
0

0
2

0 tg
tg1
α

α+
=⇒

C
m ,

 

 

 

 

 

y

X

x

O

α0

α
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

00 sin α= mC  и 
12 mm

dmhdx
−

= .  Из (**) ⇒
−

=′⇒
22 Cm

Cy

1
22

12221222
ln CCmm

mm
Ch

Cm

dm
mm

Ch

Cm

dxCy +−+
−

=
−−

=
−

= ∫∫ ;

Cmmm
mm

hmy +α−+
−

α= 0
22

0
2

12

00 sinlnsin .

Частные случаи уравнений более высоких порядков

В задачах 308 (4208)–317 (4217) найти общее решение уравнений.

308 (4208). 
x

y 1=′′′ .

Решение

1ln Cx
x

dxy ′+==′′ ∫ ; 2121 lnln' CxCxxxCdxCdxxy =+′+−=+′+= ∫∫
21ln CxCxx +′′+= ; ∫∫∫ ++′′+= 321ln CdxCdxxCdxxxy ,

















==

==

2
,

,,ln
2xv

x
dxdu

dvdxxux
; 32

2
1

2 ln CxCxCxxy +++= .

309 (4209). xy 2cos=′′′ .

Решение

11 2sin
2
12cos CxCdxxy +=+=′′ ∫ ; 212sin

2
1 CdxCdxxy =+′+=′ ∫∫

212cos
4
1 CxCx +′+−= ; 32

2
12sin

8
1 CxCxCxy +++−= .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

310 (4210). axey =(X) .

Решение

( )
1

IX 1 Ce
a

y ax ′+= , ( )
212

VIII 1 CxCe
a

y ax ′+′+= ; 8
2

9
110 xCxC

a
ey

ax
+++=

109
2

8
3

7
4

6
5

5
6

4
7

3 CxCxCxCxCxCxCxC ++++++++ .

311 (4211). 22 )( yyx ′′=′′′ .

Решение

uy =′′ , 
1

122 1
11

Cx
xuC

xux
dx

u
du

dx
duy

′+
=⇒′+=⇒=⇒=′′′ ; 

+
⋅

′
=′′

11

1
xC

x
C

y ;

xC
C
Cx

C
dx

xC
CxC

CxC
dxx

C
y +

′
−

′
=

+
−+

′
=

+′
=′ ∫∫ 1

1

1

11

11

111
ln1)(11 ; xCy −=′ 1

xCC +− 12 ln ; 
2

13121 2
)ln( xCCdxCxCdxxCy −=++−= ∫∫

3
1

12 )(ln C
Cx

dxxCxxC +





+

−+− ∫ ; 
















==
+

==+

xvdvdx
Cx

dxduuCx

,

,,)ln(
1

1 ;

)(ln)(
2 11232

2

1 CxCxCCxCxCy ++−++= .

312  (4212). (IV)(V) yxy = .

Решение

( ) uy =IV , ( ) 'V uy = , u
dx
dux = , 

x
dx

u
du = ; xCu 1lnln ′= ; xCu 1′= ,
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Уравнения второго и высшего порядка. Частные случаи уравнений...

CxCCdxxCy ′+′=′+′=′′′ ∫ 2

2

121 ; 32

3

1 6
CxCxCy ′+′+′=′′ ; 

xCy +′=′
4

1 24

CxCxC ′+′+′+ 3

2

2 2
; 54

2

3

3

2

5

1 2696
CxCxCxCxCy ′+′+′+′+′= ;

54
2

3
3

2
5

1 CxCxCxCxCy ++++= .

313 (4213). 3)(yy ′′=′′′ .

Решение.

uy =′′ , uy ′=′′′ , 3uu =′ ; 1
1

2
123 )(

2
1

2
1 −′+−=⇒′+=−⇒= CxuCx
u

dx
u
du ;

( )11
1

2 2
2

1 CC
xC

u ′−=
−

= ; 
xC

u
2

1

1 −
= ; 2

1 2
C

xC
dxy =+
−

=′ ∫
( ) 2

2/1
1 2

2
2 CxC +−−= ; 321 2 CdxCdxxCy ++−−= ∫∫ ;

( ) 32
3

1 2
3
1 CxCdxxCy ++−= .

314 (4214). 2)(3 yyy ′′=′′′′ .

Решение

py =′ , py ′=′′ , py ′′=′′′ ; 2)(3 ppp ′=′′ , zp =′ , 
dp
dzzp =′′ , 23z

dp
dzpz = ,

33lnln3 cpzcpz
p

dp
z

dz =⇒=⇒= , 3cp
dx
dp = , dxc

p
dp =3 ; 

p
=− 22

1

xCC
pCCx

′−′
=⇒−=

0
0

1 ; 2
0

0
xCC

C
y

xCC
dxdy +′−′

′
−=⇒

′−′
=
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

)(4)( 0
2

22 xCCCyCC ′−′=′−′⇒′+ ; xCCCyCCyC ′−′=′+′′−′ 442 022
22 ;

32
2

102
22 )44(24 CyCyCxxCCyCCyCxC ++=⇒′−′+′′+′−=′ .

315 (4215). 0=′′′−′′′ yyyy .

Решение

11lnln)(ln)(ln CyyyCyyy
y
y

y
yyyyy =′′⇒=′′⇒′=′′′⇒

′
=

′′
′′′

⇒′′′−′′′ ;

py =′ , 
dy
dppy =′′ ; 2

2
1

2
11 CyCpdyyCdppCy

dy
dpp +=⇒=⇒= ;

2
2

1 CyCp += ; dx
CyC

dy =
+ 2

2
1

, 
( ) 32

212 1/

1 Cx
yCC

dy
C

+=
+∫ ,

zy
C
C =

2

1 , dy
C
Cdz

2

1= , 
1

321
1ln1

1

1 zz
C

Cx
z

dz
C

=++⇒+=
+∫

3Cx +=  или ( )3113
1

sharsh1 CCxCzCxz
C

+=⇒+= ;

( )311
1

2 sh CCxC
C
Cy += ; ( ) 





==+= 14

1

2
624 ,sh CC

C
CCxCCy






== 6312 , CCCC .

316 (4216). 22 )(3])(1[ yyyy ′′′=′+=′′′ .

Решение

py =′ , py ′=′′ , 22 3)1( pppppy ′=+′′⇒′′=′′′ ; zp =′ , 
dp
dzzp =′′ ,
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( )32
1

2
1

22 1)1(ln
2
3ln3)1( pzCpzCpzp

dp
dzz +=⇒+=⇒=+ ;

dx
p

dpC =
+ 321

)1(
; tp tg= , 

t
dtdp 2cos

= ; 22

3

1 cos
cos Cx

t
tdtC ⇒+=⋅∫

21 sin CxtC +=  или 22
1

1
Cx

p

pC +=
+

; ( ) ( )22
22

2
22

1 CxpCxpC ⇒+++=

( )
( )2

2
2
1

2
22

CxC
Cxp
+−

+= ; ( )
( )2

2
2
1

2
2

CxC
Cx

dx
dy

+−
+= , 

( )
( )22

2
1

2

CxC
dxCxdy ⇒

+−
+=

( ) ( ) ( ) 2
1

2
2

2
33

2
2

2
1 CCxCyCCxCy =+++=−+−−= .

317 (4217). 
2

2)( 




 ′

=′′′′−′′
x
yyyy .

Решение

z
x
y =
′

, zxy =′ , xzzy ′+=′′ , xzzxzzzy ′′+′=′′+′+′=′′′ 2 ; xzz −′+ 2)(

zzzzxzzxzzxzxzzzzxzzzx ′′=′⇒=′′−′−′+′+⇒=′′+′− 2222222 22)2( ,

pz = , 
dz
dppz =′′ ; zCp

dz
dpzp

dz
dpzpp 1

2 =⇒=⇒= ; zzC
dx
dz

1 ln =⇒=

xCxeCzCxC 1
221 ′=⇒′′+= ; 

1
232

1
1

C
xeCCdxxeCy

xC
xC






−′=+′= ∫

3
1

1
1 Cdxe

C
xC +





− ∫ ; 








==== xCxC e

C
vdvdxedxduux 11

1

1,,, ;






 ′
=+





−=

1

2
23

1
2

1
1

C
CCC

C
xeCy xC .
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Приближенные решения

318 (4218). При исследовании колебания материальной системы с од-
ной степенью свободы встречается дифференциальное уравнение вида

)()()( 321 yfyfxfy ′++=′′ . Решить это уравнение графически, если
xxf −=)(1 , 0)(2 =yf , 3

3 1,01,0)( yyyf ′−′−=′ , 100 =′= == xx yy .

Решение
31,01,0 yyxy ′−′−−=′′ .

Теоретическое обоснование графического метода интегрирования
дифференциального уравнения можно найти в книге [9]:

)tg,,(cos
1

3 ϕϕ
=

yxf
R .                                 (1)

Через точку M0(0; 1) проведем луч M0T0 (см. рисунок) с угловым
коэффициентом

°=ϕ⇒=ϕ=′ 451tg 00y .

Из уравнения (1) находим величину

7,14
)1,01,0(707,0

1
30 −=

−−
=R .

19° C1

M0

C2

T2

T1

T0

x

y

45°
О

M2M1

C0

R0

R1
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Отложим отрезок М0С0 = 14,7 (так как R0 < 0, то отрезок М0С0
нужно направлять в такую сторону, чтобы дуга окружности была обра-
щена выпуклостью вверх) на перпендикуляре к направлению М0 T0, и из
точки С0 (как из центра) опишем небольшую дугу М0 М1 радиусом R0.
Координаты точки M1 (l,2; 2), ϕ1 = 40°. Тогда

169,2
)84,01,084,01,02,1(766,0

1
331 −=

⋅−⋅−−
=R .

При этом tg ϕ1 – угловой коэффициент касательной М1T1, проведен-
ной к окружности в точке М1.

Из (1) нашли, что R1 = –2,169. Проведем отрезок М1С1 = R1 и пер-
пендикулярный к М1T1. Из точки С1 (как из центра) опишем дугу
М1М2 радиусом R1. Затем на этой дуге возьмем близкую к М1 точку
M2 (l,7; 2,2) и продолжим построение: ϕ2 = 19°,

27,0
)9,21,09,21,07,1(945,0

1
332 −=

⋅−⋅−−
=R .

319 (4219). 2xyyy −′=′′ ; 10 ==xy , 10 =′
=xy . Найти несколько первых

членов разложения решения в степенной ряд.

Решение
Ищем решение в виде ряда Маклорена:

...
!3

)0(
!2

)0(
!1

)0()0( 32 +
′′′

+
′′

+
′

+= xyxyxyyy ; 1)0( =y , 1)0( =′y , )0( =′′y

1011 =−⋅= ; xyyyy 22 −′′+′=′′′ , 2)0( =′′′y ; ( ) 22IV −′′′−′′′+′′′= yyyyyyy ;
( ) 23IV −′′′−′′′= yyyyy ; ( ) 3223)0(IV =−+=y  и т. д.;

...
!4

3
!3

2
!2

1
432

+++++= xxxxy .
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320 (4220). Найти шесть первых членов разложения в ряд решения диф-

ференциального уравнения 
xy

yy 1−
′

=′′ , удовлетворяющего начальным

условиям 11 ==xy , 01 =′
=xy .

Решение
Ищем решение в виде ряда Тейлора:

( )
)1(

!4
)1()1(

!3
)1()1(

!2
)1()1(

!1
)1()1( 4

IV
32 +−+−

′′′
+−

′′
+−

′
+= xyxyxyxyyy

( )
...)1(

!5
)1( 5

V
+−+ xy

; 1
1
1

1
0)1( −=−=′′y ; 22

2 1
xy

yyyy +
′−′′

=′′′ ,

01
1

01)1( =+−−=′′′y ; ( )
4

22
IV )(2)2(

y
yyyyyyyyyyyyy −
′−′′′−′′′−′′′+′′′

=

34

323

3
2232
xy

yyyyyyy
x

−
′+′′′−′′′

=− ; ( ) 2
1
2

1
0)1(IV −=−=y ; ( )Vy =

( )
8

424222223IV )623363(
y

yyyyyyyyyyyyyyyyyy −
′′′+′+′′′′−′′−′′′−′′′′+=

48

3233 6)23(4
xy

yyyyyyyyy +
′+′′′−′′′′

− ; ( ) 16
1

32)1(V =+−−=y ;

...
!5

)1(
!4

)1(2
!2

)1(1
542

+−+−−−−= xxxy .

321 (4221). Найти в форме степенного ряда частное решение уравнения у" =

= x sin y', удовлетворяющее начальным условиям 01 ==xy , 
21
π=′

=xy .

(Ограничиться шестью первыми членами.)

Решение
( )

)1(
!4

)1()1(
!3

)1()1(
!2

)1()1(
!1

)1()1( 4
IV

32 +−+−
′′′

+−
′′

+−
′

+= xyxyxyxyyy
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( )
...)1(

!5
)1( 5

V
+−+ xy ; 1

2
sin1)1( =π⋅=′′y ; yyxyy ′′⋅′+′=′′′ cossin ;

11
2

cos1
2

sin)1( =⋅π⋅+π=′′′y ; ( ) yyxyyxyyy ′′′⋅′+′′⋅′−′′⋅′= cossincos2 2IV ;

( ) 11
2

cos11
2

sin11
2

cos2)1(IV −=⋅π⋅+⋅π⋅−⋅π=y ; ( ) +′′⋅′−= yyy sin3 2V

′′′′′⋅′−′′⋅′−′′′⋅′+ yyyxyyxyy sin2coscos2 3 +′′′′′⋅′−′′′⋅′+ sincos yyyxyy
( )⋅′+ IVcos yyx  32 coscos3sin3 yyxyyyy −′′⋅′−′′′⋅′+′′⋅′−=

( )IVcossin3 yyxyyyx ⋅′+′′′′′⋅′− ; ( ) 63003)1(V −=−−+−=y ;

...
!5

)1(6
!4

)1(
!3

)1(
!2

)1()1(
2

5432
+−−−−−+−+−π= xxxxxy .

322 (4222). Найти в форме степенного ряда частное решение y = f (x)
уравнения yxyy ′=′′ , удовлетворяющее начальным условиям f (0) = 1,
f '(0) = 1. Если ограничиться пятью первыми членами разложения, то
будет ли это достаточно для вычисления f (–0,5) с точностью до 0,001?

Решение

...
!5

)0(
!4

)0(
!3

)0(
!2

)0(
!1

)0()0( 5
V

4
IV

32 +++
′′′

+
′′

+
′

+= xyxyxyxyxyyy ,

0)0( =′′y , yxyyxyyy ′′+′+′=′′′ 2 ; 1)0( =′′′y , ( ) yyxyyyy +′′′+′′+′= 22 2IV

yxyyyxyyyyxyyyxyy ′′′+′′′+′′+′=′′′+′′′+′′+ 322 2 ; ( ) 2)0(IV =y ;
( ) +′′′′+′′′+′′′′+′′+′′′+′′′+′′′+′′′= 2V 333224 yyxyyyyxyxyyyyyyyyy

( )+ IVxyy  ( )IV2 4339 xyyyyxyxyyyy +′′′′+′′+′′′+′′′= ; ( ) 3)0(V =y ,

...
!5

3
!4

2
!3

1
543

+++++= xxxxy .
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Тогда 
!4

)5,0(2
!3
)5,0(5,01)5,0(

43
+−−≈−f , а абсолютная погрешность

001,00005,0
!5

)5,0(3 5
<≈<∆ . (Можно ограничиться первыми пятью чле-

нами разложения.)

323 (4223). Найти семь первых членов разложения в ряд решения диф-
ференциального уравнения уу" + у' + у = 0, удовлетворяющего началь-
ным условиям 10 ==xy , 00 =′

=xy . Какого порядка малости будет

при х → 0 разность у – (2 – х – е – х)?

Решение.

0=+′+′′ yyyy ; 1)0( =y , 0)0( =′y ; 
!2

)0()0()0( 2 +
′′

+′+= xyxyyy

( ) ( ) ( )
...

!6
)0(

!5
)0(

!4
)0(

!3
)0( 6

VI
5

V
4

IV
3 ++++

′′′
+ xyxyxyxy ; 1−

′
−=′′

y
yy ,

1)0( −=′′y ; 
2

2

y
yyyy
′+′′−=′′′ , 1)0( =′′′y ; ( ) ( )[ −′′′−′′′+′′′−= 2IV 2 yyyyyyyy

( ) ] ′′′+′′′
−=′−′′′− 3

2
422

y
yyyyyyyyyyy  3

3222
y

yyyyyyy =
′+′′′−′′′−−

3

32 23
y

yyyyyy +′′′−′′′
−= , ( ) 1)0(IV −=y ;  ( ) ( )([ −′′−′′′′+= yyyyyyyy 22IVV 32

) ( ) ] =′+′′′−′′′′−′′′+′′′′−′′′− 6322322 233633 yyyyyyyyyyyyyyyyy

( )
4

422223IV 61234
y

yyyyyyyyyyy ′−′′′+′′−′′′′−−= , ( ) 4)0(V =y .
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 Аналогично ( ) 14)0(V −=Ιy . Таким образом,

...
!6

14
!5

4
!4!3!2

1
65432

+−+−+−= xxxxxy .

Разность −+−+−+−=−−− − ...
!6

14
!5

4
!4!3!2

1)2(
65432 xxxxxexy x

...
!6

13
!5

3...
!6!5!4!3!2

12
6565432

+−=





















−+−+−+−−−− xxxxxxxxx

const
!5

3!6
13

!5
3

lim)2(lim 5

6
5

00
==

−
=−−−

→

−

→ x

xx

x
exy

xk

x

x
 при k = 5. Следова-

тельно, порядок малости равен 5.

324 (4224). Найти 12 первых членов разложения в ряд решения диффе-
ренциального уравнения у" + уу' – 2 = 0, удовлетворяющего начальным

условиям 00 ==xy , 00 =′
=xy . Вычислить интеграл ∫

1

0

dxy  с точно-

стью до 0,001. Вычислить 5,0=
′

xy  с точностью до 0,00001.

Решение

...
!3

)0(
!2

)0()0()0( 32 +
′′′

+
′′

+′+= xyxyxyyy ; yyy ′−=′′ 2 , 2)0( =′′y ;

yyyy ′′−′−=′′′ 2 , 0)0( =′′′y ; ( ) yyyyyyyyyyy ′′′−′′−=′′′−′′′−′′′−= 32IV ,

( ) 0)0(IV =y ; ( ) ( ) ( )IV2IV2V 4333 yyyyyyyyyyyyy −′′′′−−=−′′′′−′′′′−′′−= ,
( ) 12)0(V −=y ; ( ) ( ) ( ) ( )VIVIVVI 446 yyyyyyyyyyy =−′−′−′′′′′−′′′′′−=

( ) ( )VIV510 yyyyyy −′−′′′′′−= , ( ) 0)0(VI =y ; ( ) ( ) −′′−′′′−= IV2VII 1010 yyyy
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( ) ( ) ( ) ( ) =−′−′−′′− IVVVIV 55 yyyyyyyy ( ) ( ) ( )IVVIV2 61510 yyyyyyy −′−′′−′′′− ,
( ) 0)0(VII =y ; ( ) ( ) ( ) ( ) ( )VIIVIVIVVIII 72135 yyyyyyyyy −′−′′−′′′−= ,

( ) 504)0(VIII −=y  и т. д.; ...
4400
7

8010

1185
2 +−++= xxxxy ;

−+−=











+

⋅
−+−=∫ 720

1
60
1

3
1...

4400012720603

1

0

129631

0

xxxxdxy

+
⋅

− ...
440012
7  317,00,000130013,00166,03333,0 =−+−= 43421

ьпогрешност

.

...
1100

7
102

2 10
74

+−+−=′ xxxxy ; 00078,003125,01)5,0( −+−=′y

96953,00,0000068 =− 43421
ьпогрешност

.

325 (4225). Электрическая цепь состоит из последовательно соединен-
ных индуктивности L = 0,4 Гн и электрической ванны. В ванне находится
литр воды, подкисленной небольшим количеством серной кислоты. Вода
разлагается током, при этом меняются концентрации, а следовательно,
и концентрация раствора в ванне. Напряжение на клеммах поддержива-
ется постоянным (20 В). Количество вещества, выделяющееся при элек-
тролизе, пропорционально току, времени и электрохимическому эквива-
ленту вещества (закон Фарадея). Электрохимический эквивалент воды
равен 0,000187 г/Кл. Сопротивление раствора в начале опыта R0 = 2 Ом,
начальный ток 10 А. Найти зависимость (в форме степенного ряда) объ-
ема воды в сосуде от времени.

Решение
L = 0,4 Гн,     Е = 20 В,     k = 0,000187 г/Кл,     R0 = 2 Ом,     I0 = 10 A,
V0 =1000 см3,     γ = 1 г/ см3.

По закону Кирхгофа э. д. с. в цепи равна сумме: падению напряже-

ния на индуктивности – 2

2

dt
QdL

dt
dIL = , где Q – количество электриче-
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ства в кулонах, и падению напряжения в электролитической ванне –

R
dt
dQIR = , где сопротивление 

1k
mR = , масса 21 mmm −= ; 001 VVm =γ= ;

kQm =0 ; 010 Vmm == , 02 =m ; 500
2

1000

0

0
1 ===

R
mk  (г/Ом).

Итак, дифференциальное уравнение задачи

1

0
2

2

k
kQV

dt
dQ

dt
QdLE −⋅+= .                               (1)

Если  V  –  количество  воды  в  ванне  в  момент  времени  t,  то

kaVV −γ=γ 0 ;
k

VVQ −=⇒=γ 01 , 
dt
dV

kdt
dQ 1−= , ⇒⋅−= 1

2

2

2

2

dt
Vd

kdt
Qd

⇒=⋅⋅−⋅−= 011

1
2

2

k
V

dt
dV

kdt
Vd

k
LE

0
1

=+′+′′
L

kEV
Lk

VV .                               (2)

Обозначим 005,0
4,0500

11

1
=

⋅
==

Lk
a , 

4,0
20000187,0 =⋅==

L
kEb

00935,0= . Из (2) получим дифференциальное уравнение

V" + 0,005V V' + 0,00935 = 0.                      (3)

Решение дифференциального уравнения (3) ищем в виде ряда:

...
!5!4!3!2!1

5
V

04
IV

030200
0 +++

′′′
+

′′
+

′
+= tVtVtVtVtVVV ; V0 = 1000; =

dt
dV

00187,000 −=−=′⇒−=−= kIVkI
dt
dQk , V" = –0,005V V' – 0,00935,

V"0 = 0,005 ⋅ 1000 ⋅ 0,000187 – 0,00935 = 0; V"' = –0,005V' 2 – 0,005V V",
V"'0 = –0,005 ⋅ 0,001872 = 2,91 ⋅ 6 ⋅ 10–9; V (IV) = –0,005(3V'V" + VV"');
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V0
(IV) = 0,005 ⋅ 1000 ⋅ 2,91 ⋅ 6 ⋅ 10–9 = 14,55 ⋅ 6 ⋅ 10–9 и т. д.;

( )...17,204,364,364,391,21000187,01000 765639 −+−+−−−= − ttttttV .

Ряд знакочередующийся, коэффициенты, начиная с шестого, убыва-
ют, стремясь к нулю, что удобно для вычисления.

326 (4226). Электрическая цепь состоит из последовательно соединен-
ных индуктивности L = 0,4 Гн и электрической ванны, первоначальное
сопротивление которой 2 Ом. В ванне в литре воды растворено 10 г
хлористого водорода. Кислота разлагается током, при этом меняется
концентрация раствора (ср. с предыдущей задачей, где количество ра-
створенного вещества не менялось, а менялся объем растворителя).
Напряжение на клеммах цепи 20 В, электрохимический эквивалент k
хлористого водорода равен 0,000381 г/Кл, начальный ток 10 А. Найти
зависимость (в форме степенного ряда) между количеством соляной
кислоты в растворе и временем.

Решение
Дифференциальное уравнение задачи имеет вид

E
kQM

k
dt
dQ

dt
QdL =

−
+

0

1
2

2
.

Взяв в качестве искомой функции количество  у  хлористого водоро-
да, не разложившегося к моменту t, приведем уравнение к виду

0=+′+′′ byyayy , где 501 ==
L
ka , 0191,0==

L
kEb . Интегрируя это урав-

нение при начальных условиях у0 = М0 = 10; 00381,000 −=−=′ kIy , полу-

чим ряд ...)52,121,1(1000381,010 310 +−+−= − ttty .
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§ 4. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ

327 (4227). Функции х3 и х4 удовлетворяют некоторому однородному
линейному дифференциальному уравнению второго порядка. Убедиться,
что они образуют фундаментальную систему, и составить уравнение.

Решение

.4,3
,,
3

2
2

1

4
2

3
1

xyxy
xyxy

=′=′
==

Вронскиан 0
43

6
32

43

21

21 ≠==′′= x
xx

xx
yy
yyW , кроме х = 0. Функции

образуют фундаментальную систему. Тогда xy 61 =′′ , 2
2 12xy =′′ . Общий

вид дифференциального уравнения второго порядка

а0 у" + а1 у' + а2 у = 0.                             (1)

Подставим в (1) значения у, у' и у":

x
aaaxaxx

axaxax
axaxxa 0

11
3

0
2

2
4

1
3

0
2

2
3

1
2

0 606
0412
,036 −

=⇒=+⇒×






=++
=++ ;

0222
3

00
120186 a
x

aaxaxxa =⇒=+− . Итак, 126
02

0
0 =+′−′′ ya

x
y

x
aya

01260 2 =+′−′′⇒= yyxyx .

328 (4228). То же для функции ех и х2ех.

Решение
xey =1 , xexy 2

2 = ; const2

1

2 ≠= x
y
y . Значит, решения yl и у2 – линейно

независимые и составляют фундаментальную систему решений:

xey =′1 , xey =′′1 ;                                    (2)

у'2 = 2хех + х2ех,  у"2 = 2ех + 4хех + х2ех.                   (3)
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Подставляем (2) и (3) в дифференциальное уравнение (1) (см. зада-
чу 327 (4227)):

⇒






=+++++
=++

0)2()42(
,0

2
2

2
1

2
0

210
xxx

xxx

exaexxaexxa
eaeaea





=+++++
=++

;0)2()42(
,0

2
21

2
0

2
210

xaaxxaxx
aaa

102
21

2
0

2

2
2

2
1

2
0 02)21(2

0)2()42(
,0

xaax
xaaxxaxx

xaxaxa
⇒=++⇒







=+++++
=++

01
21 a

x
xa +−=⇒ ; 021

200 =++− aa
x

xa ; 20
1 a

x
xa −=+− ; 02

1 a
x

xa += ;

0)1()12(021
200 =++′+−′′⇒=+′+−′′ yxyxyxyaya

x
xya .

329 (4229). Функции х, х3, ех образуют фундаментальную систему реше-
ний линейного однородного уравнения третьего порядка. Составить это
уравнение.

Решение

.,6,0
;,6,0
;,3,1
;,,

321

321

3
2

21

3
3

21

x

x

x

x

eyyy
eyxyy
eyxyy
eyxyxy

=′′′=′′′=′′′
=′′=′′=′′
=′=′=′
===

                           (1)

Общий вид дифференциального уравнения третьего порядка

a0 y"' + а1 у" + а2 у' + а3 у = 0.                       (2)

Подставляем (1) в (2):

⇒













=−−+

=++

−=

⇒







=+++
=+++

=+

01
,0266

,

0)(
,0366

,0

210

2
2

10

2
3

3210

3
3

2
2

10

32

a
x

xaa

axxaa
x

aa

eaaaa
axaxxaa

xaa

x
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022 33
)1(3 a

xx
xa

+−
−= ; 102

2

10 0
)33(

)1(3 aa
xxx

xaa =⇒=
+−

−++

02

3

)33(
33 a

xxx
xx
+−
+−−= ; 023 )33(

)1(3 a
xxx

xa
+−

−−= ; +′′
+−
+−−′′′

)33(
33

02

3

0 ya
xxx

xxya

⇒=
+−

−−′
+−

−+ 0
)33(

)1(3
33

)1(3
0202 ya

xxx
xya

xx
x

0)1(3)1(3)33()33( 323 =−+′−−′′+−−′′′+− yxyxxyxxyxxx .

330 (4230). Функции х2 и х3 образуют фундаментальную систему решений
линейного однородного уравнения второго порядка. Найти решение этого

уравнения, удовлетворяющее начальным условиям 11 ==xy , 01 =′
=xy .

Решение

2
1 xy = , 3

2 xy = ; 




−=
=⇒





+=
+=⇒

+=′
+=

;2
,3

320
,1

32
,

2

1

21

21
2

11

3
2

2
1

c
c

cc
cc

xcxcy
xcxcy

32 23 xxy −= .

331 (4231). Функции cos2 x и sin2 x удовлетворяют некоторому линейно-
му однородному уравнению второго порядка: а) проверить, что они со-
ставляют фундаментальную систему решений; б) составить уравнение;
в) показать, что другой фундаментальной системой этого уравнения яв-
ляются функции 1 и cos 2х.

Решение

.2sin,2sin
;sin,cos

21

2
2

2
1

xyxy
xyxy

=′−=′
==

Вронскиан 02sin
2sin2sin

sincos 22
≠=

−
= x

xx
xxW , кроме х = 0. Фундамен-
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тальную систему решений составляют у1 и у2. Тогда xy 2cos21 −=′′ ,

xy 2cos22 =′′ , 0210 =+′+′′ yayaya ;

0
0sin2sin2cos2

,0cos2sin2cos2
22

210

2
210 =⇒







=++
=+−−

a
xaxaxa

xaxaxa
, 

x
xaa

2sin
2cos2 01 −= ;

⇒=′−′′ 0
2sin
2cos2 00 x

xayay

02cos22sin =′−′′ xyxy .                               (*)

Функции 11 =y , xy 2cos2 =  удовлетворяют (*);

01 =′y , xy 2sin22 −=′ ; 01 =′′y , xy 2cos42 −=′′ ; 
2sin20

2cos1 =−= x
xW

02sin2 ≠−= x , кроме х = 0.

332 (4232). Если у1 есть частное решение уравнения у" + у'Р(х) + y Q(х) = 0,

то ∫ ∫−= 2
1

)(
12 y

dxeCyy dxxP  (С – постоянная) тоже является решением.

Показать это тремя способами: 1) непосредственной проверкой; 2) за-
меной у = y1z; 3) из формулы Остроградского.

Решение
y1 – частное решение дифференциального уравнения

у" + у'Р(х) + yQ(x) = 0;                             (*)

∫ ∫−= 2
1

)(
12 y

dxeCyy dxxP  (С = const)  – также решение.  Покажем это тре-

мя способами:
1) непосредственной проверкой:

0)()( 111 =+′+′′ xQyxPyy ;                            (1)
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∫ ∫−∫− +′=′ dxxPdxxP e
y
C

y
dxeyCy )(

1
2
1

)(
12 ; 2

1

)(
12 y

dxeyCy dxxP∫− +′′=′′ ∫
)()(

1

)(
2
1

1)(
2
1

1 xPe
y
Ce

y
yC

e
y
yC dxxPdxxPdxxP ∫−∫−∫− −

′
−

′
+ .

Подставим 2y ′′ , 2y′  и у2 в (*):

−′′ ∫−∫−∫ )()(

1
2
1

)(
1 xPe

y
C

y
dxeyC dxxPdxxP

 ∫ +′+ ∫− )(2
1

)(
1 xP

y
dxeyC dxxP

∫ =++ ∫−∫− )()( 2
1

)(
1

)(

1

xQ
y
dxeCyxPe

y
C dxxPdxxP

0))()(( 1112
1

)( =+′+′′= ∫ ∫− xQyxPyy
y
dxeC dxxP ;

2) заменой zyy 1= , zyzyy ′+′=′ 11 , zyzyyy ′′+′′+′′=′′ 111 2 .
Подставим у, у' и у" в (*):

[ ] [ ] 0)()()(2 111111 =+′+′′+′+′+′′ zxQyxPyyzxPyyzy ; [2 11 +′+′′ yzy

] 0)(1 =′+ zxPy , uz =′ , uz ′=′′ ; [ ] 0)(2 111 =+′+′ uxPyyuy , vwu = ,

wvwvu ′+′=′ ; [ ] 0)(2 111 =+′+′+′ wxPywywyvwvy ;

dx
y

xPyy
w
dw

1

11 )(2 +′−= ; 2
1

)(

1ln2)(ln
y

ewydxxPw
dxxP∫−

=⇒−−= ∫ ;

Cvw
dx
dvy =⇒= 0 ; 2

1

)(
2
1

)(

y
dxeCzz

y
ecu dxxP

dxxP

∫ ∫−
∫−

=⇒′== ;

3) из формулы Остроградского.
Из дифференциального уравнения 0)()( 111 =+′+′′ xQyxPyy  най-

дем Р(х):
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=

′′

′′′′
=

′−′
′′−′′−=⇒×

×




=+′+′′
=+′+′′

)(
0)()(
,0)()(

21

21

21

21

2121

2121

1

2

222

111

yy
yy
yy
yy

yyyy
yyyyxPy

y
yxQyxPy

yxQyxPy

⇒
′

−=
)(
)(

xw
xw )()()( xwxPxw ′=− ; dxxP

w
dw )(−= ;

∫−= dxxPCew )( .                                        (**)

Равенство (**) называется формулой Остроградского–Лиувилля.
Перепишем эту формулу так: ∫−=′−′ dxxPCeyyyy )(

2121 , и разделим ее обе

части на 2
1y :

2
1

)(

2
1

2121

y
eC

y
yyyy dxxP∫−

=
′−′  или 

∫−
⇒=





2
1

)(

1

2

y
eC

y
y

dx
d dxxP

∫ ∫−= 2
1

)(
12 y

dxeCyy dxxP , ч. т. д.

333 (4233). Пользуясь формулой задачи 332 (4232), найти общее реше-
ние уравнения 022)1( 2 =+′−′′− yyxyx , зная его частное решение yl = x.

Решение

022)1( 2 =+′−′′− yyxyx ,  yl = x, 21
2)(

x
xxp

−
−= ; == ∫

∫ −
−−

2
1
2

22
2

x
dxexcy x

dxx

=== ∫∫ −−∫ −
−−

2
1ln

22
1

)1(

2

22

2

x
dxexc

x
dxexc xx

xd

=
−∫ xx

dxxc
)1( 222







−

−
+=





 +
−

= ∫ xx
xxcdx

xx
xc 1

1
1ln1

1
1

2222 .

Общее решение: 2212211 1
1ln c

x
xxcxcycycy −

−
++=+= .
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334 (4234). Решить уравнение 02 =−′+′′ yyxy , зная его частное реше-

ние 
x

xy sin
1 = .

Решение

xx
dxe

x
xc

y
dxeycy x

dx
dxxp

/sin
sin

22

2
22

1

)(
122 =−=−= ∫∫ ∫−

∫−

x
xc

x
dx

x
xc cos

sin
sin

222 =−= ∫ .

Общее решение дифференциального уравнения:

x
xc

x
xcy cossin

21 += .

335 (4235). Уравнение ( ) ( ) 0)1(222 22 =−+′−+′′− yxyxyxx  имеет реше-
ние у = ех. Найти решение уравнения, удовлетворяющее начальным ус-

ловиям 01 ==xy , 11 =′
=xy .

Решение

=−== −∫ −
−−

∫∫ xx
x

dx
xx

x
x dxxxeec

e
dxeecy )2( 2

22
2

2

22
2

2













−==
−==−

=
−− xx evdvdxe

xduuxx
,

,22,2 2
=



 −+−−= −− ∫2

2 )22()2( dxxexxeec xxx

,
,2,22

evdvdxe
dudxux
xx 








−==
=−=−

= −− ( )
 −−= − 2

2 2 xxeec xx 2)22( dxexe xx =
−−− −− ∫
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[ ] 2
2

2
2 xcxeec xx == − ,  2

21 xcecy x += , 21 2xcecy x +=′ ;  
21

21
12
,0
⇒





=+
=+

cec
cec

1
1

−−= ec , 12 =c .

Частное решение: 12 −−= xexy .

336 (4236). Найти необходимое и достаточное условие для того, чтобы
уравнение 0)()( =−′+′′ xyQxpyy  имело два линейно независимых ре-
шения: у1 и у2, – удовлетворяющих условию у1 у2 = 1.

Решение
Необходимость. Из задачи 332 (4232) вытекает, что

∫ ∫−= 2
1

)(
12 y

dxecyy dxxp .                             (1)

Подставив в (1) 
2

1
1
y

y = , получим ∫ ∫−= dxyecy dxxp 2
2

)(2
2 .  Продиф-

ференцируем  это  равенство  по  х: 2
2
2

)(
222 yyceyy dxxp∫− =′⇒=′

2
)(

2
yec dxxp∫−= . Теперь продифференцируем  последнее  равенство по  х:

))((
2

))((
2 22

)()(
22

)(
2 xpyyeceyyxpecy dxxpdxxpdxxp

−′=



 ′+−=′′ ∫∫∫ −−− .

Подставим 2y ′  и 2y ′′  в исходное дифференциальное уравнение:

⇒=−+−′ ∫∫ −− 0)()(
2

))((
2 22

)(
22

)( xQyxpyecxpyyec dxxpdxxp

0)(
2 22

)( =−′∫− xQyyec dxxp
, а затем 2y′  в полученное:
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⇒=⇒=− ∫∫∫ −−− )(
4

0)(
22

)(22

22
)()( xQecxQyyecec dxxpdxxpdxxp

∫ =− )(ln)(2
4

ln
2

xQdxxpc , и продифференцируем его по х:

⇒
′

=−⇒
)(
)()(2

xQ
xQxp

0)()(2 =′+ xQQxp .                                (2)

Достаточность. Доказывается с использованием равенства (2) и
проведением всех преобразований в обратном порядке.

337 (4237). Найти общее решение уравнения 09)1( 2 =+′−′′− yyxyx , если
его частное решение есть многочлен третьей степени.

Решение
Частное решение по условию  у1 = Ах3 + Вх2 + Сх + D; ′1y  = 3Ах2 +

+ 2Вх + С; 1y ′′  = 6Ах + 2В. Подставив yl, 1y′  и 1y ′′  в исходное уравнение,
получим B = D = 0;  А / С = –4 / 3 или А = 4k;  С = –3k.

Положив k = 1, получим yl = 4х3 – 3х. Второе частное решение нахо-

дим по формуле ∫ ∫−= 2
1

)(
12 y

dxecyy dxxp , где 21
)(

x
xxp
−

−= . Получаем

)14(1 22
2 −−= xxcy .

Общее решение: )14(1)34( 22
2

3
1 −−+−= xxcxxcy .

В задачах 338 (4238)–340 (4240) легко подобрать одно частное реше-
ние (не считая тривиального у = 0) для данного уравнения. Найти
общее решение этих уравнений.

338 (4238). 02tg =+′⋅−′′ yyxy .
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Решение
Одно частное решение: yl = sin х, 1y′  = cos х, 1y ′′  = –sin х; тогда

– sin x – sin x + 2sin x = 0.
Второе частное решение ищем по формуле (см. задачу 332 (4232))

∫ ∫−= 2
1

)(
12 y

dxecyy dxxp ; p(x) = –tg x; == ∫ −−∫
x

dxexy dxx
2

tg
2 sin

sin

=== ∫∫
−

−

x
dxxx

x
dxex x

2

1

2
cosln

sin
)(cossin

sin
sin =

⋅
⋅∫ xx
dxx 2 cossin

1sin

=



 +=

⋅
+= ∫∫∫ x

dxx
x

dxxdx
xx
xxx 22

22

sin
cos

cos
sin

cossin
cossinsin










−





 +π





 +π

=



















+





 +π

= ∫∫∫ xx
dxx

x
xd

x

dxx

24
cos

24
sin2

sin
sin

)(sin

2
sin

sin 2










−
xsin

1








−





 +π=

x
xx

sin
1

24
tglnsin .

Общее решение:

2211 ycycy +=  или 







−





 +π⋅+= 1

24
tglnsinsin 21

xxcxcy .

339 (4239). 0=+′−′′
x
yyy .

Решение
Одно частое решение: yl = х, где p(x) = –1.

Второе: ∫∫ == ∫−− dx
x
ex

x
dxexy

xdx
222 ; ∫+= dx

x
excxcy

x

221 .



211

Линейные уравнения

340 (4240). 0
1

2
1

2
22 =
+

+′
+

−′′
x

yy
x

xy .

Решение

Одно частое решение:  yl = х, где 
1

2)( 2 +
−=

x
xxp .

Второе: 1
2

2

2
)1(ln

2
1

2

2
22

=+=== ∫∫∫ ++∫
dx

x
xx

x
dxex

x
dxexy xx

x

11 2 −=




 +−= xx

x
x .

Зная частные решения  у1 = х  и  у2 = х2 – 1, находим общее решение:

)1( 2
21 −+= xcxcy .

341 (4241). Найти общее решение уравнения 0663 23 =−′+′′−′′′ yyxyxyx ,
зная частные решения у1 = х и у2 = х2.

Решение
Подбором находим, что у3 = х3. Для проверки линейной независимо-

сти составляем вронскиан:

( ) ( )261612
620

321 33222

32

321

321

321
=−⋅−−==

′′′′′′
′′′= xxxxx

x
xx
xxx

yyy
yyy
yyy

W

010 3 ≠= x ; 3
3

2
21 xcxcxcy ++= .

В задачах 342 (4242)–344 (4244) найти общее решение неоднородных
уравнений.

342 (4242). 32 4xyyxyx =+′−′′ .
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Решение
Одно частное решение соответствующего однородного уравнения

у1 = х. Введем замену: ∫= dxzyy 1 , с помощью которой понижаем поря-

док уравнения:

∫= dxzxy , xzdxzy +=′ ∫ , zxzy ′+=′′ 2 .

Подставим эти значения у, y', у" в исходное уравнение:
3232 42 xdxzxzxdxzxzxzx =+−−′+ ∫∫ ; 4 332 =+′⇒=′+ zzxxzxzx

414 =+′⇒= z
x

zx ; UVz = ; VUVUz ′+′=′ ; 41 =⋅+′+′ UV
x

VUVU ;

41 =




 ⋅+′+′ V

x
VUVU ; V

xdx
dV ⋅−= 1 , 

x
dx

V
dV −= ; xV lnln ⇒−=

x
V 1= ; 41 =⋅

xdx
dU , dxxdU 4= ; 1

22 cxU += , xcxz /2 1+= ;

( ) ( )∫ ++=++=




 += xccxxcxcxxdx

x
cxxy lnln2 12

3
21

21 .

343 (4243). 1
1

1
1

−=⋅
−

+′⋅
−

−′′ xy
x

y
x

xy .

Решение
Одно частное решение соответствующего однородного дифферен-

циального уравнения у1 = х. Другое частное решение однородного уравне-
ния у2 = ех, причем yl и у2 – линейно независимые решения. Поэтому об-
щее решение соответствующего однородного уравнения у* = с1х + с2е

х.
Непосредственной проверкой убеждаемся, что у = – (х2 + 1) есть

частное решение неоднородного уравнения.
Общее решение 12

21 −−+= xecxcy x . Его можно найти также по
методу Лагранжа из системы уравнений:
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⇒






−=′+′
=′+′

1
,0

21

21

xecc
ecxc
x

x
)1( −=∆ xex , x

c ex )1(
1

−−=∆ ′ , )1(
2

−=∆ ′ xxc ;

11 −=′c , 31 )( cxxc +−= , xxec −=′2 , 42 )1( cxec x ++−= − ; +−= ( xy

−−−+=+−++ − 1))1(() 2
4343 xxecxcexecxc xxx 1)1( 2

43 −−+−= − xecxc x .

Обозначая с3 – 1 = с1,  с4 = с2, получим 12
21 −−+= xecxcy x .

344 (4244). ( ) 66)1(623 2 =+′+−′′+ yyxyxx .

Решение
Два частных решения неоднородного дифференциального уравне-

ния: у1 = –х; у2 = 1. Соответствующее однородное уравнение имеет ре-
шение у3 = у2 – у1 или у3 = x + 1 [13]. Общее решение ищем в виде y =
= y1 + y3 z или у = –х + (х +1) z, откуда y' = 1 + (x +1) z' + z, у" = (x + 1) z" + 2z'.

Подставляя полученные выражения в исходное уравнение, получим:

( ) ( )[ ] ⇒=′+−+−′′++ 0232)1(6)1(23 222 zxxxzxxx −
+
+⋅=

′
′′

23
)1(6
2xx

x
z
z

⇒
++

−−+++=′′⇒
+

−
)1)(23(

466666)(ln
1

2 22

xxx
xxxxxz

x )1)(23(
662)(ln

2

xxx
xxz
++
++=′′ ;

x
C

x
B

x
A

xxx
xx

+
+

+
+=

++
++

123)1)(23(
662 2

; 2 323662 AxAxAxx +++=++

222 232 CxCxBxBxAx +++++ ; 
43

,22
,2

63
,635
,222

0

1

2

⇒






−=+
−=+

=
⇒

=
=++
=++

CB
CB

A

A
CBA
CBA

x
x
x

2,2 =−= BC ; 1ln1ln23ln
2
1ln2ln cxxxz ′





 +−++= ;








+
+−′=

+
+′=












+
+′=′ 212

2

1

2

1 )1(
112

)1(
)23(

)1(
23

x
xc

x
xxc

x
xxcz ;
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( )( ) )1(11
)1(

1
2

2
12

2
1 +′−−−′+−=⇒′+





+

−−′= xcxxcxyc
x

xxcz  или

xxcxcy −++= )1(2
3

1 .

345 (4245). Уравнение (l + х2) у" + 2ху' – 2у = 4х2 + 2 допускает частное
решение у = х2. Найти решение этого уравнения, удовлетворяющее ус-
ловиям 01 =−=xy , 01 =′

−=xy .

Решение
Одно частное решение соответствует однородному уравнению у1 = х,

другое ищем по формуле ∫ ∫−= 2
1

)(
12 y

dxeyy dxxp

или

+
== ∫∫ ∫ +

−

222
1

2

2 )1(
2

xx
dxx

x
dxexy

dx
x
x

 x
xdx

xx
x 1

1
11

22 

 −−=







+
−= ∫

xxx arctg1arctg −−=

− .

Общее решение уравнения:

x
x

xxccyxxxcxcy 2
1

arctg)arctg1( 221
2

21 +






+
++=′⇒+++= ;

;
4

3,2

;1
4

1

02
2
1

4

,01
4

1

12

21

21

21

π+==

+




 π+=

⇒










=−




 −π−+

=+




 π++−

cc

cc

cc

cc

2arctg2
4

23 xxxxy +




 +π++= .
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346 (4246). Найти  шесть  первых  членов  разложения  в  степенной  ряд
решения дифференциального уравнения у" – (1 + х2) у = 0, удовлетворя-

ющего начальным условиям 20 −==xy , 20 =′
=xy .

Решение

...
!5

)0(
!4

)0(
!3

)0(
!2

)0()0()0( 5
(V)

4
(IV)

32 +++
′′′

+
′′

+′+= xyxyxyxyxyyy ;

2)0( −=′′y ; yxxyy ′++=′′′ )1(2 2 , 2)0( =′′′y ; ( ) yxyyxy +′++′= 222IV

yxyyxyx ′′+++′=′′++ )1(24)1( 22 , ( ) 6)24(IV −=+−=y ; ( ) yy +′= 6V

yxyx ′′′++′′+ )1(6 2 , ( ) 14)0(V =y ; ...
60
7

43
22 5

43
2 ++−+−+−= xxxxxy .

347 (4247). Найти девять первых членов разложения в степенной ряд
решения дифференциального уравнения у" = х2у – у', удовлетворяющего

начальным условиям 10 ==xy , 00 =′
=xy .

Решение

0)0( =′′y ; yyxxyy ′′−′+=′′′ 22 , 0)0( =′′′y ; ( ) yyxyyxy ′′′−′′++′= 2IV 24 ,
( ) 2)0(IV =y ; ( ) ( )IV2V 66 yyxyxyy −′′′+′′+′= , ( ) 2)0(V −=y ; ( )VI 12yy +′′=

( ) ( )VIV28 yyxyx −+′′′+ , ( ) 2)0(VI =y ; ( ) ( ) ( )V2IVVII 1020 yxxyyy −+−′′′=

( )VIy− , ( ) 2)0(VII −=y ; ( ) ( ) ( ) ( ) ( )VIIVI2VIVVIII 1230 yyxxyyy −+−= ,

( ) 62)0(VII =y ; ...
!8

62
!7

2
!6

2
!5

2
!4

21
87654
++++++= xxxxxy .

348 (4248). Записать в виде степенного ряда частное решение уравне-
ния у" – ху' + у – 1; 00 ==xy , 00 =′

=xy .
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Решение

1)0( =′′y ; yxy ′′=′′′ , 0)0( =′′′y ; ( ) yxyy ′′′+′′=IV , ( ) 1)0(IV =y ;

( ) ( )IVV 2 xyyy +′′′= , ( ) 0)0(V =y ; ( ) ( ) ( )VIVVI 3 xyyy += , ( ) 3)0(VI =y ;

( ) ( ) ( )VIVVII 4 xyyy += , ( ) 0)0(VII =y ;

...,2,1,...
)!22(

)12(...
!8

5
!6

3
!4!2

228642
=












+

+
−+++++=

+
n

n
xnxxxxy

n
.

349 (4249). Записать в виде степенного ряда общее решение уравнения
у" = у ⋅ ех. (Ограничиться шестью первыми членами.)

Решение
...5

5
4

4
3

3
2

210 ++++++= xcxcxcxcxccy ; 32 2
321 +++=′ xcxccy

...54 4
5

3
4 +++ xcxc ; 4534232 3

5
2

432 +⋅+⋅+⋅+=′′ xcxcxccy

...56 4
6 +⋅+ xc ; ...

!5!4!3!2
1

5432
++++++= xxxxxex ; +⋅+ 32 232 xcc

⋅+⋅+⋅+⋅+ 5
7

4
6

3
5

2
4 67564534 xcxcxcxc  ++++= 3

3
2

210 xcxcxcc

+++++++ 5
4

4
3

3
2

2
10

5
5

4
4 xcxcxcxcxcxcxc

!2!2!2
423120 xcxcxc ++++

!5!5!4!3!3!3!2

5

0

5

1

4

0

5

2

4

1

3

0
53 xcxcxcxcxcxcxc +++++++ .

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях слева и справа:

2
2 0

202
cccc =⇒= ; 

66
23 01

3013
cccccc +=⇒+=⋅ ; 34 124 ccc ++=⋅

1212!2
10

4
0 cccc +=⇒+ ; 

3024!3!2
45 10

5
01

235
cccccccc +=⇒+++=⋅ .

Тогда 









+++++










+++++= ...

30126
...

241262
1

543

1

5432

0
xxxxcxxxxcy .
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350 (4250). Записать в виде степенного ряда общее решение уравнения
у" + ху' – х2у = 0. (Ограничиться шестью первыми членами.)

Решение

...5
5

4
4

3
3

2
210 ++++++= xcxcxcxcxccy ; 32 2

321 +++=′ xcxccy

...54 4
5

3
4 +++ xcxc ; ...4534232 3

5
2

432 +⋅+⋅+⋅+=′′ xcxcxccy ;

⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+ 5
7

4
6

3
5

2
432 67564534232 xcxcxcxcxcc ++ 1xc

⇒=−−−−++++ 05432 5
3

4
2

3
1

2
0

5
5

4
4

3
3

2
2 xcxcxcxcxcxcxcxc  2 2 =c

00 2 =⇒= c ; 
6

023 1
313

cccc −=⇒=+⋅ ; 
12

0234 0
4024

ccccc =⇒=−+⋅ ;

1
1

1315135 40
3

220
1)3(

20
10345 ccccccccc =





 +=−=⇒=−+⋅ ; 46 6c +⋅

27012156
4

56
404 00

4624
cccccc −=

⋅⋅
−=

⋅
−=⇒=−+ ; 0567 357 =−+⋅ ccc ;











++−+










++= ...

40
3

6
...

12
1

53

1

4

0
xxxcxcy .

Уравнения с постоянными коэффициентами

В задачах 351 (4251)–361 (4261) найти общие решения уравнений.

351 (4251). 02 =−′+′′ yyy .

Решение

Характеристическое уравнение: 022 =−+ rr ; 11 =r , 22 −=r ;
xx ececy 2

21
−+= .
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352 (4252). 09 =−′′ yy .

Решение

092 =−r ; 31 =r , 32 −=r ; xx ececy 3
2

3
1

−+= .

353 (4253). 04 =′−′′ yy .

Решение

042 =− rr ; 41 =r , 02 =r ; 2
4

1 cecy x += .

354 (4254). 02 =−′−′′ yyy .

Решение

0122 =−− rr ; 211112,1 ±=+±=r ; ( ) ( )xx ececy 21
2

21
1

−+ += .

355 (4255). 0823 =−′−′′ yyy .

Решение

0823 2 =−− rr ; 
3

2411
2,1

+±=r ; 21 =r , 
3
4

2 −=r ; 3/4
2

2
1

xx ececy −+= .

356 (4256). 0=+′′ yy .

Решение

012 =+r ; ir ±=2,1 ; xcxcy sincos 21 += .

357 (4257). 0136 =+′+′′ yyy .

Решение

01362 =++ rr ; ir 2313932,1 ±−=−±−= ; ( xcey x 2cos1
3 += −

)xc 2sin2+ .
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358 (4258). 0584 =+′−′′ yyy .

Решение

0584 2 =+− rr ; iir
2
11

4
24

4
20164

2,1 ±=±=−±= ; 

 += xcey x

2
1cos1



+ xc

2
1sin2 .

359 (4259). 02 =+′−′′ yyy .

Решение

0122 =+− rr ; 12,1 =r ; ( )xccexececy xxx
2121 +=+= .

360 (4260). 025204 2

2
=+− x

dt
dx

dt
xd .

Решение

025204 2 =+− rr ; 
2
5

4
10010010

2,1 =−+=r ; ( ) tetccx 5,2
21 += .

361 (4261). 015cos15sin22 22 =°⋅°+′+′′ yyy  




 =+′+′′ 0

2
12 yyyили .

Решение

0
2
12 2 =++ rr ; 

4
1

2,1 −=r ; ( ) xexccy 25,0
11

−+= .

В задачах 362 (4262)–364 (4264) найти решения уравнений, удов-
летворяющие указанным начальным условиям.

362 (4262). 034 =+′−′′ yyy ; 60 ==xy , 100 =′
=xy .



220

Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Решение

0342 =+− rr ; 31 =r , 12 =r ; 
xx

xx

ececy
ececy

2
3

1

2
3

1

3
,

+=′
+= ⇒





=+
=+⇒ 103

,6
21

21
cc

cc

21 =c , 42 =c .

Частное решение: xx eey 42 3 += .

363 (4263). 0294 =+′+′′ yyy ; 00 ==xy , 150 =′
=xy .

Решение

02942 =++ rr ; ir 5229422,1 ±−=−±−= ; ( xcey x 5cos1
2 += −

)xc 5sin2+ ; ( ) ( xcexcxcey xx 5cos55sin5cos2 1
2

21
2 +−++−=′ −−

)xc 5sin2+ ; 3155
,0

2
21

1 =⇒




=+
= сcc

c
.

Частное решение: xey x 5sin3 2−= .

364 (4264). 044 =+′+′′ yyy ; 20 ==xy , 00 =′
=xy .

Решение

0144 2 =++ rr ; 
2
1

2,1 −=r ; 2/
21 )( xexccy −+= ; 2/

12
1 xecy − −−=′

2/
2

2/
22

1 xx ecec −− +− ; 2
0

2
1

,2
1

21

1
=⇒







=+−

=
с

cc

c
, 12 =c .

Частное решение: )2(2/ xey x += .

365 (4265). Дано частное решение некоторого линейного однородного
уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами у1 = еmx.
Дискриминант соответствующего характеристического уравнения ра-
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вен нулю. Найти частное решение этого дифференциального уравнения,
обращающееся вместе со своей производной в 1 при х = 0.

Решение

Общее решение: )( 21 xccey mx += ; 10 ==xy , 10 =′
=xy ;

mxmx ecxccmey 221 )( ++=′ ; mccmc
c −=⇒




=+
= 11

,1
2

21

1 .

Частное решение: mxexmy ])1(1[ −+= .

366 (4266). Найти интегральную кривую уравнения 09 =+′′ yy , прохо-

дящую через точку )1;( −πM  и касающуюся в этой точке прямой
π−=+ xy 1 .

Решение

Начальные условия: 1−=π=xy , 1=′
π=xy .

092 =+r ; ir 32,1 ±= ; 
)3cos3sin(3

,3sin3cos
21

21
xcxcy

xcxcy
+−=′

+= 113
,1

1
2

1 =⇒




=−
−=−⇒ cc

c ,

3
1

2 −=c .

Частное решение: xxy 3sin
3
13cos −= .

367 (4267). Найти интегральную кривую уравнения 0=+′′ kyy , проходя-
щую через точку М (х0; у0) и касающуюся в этой точке прямой у – у0 =
= а (х – х0).

Решение
Начальные условия: 0

0
yy xx == , ay xx =′

= 0
.

02 =+ kr ; kr −±=2,1 ;
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1) ikrk ±=⇒> 2,10 ;

( )⇒+−=′
+=

cossin

,sincos

21

21

xkcxkcky
xkcxkcy

( ) 



==+−

=+

;cossin

,sincos

00201

00201

ayxkcxkck

yxkcxkc
cos

sincos

0

00
==∆

xk
k

a
xkxk

1sincos 0
2

0
2 =+= xkxk ; 00

0

00
1 cos

cos

sin
xky

xk
k

a
xky

c +==∆

10sin cxk
k

a =+ ; 0
0

00
2 cos

sin

cos
xk

k
a

k
axk

yxk
c +=

−
=∆

200 sin cxky =+ ; +⋅+⋅= xkxk
k

axkxkyy cossincoscos 00

⋅+ xkxk
k

a sincos 0 ( ×=⋅+ xkyxkxky cossinsin 0000

)⋅+× xkxkxk sinsincos 00 ( ×+⋅+ xkxkxk
k

a sinsincos 0

)⇒× xkcos [ ] [ ])(cos)(sin 000 xxkyxxk
k

ay −+−= .

2) 12,10 krk ±=⇒< ,  где kk −=1 ;

xkxk ececy 11
21

−+= ; 


 −=′ − xkxk ececky 11
211 ;

;
2
1

,
2
1

,

1
02

1
01

1
21

021

01

01

0101

0101











−=











+=

⇒










=−

=+
−

−

−

k
ayec

k
ayec

k
aecec

yecec

xk

xk

xkxk

xkxk
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=









−+










+= −− 0101101

1
0

1
0 2

1
2
1 xkxkxkxk e

k
ayee

k
ayey











−+










+= −−−

1
0

)(

1
0

)( 0101

2
1

2
1

k
aye

k
aye xxkxxk ;

( ) ( ) 



 −++= −−− )(

10
)(

10
1

0101

2
1 xxkxxk eakyeaky
k

y .

В задачах 368 (4268)–382 (4282) составить общие решения неодно-
родных уравнений, находя их частные решения либо подбором, либо
методом вариации произвольных постоянных.

368 (4268). xeyyy 22 =−′+′′ .

Решение

012 2 =−+ rr ; 
4

31
4

811
2,1

±−=+±−=r ; 11 −=r , 
2
1

2 =r .

Общее решение однородного уравнения: 2/
21* xx ececy += − .

Частное решение: xAey = , xAey =′ , xAey =′′ . Подставив yyy ′′′,,
в исходное дифференциальное уравнение, получим  А = 1.

Общее решение неоднородного уравнения: xecyyy +=+= −
1*

xx eec ++ 2/
2 .

369 (4269). xeyay =+′′ 2 .

Решение
02 22 =+ ar , aik ±= , xacxacy sincos* 21 += ; xAey = , xAey =′ ,

⇒=′′ xAey )1/(11 22 aAAaA +=⇒=+ ; ++= xacxacy sincos 21

xe
a21

1
+

+ .
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370 (4270). xyyy sin67 =+′−′′ .

Решение
0672 =+− rr ; 61 =r , 12 =r ; xx ececy 2

6
1* += ; xBxAy sincos += ,

xBxAy cossin +−=′ , xBxAy sincos −−=′′ .
Подставляя найденные значения yyy ′′′,,  в исходное выражение,

получим xxBxAxBxAxBxA sinsin6cos6cos7sin7sincos =++−+−− ;

74
7

075

,075
=⇒





=+

=−
A

AB
BA

, 
74
5=B ; 

74
sin5cos7

2
6

1
xxececy xx +++= .

371 (4271). xyyy 2cos
2

1752 −=+′+′′ .

Решение
0522 =++ kr ; ir 212,1 ±−= ; )2sin2cos(* 21 xcxcey x += − ;

xBxAy 2sin2cos += , xBxAy 2cos22sin2 +−=′ , xAy 2cos4 −−=′′

xB 2sin4− ; 
2
1

04

,
2

174 −=⇒






=+−

−=+ A
BA

BA , 2−=B ; xcey x 2cos( 1 += −

xxxc 2sin22cos
2
1)2sin2 −−+ .

372 (4272). 3296 2 +−=+′−′′ xxyyy .

Решение
0962 =+− rr ; 32,1 =r ; xexccy 3

21 )(* += ; CBxAxy ++= 2 ,

BAxy +=′ 2 , Ay 2=′′ ; 329996122 22 +−=+++−− xxCBxAxBAxA ;

9
2

3962
,1912

,29

0

1

2

=⇒






=+−
−=+−

=
A

CBA
BA

A

x
x
x

, 
27
5

9
241

9
1 =





 +−=B , 

9
43

9
1


 +−=C

27
11

27
30 =


+ ; 

27
11

27
5

9
2)( 23

21 ++++= xxexccy x .
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373 (4273). xyyy 222 =+′−′′ .

Решение

0222 =+− rr ; ir ±=12,1 ; )sincos(* 21 xcxcey x += ; BAxy += , Ay =′ ,

0=′′y ; 10
,12222 =⇒





=−
=⇒=++− BAB

AxBAxA ; cos( 1 += xcey x

1)sin2 +++ xxc .

374 (4274). 154 =−′+′′ yyy .

Решение

0542 =−+ rr ; 5422,1 +±−=r , 11 =r , 52 −=r ; xx ececy 5
21* −+= ;

Ay = , 0=′y , 0=′′y ; 15 =− A , 2,0−=A ; 2,05
21 −+= − xx ececy .

375 (4275). )(23 xfyyy =+′−′′ , если )(xf  равна:

Решение

1) ( ) xexf −=10 .

0232 =+− rr ; 21 =r , 12 =r ; xx ececy 2
2

1* += ; xAey −= , xAey −−=′ ,

xAey −=′′ ; 
3
5=A ; xxx eececy −++=

3
5

2
2

1 .

2) xexf 23)( = .

xAxey 2= , xx AxeAey 22 2+=′ , xx AxeAey 22 44 +=′′ ; 344 −−+ AAxA

326 =+− AxAx , 3=A ; xxx xeececy 2
2

2
1 3++= .

3) xxf sin2)( = .

xBxAy sincos += , xBxAy cossin +−=′ , xBxAy sincos −−=′′ ;
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⇒=++−+−− xxBxAxBxAxBxA sin2sin2cos2cos3sin3sincos

⇒=
=⇒





=+
=−

210
,3

03
,03

B
BA

BA
BA

5
3=A , 

5
1=B ; xxececy xx sin

5
1cos

5
3

2
2

1 +++= .

4) 302)( 3 −= xxf .

DCxBxAxy +++= 23 , CBxAxy ++=′ 23 2 , BAxy 26 +=′′ ;

303222236926 3232 −=++++−−−+ xDCxBxAxCBxAxBAx ;

1

30232
,266

,29
,1

=⇒










−=+−
+−

+−
=

A

DCB
CBA

BA
A

, 
2
9=B , 

2
21=C , 

4
15−=D ;

4
15

2
21

2
9 23

2
2

1 −++++= xxxececy xx .

5) 
2

cos2)( xexf x= .

xexBxAy 




 +=

2
sin

2
cos , x xAexBxAy 


 ++





 +−=′

2
cos

2
1

2
cos

2
sin

xexB 

+

2
sin , +





 ++





 +−=′′ xx exBxAexBxAy

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

+




 −−+ xexBxA

4
1

2
sin

2
cos 


 ++





 +− x xAexBxA

2
cos

2
cos

2
sin






 +−


+ xx exBxAexB

4
1

2
sin

2
cos

2
sin −





 +−− xexBxA

2
cos

2
sin

2
3






 ++





 +− xx exBxAexBxA

2
sin

2
cos2

2
sin

2
cos3  2

cos2 ⇒= xe x
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5
8

0
4
1

4
1

,2
2
1

4
1

−=⇒










=−

=−−
A

BA

BA
, 

5
16=B ; 

x xxey
2

sin2
2

cos
5

8 +




 +−=

xx ecec 2
2

1 ++ .

6) 1)( 2 +−= − xexxf .

CBeAxy x ++= −2 , xBeAy 22 −−=′ , xBey 24 −=′′ ; 34 2 +−− x ABe

1226 22 +−=+++ −− xx exCAxBe ; 
2
1

123
,12

,112
=⇒







=+−
=

−=
A

CA
A
B

, 
12
1−=B ,

4
5=C ; 

4
5

12
1

2
1 2

2
2

1 +−++= − xxx exececy .

7) )43()( xexf x −= .

)()( 2BxAxeBxAxey xx +=+= , )2()( 2 BxAeBxAxey xx +++=′ ,

BeBxAxeBxAey xxx 2)()2(2 2 ⋅++++=′′ ; ++++ 242 BxAxBxA

++−−−−+ 22 2263332 BxAxBxABxAxB 32
,4243 ⇒





=+−
−=−⇒−= BA

Bx

2=B , 1=A ; )2( 2 xxey x += .

8) xxxf 2sin53)( += .

DxCxBAxy +++= 2sin2cos , xCxBAy 2cos22sin2 +−=′ ,

xCxBy 2sin42cos4 −−=′′ ; −+−−− xBAxCxB 2sin632sin42cos4
++− xBAxxC 2cos222cos6 xxxCD 2sin532sin22 +=++ ;
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2
3

023
,32

,562
,062

=⇒










=+−
=

=+−
=−−

A

DA
A

BC
CB

, 
4
9=D , 

5
1=B , 

4
1520 −=⇒=− cC ;

)2sin2cos39(
4
1

2
3 xxxy −++= .

9) xx eexf 22)( −−= .
xx BeAxey 2−+= , xxx BeAeAxey 22 −−+=′ , xxx BeAxeAey 242 −++=′′ ;

xxxxxxxx BeAxeBeAeAxeBeAxeAe 222 2263342 −−− =+++−−++

xx ee 22 −−= ; 2112
,2 −=⇒




−=
=− AB

A , 
12
1−=B ; xx exey 2

12
12 −−−= .

10) xxxf 2sinsin)( =  




 −= )3cos(cos

2
1)( xxxfили .

xDxCxBxAy 3sin3cossincos +++= , xCxBxAy 3sin3cossin +−+=′
xD 3cos3+ , xDxCxBxAy 3sin93cos9sincos −−−−=′′ ; −− xAcos

+−+−−− xCxBxAxDxCxB 3sin9cos3sin33sin93cos9sin  xD 3cos9 +−

xxxDxCxBxA 3cos
2
1cos

2
13sin23cos2sin2cos2 −=++++ ;

20
1

097
,

2
197

,03
,

2
13

=⇒













=+−
−=−−

=+
=+−

A

CD
DC

AB
AB

, 
20
3−=B , DC

9
7= , 

2
19

9
49 −=−− DD ,

260
9=D , 

260
7=C ; xxxxy 3sin

260
93cos

260
7sin

20
3cos

20
1 ++−= .

11) xxf sh)( =  




 −= − )(

2
1)( xx eexfили .
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xx BeAxey −+= , xxx BeAxeAey −−+−=′ , xxx BeAxeAey −−+=′′ 2 ;

xxxxxxxxxx eeBeAxeBeAeAeBeAxeAe −−−− −=+++−−++
2
1223332 ;

2
1

2
16

,
2
1

−=⇒










−=

=−
A

B

A
, 

12
1−=B ; xx exey −−=

12
1

2
1

.

376 (4276). )(52 xfyy =′+′′ , если )(xf  равна:

Решение

1) 125)( 2 −−= xxxf .

052 2 =+ rr ; 01 =r , 
2
5

2 −=r ; 2/5
21* xeccy −+= ; BxAxxy ++= 2(

CxBxAxC ++=+ 23) , CBxAxy ++=′ 23 2 , BAxy 26 +=′′ ;

12551015412 22 −−=++++ xxCBxAxBAx ; 
3
1

145
,21012

,515
=⇒







−=+
−=+

=
A

BC
BA

A
,

5
3−=B , 

25
7=C ; xxxy

25
7

5
3

3
1 23 +−= .

2) xexf =)( .

xAey = , xAey =′ , xAey =′′ ; 
7
152 =⇒=+ AeAeAe xxx ; xey

7
1= .

3) xxf cos29)( = .
xBxAy sincos += , xBxAy cossin +−=′ , xBxAy sincos −−=′′ ;

xxBxAxBxA cos29cos5sin5)sincos(2 =+−−− ; AB
BA

052
,2952 ⇒



=−−
=+

AB
2
5−= , 29

2
252 =−− AA ; 2−=A , 5=B ; xxy cos2sin5 −= .
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4) xxf 2cos)( =  




 += )2cos1(

2
1)( xxfили .

xCxBAxy 2sin2cos ++= , xCxBAy 2cos22sin2 +−=′ ,

xCxBy 2sin42cos4 −−=′′ ; xBAxCxB 2sin105)2sin42cos4(2 +−+−−

xxC 2cos
2
1

2
12cos10 +=+ ; 

10
1

2
15

,0108
,

2
1108

=⇒










=

=−−
=+−

A

A

BC
CB

, BC
4
5−= ,

2
1

2
258 =−− BB , 

41
1−=B , 

164
5=C ; xxxy 2cos

41
12sin

164
5

10
1 −+= .

5) xexf x 5,2sin251,0)( 5,2 −= − .

xeyy x 5,2sin251,052 5,2 −=′−′′ − ; xCxBAxey 5,2sin5,2cos5,2 ++= − ,

xCxBxAeAey 5,2cos5,25,2sin5,25,2 5,25,2 +−−=′ −− , 5,25 − +−=′′ Aey
5,25,25,25 5,12105,2sin25,65,2cos25,625,6 −−− +−−−+ AxeAexCxBAxe ;

+−−+−− −− xBAxeAexCxB 5,2sin5,125,1255,2sin5,125,2cos5,12 5,25,2

xexC 5,2sin251,05,2cos5,12 5,2 −=+ − ; 
255,125,12
,05,125,12

,01,05
⇒







−=−−
=+−

=−

BC
CB

A

02,0−=A , 1==CB ; xexxy 5,202,05,2sin5,2cos −−+= .

6) xxxf sin29)( = .

xDCxxBAxy sin)(cos)( +++= , xBAxxAy sin)(cos ++−−=′

xDCxxC cos)(sin +++ , xCxBAxxAy cos2cos)(sin2 −++−−=′′

xDCx sin)( +− ; +−++−− CxxCxBAxx 2(cos4cos)22(sin4

−++ xAxD cos5sin)2 xDCxxCxBAx cos)55(sin5sin)55( =++++
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xxsin29= ; AC

CA
DACB

AC
CBDA

5
2

052
,05542

,2952
,05524

=⇒










=+−
=+++−

=−−
=+−−−

, 295
5
4 ⇒=−− AA

5−=A , 2−=C ; 
29
16

2825
,1052 −=⇒




=−
−=−− BBD

BD , 
29

185=D ;

xxxxy sin
29

1852cos
29
165 





 −−





 −−= .

7) xexxf x cos100)( −⋅= .

[ ]xDCxxBAxey x sin)(cos)( +++= − , [ xBAxey x cos)( ++−=′ −

] [ ]xDCxxCxBAxxAexDCx x cos)(sinsin)(cossin)( ++++−+++ − ,

[ ] [ ++−−+++−=″ − xBAxxAexDCxxBAxxey x sin)(cossin)(cos)(

]+++ xDCxxC cos)(sin [ ++−−−+ − cos)(sinsin xBAxxAxAe x

]−++++ )sin)((coscos xDCxxCxC [ ] −+++= − xDCxxBAxe x sin)(cos)(

[ ] +++++−− − xDCxxCxBAxxAe x cos)(sinsin)(cos2

[ xCxBAxxAe x cos2cos)(sin2 −++−−+ − ]xDCx sin)( + .
Подставляя  ′y  и y ′′  в  исходное  дифференциальное  уравнение,

получим 20−=A , 1−=B , 10=C , 18=D ;

]cos)120(sin)1810[( xxxxey x +−+= .

8) ( )




 +=⋅= − 2/52/5

2
3)(

2
5ch3)( xx eexfxxf или .

2/52/5 xx BxeAey −+= , 2/52/52/5

2
5

2
5 xxx BexBeAey −− +−=′ ,
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xBeBeAey xxx 2/52/52/5

4
25

2
10

4
25 −− +−=′′ ; +− −BeAe xx 2/52/5 10

2
25

−++ −− xBeAeBe xxx 2/52/52/5

2
25

2
25

2
25 ( )2/52/52/5

2
35 xxx eeBe −− +=+ ;

50
3

2
35

,
2
325

=⇒










=

=
A

B

A
, 

10
3=B ; 





 −= − 2/52/5

5
1

10
3 xx xeey .

377 (4277). )(44 xfyyy =+′−′′ , если )(xf  равна:

Решение

044 =+′−′′ yyy ; 0442 =−− rr , 22,1 =r ; )(* 21
2 xccey x += .

1) 1)( =xf .

Ay = , 0=′y , 0=′′y ; 
4
114 =⇒= AA ; 

4
1)( 21

2 ++= xccey x .

2) xexf −=)( .

xAey −= , xAey −−=′ , xAey −=′′ ; 19144 =⇒=++ AAAA ; xey −=
9
1 .

3) xexf 23)( = .
xeAxy 22= , xx eAxAxey 222 22 +=′ , xxx eAxAeAxey 2222 428 ++=′′ ;

2
393488428 222 =⇒=+−−++ AAxAxAxAxAAx ; xexy 22

2
3= .

4) )2(sin2)( xxxf += .

xxCBAxy 2cos2sin +++= , xDxCAy 2sin22cos2 −+=′ ,

xDxCy 2cos42sin4 −−=′′ ; +−−−− xCAxDxC 2cos842cos42sin4
+ xD 2sin8 xxxDxCBAx 22sin22cos42sin444 +=++++ ;
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2
1

2484
,0484

,24
,044

2sin
2cos

1

0

=⇒










=++−
=+−−

=
=+−

A

CDC
DCD

A
BA

x
x

x
x

, 
2
1=B , 0=C , 

4
1=D ;

2
1

2
12cos

4
1 ++= xxy .

5) 




 +=⋅= )sin3(sin

2
1)(2cossin)( xxxfxxxf или .

xDxCxBxAy cossin3cos3sin +++= , xBxAy 3sin33cos3 +−=′

xDxC sincos −+ , xDxCxBxAy cossin3cos93sin9 −−−−=′′ ;
−+−−−−− xBxAxDxCxBxA 3sin123cos12cossin3cos93sin9

− xC cos4 xDxCxBxAxD cos4sin43cos43sin4sin4 =+++++

xx sin
2
13sin

2
1 −= ;   

25
2

043

,
2
143

,0125

,
2
1125

sin
cos

3cos

3sin

−=⇒














=−−

−=+

=+−

=+−

D

CD

DC

AB

BA

x
x
x

x

, 
50
3−=C ,

338
5−=A , 

169
6=B ; 3cos63sin

2
5

169
1 xxy −





 +−−=

)cos4sin3(
50
1 xx +− .

6) xxf 3sin)( = .

)3sinsin3(
4
1sin3 xxx −= ; xDxCxBxAy 3cos3sincossin +++= ,

xDxCxBxAy 3sin33cos3sincos ++−=′ , xBxAy cossin −−−=′′
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xDxC 3cos93sin9 −− ; −−−−− xDxCxBxA 3cos93sin9cossin
−+− xCxBxA 3cos12sin4cos4 cos4sin43sin12 xBxAxD ++++

)3sinsin3(
4
13cos43sin4 xxxDxC −=++ ;  

0125

,
4
1125

,043

,
4
343

3cos

3sin

cos

sin

⇒














=−−

−=+−

=−

=+

CD

DC

AB

BA

x
x

x

x

25
3=B , 

100
9=A , 

676
5=C , 

196
3

676
12 −=−=D ; ( sin3

100
3 xy +=

) )3cos123sin5(
676
1cos4 xxx −++ .

7) ( )xexxf x 2sin8)( 22 ++= .

xNxMeDxCBxAxy x 2cos2sin222 +++++= , BAxy 2 ++=′

xNxMDxeeDx xx 2sin22cos222 222 −+++ , eDxAy x42 22 ++=′′

xNxMDeDxe xx 2cos42sin428 22 −+++ ; −−−+ BAxDeA x 4822 2

++++− CBxAxxNxM 4442sin82cos8 2 ( )xex x 2sin8 22 ++= ;

2

08
,88
,82

,0442
,048

,84

2cos
2sin

2

0

1
2

=⇒














=−
=
=

=+−
=+−

=

A

M
N
D

CBA
BA

A

x
x

e
x
x
x

x , 4=B , 3=C , 4=D , 1=N , 0=M ;

xexxxy x 2cos4342 222 ++++= .

8) ( )




 −== − xx eexfxxf 22

2
1)(2sh)( или .
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Линейные уравнения

xx BeeAxy 222 −+= , xxxx AeBeAxexAey 22222 2482 +++=′ − ,

xNxMDxeDeAy xx 2cos42sin4442 22 −−++=′′ ; ++ xx AxexAe 222 84

+−−++ −− xxxxxx BeAxeeAxAeBe 222222 88824 xx BeeAx 222 44 − =++

( )xx ee 22

2
1 −−= ;  

4
1

2
116

,
2
12

2

2

=⇒








−=

=

−
A

B

A

e

e

x

x

, 
32
1−=B ;






 −= − xx eexy 222

8
1

4
1 .

9) ( ) 




 +−=+= − xeexfxxxf xx sin

2
1)(sinsh)( или .

xDxCBeAey xx cossin +++= − , xDxCBeAey xx sincos −+−=′ − ,

xDxCBeAey xx cossin −−+=′′ − ; −−−+ − xDxCBeAe xx cossin

+−+− − xDxCBeAe xx sin4cos444 ( )xxxx eeBeAe 22

2
144 −− −=++ ;

2
1

043
,143

,
2
1

,
2
1

cos
sin

=⇒














=−
=+

−=

=

− A

CD
DC

B

A

x
x

e

e

x

x

, 
18
1−=B , 

25
3=C , 

25
4=D ; 

2
1 ey x

 −=

)cos4sin3(
25
1

9
1 xxe x ++


− − .

10) ( )




 −−=−= +−− 11

2
1)()1(sh–)( xxxx eeexfxexf или .
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11 +−− ++= xxx CeBeAey , 11 +−− −+=′ xxx CeBeAey , xBey +=′′ −1

xx AeCe ++ +− 1 ; ++−−++ +−−+−− 1111 444 xxxxxx CeBeAeCeBeAe

++ −144 xx BeAe  ( )111

2
14 +−−+− −−=+ xxxx eeeCe ;  

2
19

,
2
1

,1

1

1 ⇒














=

−=

=

+−

−

C

B

A

e

e

e

x

x

x

18
1=C ; 11

18
1

2
1 +−− +−= xxx eeey .

378 (4278). )(xfyy =+′′ , если )(xf  равна:

Решение
0=+′′ yy ; 012 =+r , ir ±=2,1 ; xcxcy sincos* 21 += .

1) 22)( 3 +−= xxxf .
DCxBxAxy +++= 23 , CBxAxy ++=′ 23 2 , BAxy 26 +=′′ ;

2226 323 +−=+++++ xxDCxBxAxBAx ;  2

22
,16

,0
,2

0

1

2

3

=⇒










=+
−=+

=
=

A

BD
CA

B
A

x
x
x
x

,

0=B , 13−=C , 2=D ; 2132 3 +−= xxy .

2) xxf 3cos8)( −= .

xBxAy 3sin3cos += , xBxAy 3cos33sin3 +−=′ , xAy 3cos9 −−=′′

xB 3sin9− ; xxBxAxBxA 3cos83sin3cos3sin93cos9 −=++−− ;

108
,88 =⇒



=−
−=− AB

A , 0=B ; xy 3cos= .

3) xxf cos)( = .

xxBxAy )sincos( += , xxBxAxBxAy )cossin(sincos +−++=′ ,
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xxBxAxBxAy )sincos(2)cossin( −−+⋅+−=′′ ; )cossin(2 −+− xBxA

0cos)sincos()sincos( =⇒=+++− AxxxBxAxxBxA , 
2
1=B ;

xxy sin
2
1= .

4) xexxf −−= 2sin)( .
xCexxBxAy −++= )cossin( , xAxBxAy −++=′ cos(cossin

xCexxB −−− )sin , xCexxBxAxBxAy −+−+−=′′ )cossin()sincos(2 ;
x xxBxACexxBxAxBxA − ++++−−+− )coscos()coscos()sincos(2

xx exCe −− −=+ 2sin ;   0
22
,1
,02

sin
cos

=⇒






−=
=−
=

−
A

C
B
A

e
x
x

x
, 

2
1−=B , 1−=C ;

xexxy −−−= cos
2
1 .

5) 




 +=⋅= )cos3(cos

2
1)(2coscos)( xxxfxxxf или .

xxDxCxBxAy )sincos(3sin3cos( +++= , xBxAy 3cos33sin3 ++−=′

xxDxCxDxC )cossin(sincos +−+++ , xBxAy 3sin93cos9 +−−=′′

xxDxCxDxC )sincos()cossin(2 −−++−+ ; +−− xBxA 3sin93cos9

++−+−+ xAxxDxCxDxC 3cos)sincos()cossin(2 xCxB cos(3sin +++

xxxxD cos
2
13cos

2
1)sin +=+ ;   

16
1

2
12

,02
,08

,
2
18

cos
sin

3sin

3cos

−=⇒














=

=−
=−

=−

A

D

C
B

A

x
x
x

x

, 0=B ,

0=C , 
4
1=D ; 





 −= xxxy 3cos

4
1sin

4
1 .
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6) ( ) 


 ==
224 sin24)(sin24)( xxfxxf или .

( ) xxxxxf
2

4cos12cos216)2cos1(6sin24)( 222 =




 ++−=−==

xx 4cos32cos129 +−= ; xLxDxCxBAy 4sin4cos2sin2cos ++++= ,

xLxDxCxBy 4cos44sin42cos22sin2 −−−−=′ , xBy 2cos4 −−=′′

xLxDxC 4sin164cos162sin4 −−− ; −−−− xDxCxB 4cos162sin42cos4
+++− xCxBAxL 2sin2cos4sin16 xxLxD 2cos1294sin4cos +−=++

x4cos3+ ; 9

015
,315

,03
,123

,9

=⇒













=−
=−
=−
−=−

=

A

L
D

C
B

A

, 0,2,0,0,4 =−=== LDCB ;

xxy 4cos2,02cos49 −+= .

7) ( )




 +== −xx eexfxxf

2
1)(ch)( или .

xx BeAey −+= , xx BeAey −−=′ , xx BeAey −+=′′ ; +++ − AeBeAe xxx

( )
4
1,

4
1

2
1 ==⇒+⇒+ −− BAeeBe xxx ; xeey

xx
ch5,0

22
1 =









 +=
−

.

379 (4279). )(565 xfyyy =+′−′′ , если )(xf  равна:

Решение

0565 =+′−′′ yyy ; 0565 2 =+− rr , ir
5
4

5
3

5
2593

2,1 ±=−±= ;






 += xcxcey x

5
4sin

5
4cos* 21

5/3 .
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1) 5/35)( xexf = .

5/3xAey = , 5/3

5
3 xAey =′ , 5/3

25
9 xAey =′′ ; 

16
2555

5
18

5
9 =⇒=+− AAAA ;

5/3

16
25 xey = .

2) xxf
5
4sin)( = .

xBxAy
5
4cos

5
4sin += , xBxAy

5
4sin

5
4

5
4cos

5
4 −=′ , xAy

5
4sin

25
16 −−=′′

xB
5
4cos

25
16− ; ++−−− xBxAxBxA

5
4sin

5
24

5
4cos

5
24

5
4cos

5
16

5
4sin

5
16

+ xA
5
4sin5  xxB

5
4sin

5
4cos5 =+ ;   

0
5
24

5
9

,1
5

24
5
9

5
4cos

5
4sin

=⇒










=−

=+
A

AB

BA

x

x

73
5

219
15 == , 

219
40=B ; xxy

5
4cos

219
40

5
4sin

219
15 += .

3) 22)( 32 +−+= xxexf x .

EDxCxBxAey x ++++= 232 , DCxBxAey x +++=′ 232 22 ,

CBxAey x 264 2 ++=′′ ; −−−++ 222 1812103020 BxAeCBxAe xx

+++−− 232 555612 CxBxAeDCx x 2255 32 +−+=++ xxeEDx x ;

13
1

256
,151230

,0518
,25
,113

0

1

2

3

2

=⇒













=+−
−=+−

=+−
=
=

A

ED
DCB

CB
B
A

x
x
x
x
e x

, 
5
2=B , 

25
36=C , 

125
107=D ,

5125
908
⋅

−=E ; 




 −+++=

125
908

25
107

5
362

5
1

13
1 232 xxxey x .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

4) xexf x cos)( 5/3= .

)sincos(5/3 xCxBey x += , )sincos(
5
3 5/3 xCxBey x ++=′

)cossin(5/3 xCxBe x −−+ , )cossin(
5
6 5/3 xCxBey x +−−=′′

)sincos()sincos(
25
9 5/35/3 xCxBexCxBe xx +−+++ ; −− sin(6 5/3 xBe x

−+−+++− )sincos(5)sincos(
5
9)cos 5/35/3 xCxBexCxBexC xx

xBexCxBexCxBe xxx cos(5)cossin(6)sincos(
5

18 5/35/35/3 ++−−−+−

xexC x cos)sin 5/3=+ ;   
9
5

0
5
41

,1
5
9

sin

cos

5/3

5/3

−=⇒








=−

=−
B

C

B

xe

xe

x

x

, 0=C ;

xey x cos
9
5 5/3−= .

5) xexf x

5
4sin)( 5/3= .

xxBxAey x 




 +=

5
4sin

5
4cos5/3 , +





 +=′ xxBxAey x

5
4sin

5
4cos

5
3 5/3






 ++ xBxAe x

5
4sin

5
4cos5/3 xxBxAe x 





 +−+

5
4cos

5
4

5
4sin

5
45/3 ,



 +−+





 +=′′ xAexxBxAey xx

5
4sin

5
4

5
3

5
4sin

5
4cos

25
9 5/35/3



+ xxB

5
4cos

5
4 5/35/3

5
3

5
4sin

5
4cos

5
3 xx exBxAe +





 ++ ; 


 +xA

5
4cos
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




 +−+


+ xxBxAexB x

5
4cos

5
4

5
4sin

5
4

5
4sin 5/3

 

 +−+ xAe x

5
4sin

5
4

5
3 5/3

+




 −−+


+ xxBxAexxB x

5
4sin

25
16

5
4cos

25
16

5
4cos

5
4 5/3

+




 +=





 +−+ xBxAexBxAe xx

5
4sin

5
4cos

25
9

5
4cos

5
4

5
4sin

5
4 5/35/3

+




 ++





 +−+ xBxAexxBxAe xx

5
4sin

5
4cos

5
6

5
4cos

5
4

5
4sin

5
4

5
11 5/35/3






 +−+





 −−+ xBxAexBxAe xx

5
4cos

5
4

5
4sin

5
4

5
4sin

25
16

5
4cos

25
16 5/35/3 .

Подставляя yy ′′,  и y ′′′  в исходное дифференциальное уравнение,

получим 
8
1−=A , 0=B ; xxey x cos

8
1 5/3−= .

6) ( )




=+=+==

−
1

2
13

2
13)(ch31)( 2x

xx
xx eeeexfxexf или






+=

2
13

2
13 2xe .

BAey x += 2 , xAey 22=′ , xAey 24=′′ ; 51220 222 ++− AeAeAe xxx

5,0
2

13
2

135 2 =⇒+=+ AeB x , 3,1=B ; 3,15,0 2 += xey .

380 (4280). 0ctg2 =++′′ xyy .

Решение

xyyxyy 22 ctg0ctg −=+′′⇒=++′′ ; 0=+′′ yy ; 012 =+r , ir ±=2,1 ;

xy cos1 = , xy sin2 =  – частные решения однородного дифференциаль-
ного уравнения.
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Ищем общее решение неоднородного дифференциального уравне-
ния в виде 2211 )()( yxcyxcy += .

Метод вариации произвольных постоянных дает следующую сис-
тему для определения )(1 xc  и )(2 xc :







=′′+′′
=′+′

)(
,0

2211

2211

xfycyc
ycyc   или  ⇒







−=′+′−

=′+′

xxcxc

xcxc
2

21

21

ctgcossin

,0sincos

1
cossin
sincos

=
−

=∆
xx
xx

; 
x
x

xx

x
c

sin
cos

cosctg

sin0 2

21 =
−

=′∆ ;

x
x

xx

x
c 2

3

22 sin
cos

ctgsin

0cos
−=

−
=′∆ ; 

x
xxc

sin
cos)(

2

1 =′ ; 
x
xxc 2

3

2 sin
cos)( −=′ ;

∫∫∫∫ =+−=+−=+= 11

2

1

2

1 sin
sinsin

sin1
sin

cos)( cx
x

dxcdx
x

xcdx
x
xxc

++= 1cos
2

tgln cxx
; ( )2

2

22

3

2 sin
sin

sin1
sin
cos)( xd

x
xcdx

x
xxc +−−=+−= ∫∫

22 sin
sin

1 cx
x

c ++=+ ; xxcxxxy sin1coscos
2

tglncos 2
1

2 +++++=

xc sin2+ .
Общее решение неоднородного дифференциального уравнения:

xxxcxcy cos
2

tgln2sincos 21 +++= .

381 (4281). 
1

2 2 +
=+′−′′

x
eyyy

x
.

Решение

02 =+′−′′ yyy ; 0122 =+− rr , 12,1 =r ; xey =1 , xxey =2 ; 
1

)( 2 +
=

x
exf

x
.
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Аналогично задаче 380 (4280) составим систему уравнений:









+
=+′+′

=′+′
⇒





=′′+′
=′+′

;
1

)(

,0

)('

,0

221

21

2211

2211

x
exeecec

xecec

xfycyc

ycyc
x

xxx

xx

 
xx

xx

xee

xee

)1(
=

+
=∆

xxx exexe 222 )1( =−+= ; 
1)1(1

0
2

2

21 +
−=

++
=′∆

x
xe

xex

xe
c

x

x

x
;

1
1

0

2

2

2
2 +

=

+

=′∆
x
e

x
ee

e
c

x
x

x

x

; 
1

)( 21 +
−=′

x
xxc ; 

1
1)( 22 +

=′
x

xc ;

1
2

21 )1(ln
2
1

1
)( cx

x
dxxxc ++−=
+

−= ∫ ; 22 arctg)( cxxc += ; yxcy 11 )( +=

xxx
x

xecxxeecxeyxc 21
2

22 arctg)1(ln
2

)( ++++−=+ ; 
 −+= xccey x

21


++− xxx arctg1ln 2 .

382 (4282). )(xfyy =′−′′ , если )(xf  равна:

1) x

x

e
exf
+

=
1

)( .

0=′−′′ yy ; 02 =− rr , 01 =r , 12 =r .

Решение
Общее решение соответствующего однородного уравнения имеет

вид
xeccy 10* += .

Частное решение ищем по общей формуле [2]

∫ −ψ=
x

dttftxxy
0

)()()( ,
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где )(xψ  – частное решение соответствующего однородного уравне-
ния, удовлетворяющего условиям 0)0( =ψ ; 1)0( =ψ′ .

В качестве такой функции возьмем 1)( −=ψ xex . Тогда

( )∫ ∫ ∫ +
−

+
=

+
−= −

x x x

t

t

t
x

t

t
tx dt

e
e

e
dtedt

e
e

exy
0 0 0

111
1)( .

Первый интеграл последнего уравнения берем подстановкой:

)1(ln1 −=⇒=+ ztzet , 
1−

=
z
dzdt .

Тогда

( ) =+−−=
+
+−

−
= +

+

∫ ∫
xtex

e x

t

t
x e

z
ze

e
ed

zz
dzexy

x

x

0

1

2

1

2 0

)1(ln1ln
1
1

)1(
)(

=++−+−=++−
+

= 2ln)1(ln)1(ln2ln)1(ln
1

ln xxxxx
x

x
x eeexee

e
ee

21)1(ln)1( ⋅++++−= xxxx eeexe ; 1 ()(* ecxeyyy xx +−+=+=

2)1(ln)1 cex +++ , где 2ln02 += cc .

2) xx eexf 22 1)( −= .

( ) ∫ ∫∫ =−−−=−−= +−
x x

ttttx
x

tttx dteedteedteeexy
0 0

222

0

22 1111)(

( ) ( )













−−+−= ∫ ∫

x x
ttttx ededteee

0 0

22/122 11
2
11 .

Первый интеграл выражения в скобках берем подстановкой:

ztzet ln=⇒= , 
z
dtdt = .

t z 
0 2 
x 1 + ex 

t z 
0 1 
x ex 
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Тогда

( ) +



 +−=
















−+−= ∫

x
x

exxe
tx zzzeedzzexy

1
2

11

3 322 arcsin1
2

1
3
11)(

( ) ( )322

1

32 1
3
1

22
arcsin1

2
1

3
1 eeeeeee x

x
xxx

xx
t −−+π⋅−



 +−=−+

( )321
3
1 e−− ; +


















π−++−=+= 1

2

2
2arcsin1

2
*

1

ceeeeyyy

c

xxx
x

321
новое

( ) ( ) 





−−+−+

32
0

32 1
3
11

3
1 ece x  или 2 arcsin1

2
eeeey xxx

x


 ++−=

( ) 2
32

1 1
3
1 cec x +−+

+ .

3) xx eexf cos)( 2= .

( ) ∫∫∫ −=−= −
x

tt
x

ttx
x

tttx dteedteeedteeexy
0

2

00

2 coscoscos1)( ; zet ⇒=

zt ln= , 
z

dzdt = .

Тогда [ ] =−−=−= ∫ ∫
x

x

ex
e e

x zzzzedzzzdzzexy 1
1 1

cossinsincoscos)(

44 344 21
частямпоберем

1cos1sin1sincossinsin ++−−−= xxxxxx eeeeee ; 1* xecyyy −=+=

t z 
0 1 
x ex 
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44 344 214434421
21

)1cos1sin(cos)1sin(1cos1sin1sin 010
c

x

c

xx ceecce
новоеновое

+++−−=+++− ;

21 cos ceecy xx +−= .

Примечание. Можно решить пример и методом вариации произвольных
постоянных.

1) 
x

x

x

x
x

x

e
ec

e
eec

ecc

+
=′⇒









+
=′

=′+′

1
1

0
1

2

21
, 

xe
c

+
=′

1
1

2 ; ∫ =
+

=1 1
)( dx

e
exc x

x

++= 1)1(ln cex , ∫ ++−=
+

= 22 )1(ln
1

)( cex
e

dxxc x
x ; ( ) ( )1ln1 eey xx +++=

) ( ) 21 cxce x +++ .

2) xx
xxx

x

eec
eeec

ecc 22
122

2

21 1
1

,0
−−=′⇒







−=′

=′+′
, xx eec 2

2 1−=′ ;

( ) 1
322

1 1
3
11)( cedxeexc xxx +−=−−= ∫ , ∫ =−= 2

2 1)( dxeexc xx

+−+= 2
21

2
1arcsin

2
1 ceee xxx ; 1

2 arcsin1
2

ceeeey xxx
x

+



 ++−=

( ) 2
321

3
1 ce x +−+ .

3) xx
xxx

x
eec

eeec
ecc

cos
cos

,0 2
12

2

21 −=′⇒






=′
=′+′

, xx eec cos2 =′ ;

1
2

1 cossincos)( ceeedxeexc xxxxx +−−=−= ∫ , ∫ ==2 cos)( dxeexc xx

+= 2sin cex ; 21 cos ceecy xx +−= .

В задачах 383 (4283)–387 (4287) найти частные решения уравнений,
удовлетворяющие указанным начальным условиям.
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383 (4283). 2/3415164 xeyyy −=+′+′′ ; 30 ==xy , 5,50 −=′
=xy .

Решение

015164 2 =++ rr ; 
2
12

4
28

4
60648

2,1 ±−=±−=−±−=r , 
2
3

1 −=r ,

2
5

2 −=r ; 2/3
2

2/3
1* xx ececy −− += ; 2/3xAxey −= ; 2/3xAey − −=′

2/3

2
3 xAxe−− ; 2/32/3

4
93 xx AxeAey −− +−=″ ; 2416129 +−+− AxAAAx

1415 =⇒=+ AAx ; 2/32/5
2

2/3
1* xxx xeececyyy −−− ++=+= ;

2/32/32/5
2

2/3
1 2

3
2
5

2
3 xxxx exeececy −−−− +−−−=′ ;

1
5,51

2
5

2
3

,3

1
21

21
=⇒







−=+−−

=+
c

cc

cc
, 22 =c ; 2/52/3 2)1( xx eexy −− ++= .

384 (4284). 61810102 2 ++=+′−′′ xxyyy ; 10 ==xy , 2,30 =′
=xy .

Решение

01022 =+− rr ; ir 3110112,1 ±=−±= ; )3sin3cos(* 21 xcxcey x += ;

CBxAxy ++= 2 , BAxy +=′ 2 , Ay 2=″ ; 10242 2 ++−− AxBAxA

1

61022

,18104

,1010

618101010 2 =⇒








=+−

=+−

=

⇒++=++ A
CBA

BA
A

xxCBx , В = 2,2,

С = 0,84;  84,02,2)3sin3cos( 2
21 ++++= xxxcxcey x ; 3cos( 1 +=′ xcey x

2,22)3cos3sin(3)3sin 212 +++−++ xxcxcexc e ;

.28,0
;16,0

2,32,23

,184,0

2

1

21

1
=
=⇒





=++

=+
c
c

cc

c
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Частное решение неоднородного уравнения, удовлетворяющее на-
чальным условиям, имеет вид

84,02,2)3sin28,03cos16,0( 2 ++++= xxxxey x .

385 (4285). )1(2 xyy −=′−′′ , 10==xy , 10=′ =xy .

Решение

02 =− rr ; 01 =r , 12 =r ; BxAxxBAxy +=+= 2)( , BAxy +=′ 2 ,

Ay 2=″ ; 1
22

,22
2222 =⇒





=−

−=−
⇒−=−− A

BA
A

xBAxA , 0=B ;

2
21 xeccy x ++= , xecy x 22 +=′ ; 1

1

,1
2

2

21 =⇒




=

=+
c

c

cc
, 01 =c ;

2xey x +=  – частное решение неоднородного дифференциального урав-

нения, удовлетворяющее начальным условиям.

386 (4286). )3(2 2 −+=′−′′ xxeyy x ; 20==xy , 20=′ =xy .

Решение

022 =− rr ; 01 =r , 22 =r ; xeccy 2
21* += , ( )CBxAxey x ++= 2 ,

( ) )2(' 2 BAxeCBxAxey xx ++++= , ( +++=″ AxeBAxey xx 2)2(2

) ( )+++++++ CBxAxeBAxeAeCBx xxx 2)2(22 (2 2 ++− BxAxex

) ( )3)2(22 2 −+=+−++ xxeBAxeAeC xxx ; 1

32

,1

,1

−=⇒








−=−

=−

=−

A
CA

B
A

,

1−=B , 1=C ; ( )122
21 +−−++= xxeeccy xx , 2 2

2 +=′ ecy x
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( ) )12(12 −−++−−+ xexxe xx ; 1
2112

,21
2

2

21 =⇒




=−+

=++
c

c
cc

, 01 =c ;

( )12 +−−= xxeey xx  – частное решение неоднородного дифференциаль-
ного уравнения, удовлетворяющее начальным условиям.

387 (4287) 02sin =++′′ xyy ; 1=′= π=π= xx yy .

Решение
012 =+r , ir ±=2,1 ; xcxcy sincos* 21 += , xBxAy 2sin2cos += ,

xBxAy 2cos22sin2 +−=′ , xBxAy 2sin42cos4 −−=″ ; xA 2cos4 −−

xxBxAxB 2sin2sin2cos2sin4 −=++− ; 0
13

,03
2sin

2osc
=⇒







−=−

=−
A

B
A

x

x
,

3
1=B ; xy 2sin

3
1= , xxcxcy 2sin

3
1sincos 21 ++= , xcy sin1 +−=′

xxc 2cos
3
2cos2 ++ ; 1

1
3
2

,1

1
2

1
−=⇒







=+−

=−
c

c

c
, 

3
1

2 −=c ;

xxxy sin
3
1cos2sin

3
1 −−= .

388 (4288). Показать, что частное решение y уравнения yaya +′+′′ 10
pxAeya =+ 2  (а0, а1, а2 – постоянные коэффициенты; р, А – действительные

или комплексные числа) имеет вид pxe
p

Ay
)(ϕ

= , если p не является корнем

характеристического уравнения 0)( 21
2

0 =++≡ϕ ararar ; pxe
p

Axy
)(ϕ′

= ,

если p – простой корень характеристического уравнения; pxe
p

Axy
)(

2

ϕ ′′
= ,

если р – двойной корень характеристического уравнения.
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Решение
Характеристическое уравнение соответствующего однородного урав-

нения 021
2

0 =++ arara . Обозначим через 21
2

0)( ararar ++=ϕ . Най-
дем: 102)( arar +=ϕ′ ; 02)( ar =ϕ ′′ . Ищем частное решение дифферен-
циального уравнения

pxAeyayaya =+′+′′ 210                             (1)

для случаев:
а) р  не  является  корнем  характеристического  уравнения.  Пусть

pxcey = , pxcpey =′ , pxecpy 2=″ . Подставим ″′ y,yy,  в (1): ( pac +2
0

) Aapa =++ 21  или pxe
p

Ay
p

ACApc
)()(

)(
ϕ

=⇒
ϕ

=⇒=ϕ ;

б) р – простой корень характеристического уравнения. Ищем
pxcxey = , pxpx cpxecey +=′ , pxpx xecpcpey 22 +=′′ .

Подставим ″′ y,yy,  в (1):

)(
)2()(

)(
1021

2
0 p

AcAapaxapapac
p

ϕ′
=⇒=














++++

ϕ′
43421444 3444 21

 и pxe
p

Axy
)(ϕ′

= ;

в) р – двойной корень характеристического уравнения. Ищем
pxecxy 2= ; pxpx pecxcxey 22 +=′ ; pxpxpx epcxcepcxey 2224 ++=′′ .

Подставим ″′ y,yy,  в (1):

)(2
2)2(2)(

0
00

1
0

2
21

2
0 p

A
a
AcAaxa

apaxapapac
ϕ ′′

==⇒=



















+++++
4342144 344 21

;

pxe
p

Axy
)(

2

ϕ ′′
= .

В задачах 389 (4289)–392 (4292) найти общее решение уравнений
Эйлера.

00

0
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389 (4289). 02192 =+′−′′ yyxyx .

Решение
Положим 21 )1( −− −=′′⇒=′⇒= rrr xrryrxyxy ; 9)1( +−− rr rxxrr

021 =+ rx ; ( ) 021102 =+− rrxr ; 021102 =+− rr ; 71 =r , 32 =r ; 7
1 xy = ,

3
2 xy = ; ( )4

21
3 xccxy += .

390 (4290). xyyxyx =+′+′′2 .

Решение

Положим xtex t ln=⇒= . Тогда te
xdx

dt −== 1 ; 
dt
dye

dx
dt

dt
dy

dx
dy t−=⋅= ;











−=





=





=





= −−−−

dt
dy

dt
yde

dt
dye

dt
de

dt
dye

dx
d

dx
dy

dx
d

dx
yd tttt

2

2
2

2

2
.

Подставляем значения yyyx ′′′,,,  в исходное дифференциальное
уравнение:

tt
t

tt
tt

tt eyyeyyeeyyee =+′′⇒=+′+′−′′ −− )(22 .

Характеристическое уравнение: 012 =+r , ir ±=2,1 ; tcy cos* 1 +=

tc sin2+ ; tAey = , tAey =′ , 
2
1=⇒=′′ AAey t .

Итак, xxcxcetctcy t

2
1n1sinn1cos

2
1sincos 2121 ++=++= .

391 (4291). 
xx

y
x
yy 2

2 =+
′

−′′ .

Решение

xyxyyx 22 =+′−′′ .
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Положим tex = . Тогда (см. задачу 390 (4290)) t
t

x yey ′=′ − ,

)(2
tt

t
x yyey ′−′′=′′ − ; ⇒=+′−′−′′ −− t

t
tt

tt
tt eyyeeyyee 2)(22 teyyy 22 =+′−′′ ;

0122 =+− rr ; 12,1 =r ; tetccy )( 21 += , 2tAey t= , tt eAteAty 22 +=′ ,
ttt AeeAtAtey 24 2 ++=″ ; 124224 222 =⇒=+−−++ AAtAtAtAAtAt ;

xxxxccteetccy tt 2
21

2
21 n1)n1()( ++=++=  или [ xccxy 21 n1 ++=

]x2n1+ .

392 (4292). 0222 32 =−++′−′′ xxyyxyx .

Решение

Положим tex = , yey t
x ′=′ − , )(2

tt
t

x yyey ′′−′′=′′ − ; ttt yyyy =+′−′−′′ 22
tt

tt
tt eeyyyee −=+′−′′⇒−= 33 2232 .

Характеристическое уравнение: 0232 =+− rr ; 2
4
9

2
3

2,1 =−±=r

2
1

2
3 ±= ; 21 =r , 12 =r ; tt ececy 2

2
1* += , tt BteAey += 3 , tAey +=′ 33

tt BteBe ++ , ttt BteBeAey ++=″ 29 3 ; −−++ tttt AeBteBeAe 33 929
⇒−=++−− tttttt eeBteAeBteBe 33 22233 1=A , 1=B ; ececy tt

2
2

1 ++=

xxxxcxctee tt ln3
2

2
1

3 +++=++ .

393 (4293). Если ось вала турбины расположена горизонтально и если
центр тяжести диска, насаженного на вал, не лежит на оси, то прогиб
у оси вала (см. рисунок) при его вращении удовлетворяет уравнению

etgy
mdt

yd 22
2

2
cos1 ω+ω=





 ω−

α
+ , где m –

масса диска; α  – постоянное число, завися-
щее от рода закрепления концов А и В; ω – угло-

у

О
е 
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вая скорость вращения; е – эксцентриситет центра тяжести диска. Най-
ти общий интеграл этого уравнения.

Решение
Случай 1. Характеристическое уравнение

α
−ω±=⇒=





 ω−

α
+

m
k

m
k 101 222 .

Общее решение однородного дифференциального уравнения при

α
>ω

m
12  имеет вид ktkt ececy −+= 21* , где 

α
−ω=

m
k 122 .

Частное решение ищем в виде:
tCtBAy ω+ω+= sincos , tCtBy ωω+ωω−=′ cossin ,

tCtBy ωω−ωω−=″ sincos 22 ; −
α

+ωω−ωω−
m
AtCtB sincos 22

ω




 ω−

α
+ω− tB

m
A cos1 22 etgtC

m
22 cossin1 ω+ω=ω





 ω−

α
+ ;

22

22

22

22

1

,01

,1

k
gB

e
m

A

C
m

C

gB
m

B

+ω
−=⇒















ω=




 ω−

α

=




 ω−

α
+ω−

=




 ω−

α
+ω−

, 0=C , 
2

2

k
eA ω−= ;

t
k

g
k

eececy ktkt ω
+ω

−ω−+= − cos222

2

21 .

Случай 2. 
α

<ω
m
12 . Тогда kik ±=2,1 , 22 1 ω−

α
=

m
k .

Общее решение однородного уравнения tkctkcy sincos* 21 += ;
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2

2

k
RA ω= , 22 ω−

=
k

gB , 0=C ; 2221 cossincos t
k

gtkctkcy +ω
ω−

++=

2

2

k
eω+ .

394 (4294). Материальная точка массы 1 г отталкивается вдоль прямой
от некоторого центра с силой, пропорциональной ее расстоянию от этого
центра (коэффициент пропорциональности равен 4). Сопротивление сре-
ды пропорционально скорости движения (коэффициент пропорциональ-
ности равен 3). В начале движения расстояние от центра равно 1 см, а
скорость – нулю. Найти закон движения.

Решение
m = 1 г,   00 ==tV ,
k = 4,     00 ==tx .
k1 = 3,

По второму закону Ньютона

RFwm += , )0( >= kOMkF ,

xxx RFmw += , xkxFx 4== ,

xxxm &&& 34 −= , VkR 1−= ,

043 =−+ xxx &&& . xVkR xx &31 −=−= .

Характеристическое уравнение: 0432 =−+ rr ; 11 =r , 42 −=r ;

5
4

04

,1

4

,
1

21

21
4

21

4
21 =⇒





=−

=+
⇒







−=

+=
−

−

c
cc

cc

ececx

ececx
tt

tt

&
, 

5
1

2 =c ; ( )tt eex 44
5
1 −+= .

  

    

х

x
FMO R

V

395 (4295). Частица массы 1 г движется по прямой к точке А под дей-
ствием некоторой силы притяжения, пропорциональной расстоянию ее
от точки А. На расстоянии 1 см действует сила 10–6 Н. Сопротивление
среды пропорционально скорости движения и равно 4⋅10–6 Н при скоро-
сти 1 cм/с. В момент t = 0 частица расположена на расстоянии 10 см от
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точки А и скорость равна нулю. Найти зависимость расстояния от вре-
мени и вычислить это расстояние для t = 3 c (с точностью до 0,01 см).

Решение
m = 1 г = 10–3 кг,

м0,01=xF  = 10–6 Н,

c0,01м/=vR  = 4⋅10–6 Н,

0=tx  = 10 см = 0,1 м,

0=tv = 0.

По второму закону Ньютона

PRFWm ++= , )0( >−= kAMkF , kxFx −= ;

xxxx PRFmW ++= , )0(1 >−= kVkR , xkRx &1−= , 0=xP , xWx &&= ;

xxxm 4,01,0 −−=&& .

46 1001,010 −− =⇒⋅= kk ; 4
11

6 10401,0104 −− ⋅=⇒⋅=⋅ kk .

Дифференциальное уравнение движения: xxx &&& 443 1041010 −−− ⋅−−=
или 0410 =++ xxx &&& .

Характеристическое уравнение: 01410 2 =++ rr , r 2,02,1 ±−=

i245,0± ; )245,0sin245,0cos( 21
2,0 tctcex t += − ; 

dt
dxV ==

245,0cos245,0()245,0sin245,0cos(2,0 2,0
21

2,0 tetctce tt +−++−= −−

)245,0sin245,0 t+ ; 16,8
245,0
2

0

,0245,02,0
2

1

21 ==⇒




=

=+−
c

c

cc
;

)245,0sin16,8245,0cos10(2,0 ttex t += − .

396 (4296). Материальная точка массы m движется по прямой из А в В
под действием постоянной силы F. Сопротивление среды пропорционально
расстоянию тела от В и в начальный момент (в точке А) равно f (f < F).

x
R

P

A
M

V

F x
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Начальная скорость точки равна нулю. Сколько времени точка будет
двигаться из А в В? (АВ = а.)

Решение

PRFWm ++= , mWх = Fx + Rx + Рх,

)( AMABkMBkR −−=−= ,

 Rx = – k (a – x), Fx = F, Рх = 0.

При fRx x == 0 , f = ka; )( xa
a
fRx −−= ; )( xa

a
fFxm −−=&& ;

ax
ffFmx +−= ; 

m
fF

am
fx −=−&& .

Характеристическое уравнение: 02 =−
am
fr , 

ma
fr ±= .

Общее решение однородного уравнения

t
ma
ft

ma
f

ececx
−

+= 21* .

Частное решение ищем в виде: х = А, x' = 0, x" = 0; A
ma
f =−

a
f

FfA
m

fF −=⇒−= .

Общее решение неоднородного дифференциального уравнения:




 +=⇒−++= −− ttt
ma
ft

ma
f

ecec
ma
fx

f
aFfececx ...

2
...

121 ')( .

Используем начальные условия: 00 ==tx , 00 ==tx& ;

1
21

21
2)()(0

,0
c

f
aFf

f
aFfcc

cc
=−⇒







−++=

−=
, 

f
aFfc

2
)(1 −= ;

f
Ffa

f
eefFax

t
ma
ft

ma
f

)(
2

)( −++−=
−

.

P
R x

A
V

x

FM

B 
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При 11
2

)( =−+=+−⇒==
−

f
Ff

f
eefFTtax

t
ma
ft

ma
f

 ;

fF
Fee

f
F

f
eefF TTTT

−
=−=−− −− 2

2
)( ............

; ye
T

ma
f

= ;

fF
F

y
y

−
=+ 212

; 0122 =+
−

−
fF

yFy ; 1
)( 2

2
−

−
±

−
=

fF
F

fF
Fy ;












−
−+

=
−
−

+
−

=
fF

fFfF
fF

fFf
fF

Fy
)2(2 2

;

fF
fFfF

f
amT

−
−+

⋅=
)2(

ln .

397 (4297). Тело массы 200 г подвешено на пружине и выведено из со-
стояния покоя вытягиванием пружины на 2 см, после чего отпущено (без
начальной скорости). Найти уравнение движения тела, считая, что со-
противление среды пропорционально скорости движения. Если тело дви-
жется со скоростью 1 см/с, то среда оказывает сопротивление 10–3 Н;
сила напряжения пружины при растяжении ее на 2 см равна 100 Н. Ве-
сом пружины пренебрегаем.

Решение
PRFWm ++= ,

mWх = Fx + Rx+ Px,
VkR −= ,

Rx = –kVx = – kx,

)( стλ+−=⇒⋅= xcFAMcF x ,
Px = 0,
mх = mg – c(x + λст) – k х.

.

.. .

положение ста-
тического равно-

весия
g

O

V
x

R

A

Р
M

 
 

 
 
 

   

 
 

 

 

x
λ стA F
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

В положении статического равновесия mg = c λст.
По условию задачи

хt = 0 = 2 см,       R = 10–3 Н  при V = 1 см/с = 0,01 м/с;
R = kV,       F = 100 Н  при х = 2 см = 0,02 м;
Vt = 0 = 0,       k = R / V = 0,1 Н⋅с/см;
F = c⋅AM,       c = F / AM = 100 / 0,2 = 5000 Н/м.
m = 200 г = 0,2 кг.

Дифференциальное уравнение движения: 0=++ cxxkxm &&& ;
050001,02,0 =++ xxx &&&  или 0250005,0 =++ xxx &&& .

Характеристическое  уравнение:  02500005,02 =++ rr ; r1,2 =

= – 0,25 ± 250000625,0 − = –0,25 ± 158,1 i.
Общее решение: x = e 

– 0,25t(c1 cos 158,1 t + c2 sin 158,1 t).
Используем начальные условия:

0000316,01,15825,00
,02,0

2
21

1 =⇒




+−=
= ccc

c ; 1,158cos02,0(25,0 tex t += −

)()1,158sin0000316,0 мt+ .

398 (4298). Деревянный цилиндрический чурбанчик (S = 100 см2, h = 20 см,
γ = 0,5 г/см3) полностью погружен в воду и отпущен без начальной ско-
рости. Считая, что сила трения пропорциональна высоте погруженной
части, выяснить, каков должен быть коэффициент пропорциональности k,
чтобы в результате первого подъема над поверхностью воды показа-
лась ровно половина чурбанчика. Сколько времени (t1) будет продол-
жаться первый подъем? Каково будет уравнение движения при первом
подъеме?

Решение

S = 100 см2;
h = 20 см;
γ = 0,5 г/см3;
γ1 = 1 г/см3 (вода);
g = 1000 см/с2;

O
ц.т.

Fтр

P
уровень воды

V

x
 

 
 

 

 
Fв

x
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вF  – выталкивающая сила; трF  – сила трения; P  – вес чурбанчика.

трв FFPWm ++= , mWх = Pх + Fв х + Fтр х; Fв х = S(h – x)γ1; Wx = х;
Fтр х= – k (h – x); Px = – P = – Shγ.

1) V
dx
dVm

dt
dVmxm ⋅==&& ;

)()( 1 xhkxhSShV
dx
dVm −−γ−+γ−= .                 (1)

0
2

)(
2

)(
2/

0

22

1 =










 −+γ−−γ−
h

xhkxhSxhS ; 
22

4 2

2
2

1 +γ−
−

γ hS

hh
S

0
242

2
2

=−⋅+ hkhk ; 
8

;
8
3

2
1

8
3;0

8
3

28
3

11
2 ==





 γ−γ=





 −γ−γ SkSkSSh

)(
3
133

3
100

38
3 г/см===⇒= Skk .

2) Если X – глубина погруженной части, то X = h – x и дифферен-
циальное уравнение (1) принимает вид

γ=−γ+ ShXkSXm )( 1
&& ;

1=γ=
g

Shm  г; 
3

200
3

100100 =−=−γ kS , 1000=γSh ; 1000
3

200 =+ XX&& .

Характеристическое уравнение:  r2 + 200/3 = 0; ir
3

200
2,1 ±= .

Общее решение однородного уравнения: tcxt 16,8cos* 1 +=

tc 16,8sin2+ .

Частное решение ищем в общем виде: X  = А, X ′ = 0 15=⇒ A ;
tctcX 16,8sin16,8cos15 21 ++= ; )16,8cos16,8sin(16,8 21 tctcX +−=′ .

..
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Используем начальные условия: t = 0,  X = 20, V = 0 ⇒

;0
,5

0
,1520

2

1

2

1
=
=⇒





=
+=

c
c

c
c

 )16,8cos3(5 tX += .

t1 – время первого подъема (X = 10 см); 10 = 15 + 5 cos 8,16 t1 ⇒  1 =
= cos 8,16 t1 ⇒  8,16 t1 = π; t1 = 3,14/8,16 = c38,0 .

399 (4299). Узкая длинная трубка вращается с постоянной угловой ско-
ростью ω вокруг перпендикулярной к ней вертикальной оси. В началь-
ный момент времени на расстоянии а0 от оси внутри трубки находился
шарик массы m. Считая, что в начальный момент скорость шарика от-
носительно трубки равна нулю, найти закон движения шарика относи-
тельно трубки.

Решение
Движение шарика в трубке –

относительное. Ускорение Корио-
лиса  rc VW ×ω= 2 .

Уравнение относительного
движение шарика:

u
c

u
ear FFFWm ++= ,                                   (1)

где rW  – ускорение относительного движения; aF  – вектор активной силы и си-

лы реакции, в данном случае NPFa += ; u
eF  – сила инерции переносного

движения, e
u

e WmF −= ; u
cF  – сила инерции Кориолиса, c

u
c WmF −= .

Спроектируем (1) на ось Ох:

022 =ω−⇒ω==−== xxxmmWmWFmW n
eex

u
exrx && .              (2)

Характеристическое уравнение: 022 =ω−r , ω±=r ; tecx ω += 1

tec ω−+ 2 , ( )tt ececx ω−ω +ω=′ 21 ; 2/0
,

21
21

21 acccc
cca ==⇒





−=
+= ;

2

tt eeax
ω−ω += .

О

We
n

xVr

Fc
u

Fe
u

x
P

N Wcωe
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400 (4300). Решить предыдущую задачу в предположении, что шарик
прикреплен к точке О пружиной. Сила действия пружины на шарик пропор-
циональна деформации пружины, сила K⋅10–5 Н вызывает изменение длины
пружины на 1 см. Длина пружины в свободном состоянии равна а0.

Решение

Нерастянутая
пружина

Растянутое
состояние 

 
а0

x а0

Пружина растягивается на (х – а0) см, K⋅10–5 Н = k. По условию
сила упругости F = cx, k = c⋅1 ⇒  c = k, F = kx.

Дифференциальное уравнение (2) задачи 399 (4299) принимает вид

)( 0
2 axkxmxm −−=ω−&&  или 0

2 )( kaxkmxm =−ω−&& .

Характеристическое уравнение: 0)( 22 =−ω− kmmr ,

m
kr 2

2,1 ω−±= .

Случай 1.

0
2 )( kaxkmxm =−ω−&& .                             (*)

Пусть 2ω>
m
k . Тогда общее решение однородного дифференциаль-

ного уравнения будет

t
m
kct

m
kcx 2

2
2

11 sincos ω−+ω−= .

Частное решение: 0,0, === xxAx &&& . Подставляя xxx &&& ,,  в (*),

имеем 2
0

ω−
=

mk
kaA . Тогда производная 2

1 sin




+ω−−= t

m
kcx&

22
2 cos ω−





ω−+

m
kt

m
kc . При 0,0 0 === xaxt & ;
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0

0

,

2
2

2

2
0

10

=⇒











ω−=

ω−
+=

c

m
kc

mk
kaca

; 2

2
0

1 ω−
ω−=

mk
mac ; 






−

ω−
= k

mk
kax 2

0






ω−− t

m
kmw 22 cos .

Случай 2. 2ω=mk ; 02,1 =r .
Общее решение: tccx 211 += .
Частное решение неоднородного уравнения:

2Atx = , Atx 2=& , ( ) 0
2222 kaAtkmAmAx =−ω−⇒=&& ;

( )
m

kaA
kaAm

O
kmA

t
t
t

22
,0

,0
0

0

2

0

1

2

=⇒






=
=

=−ω
; 20

2
t

m
kax = ; 20

21 2
t

m
katccx ++= ;

20
2 2

t
m

kacx +=& ; 




 +=+=⇒





=
= 2

0
20

0
2

10
2

1
20

, t
m
kat

m
kaaxc

ca
.

Случай 3. 02 <ω−m
k .

Корни характеристического уравнения действительные и равны:

m
kr −ω±= 2

2,1 ; 
t

m
kt

m
k

ececx
−ω−−ω

+=
22

211 ; Ax = ; 
2

0

ω−
=

mk
kaA ;

2
0

21

22

ω−
++=

−ω−−ω

mk
kaececx

t
m
kt

m
k

; 


 −−ω= tt ecec
m
kx KK& 21

2 ;
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( )22

2
0

21
2

21

2
0

210

)(0

,

km

macc

m
kcc

mk
kacca

−ω

ω==⇒










−ω−=

ω−
++=

;












−−ωω

−ω
= kt

m
km

km
ax 22
2
0 ch .

Уравнения высших порядков

В задачах 401 (4301)–411 (4311) найти общие решения уравнений.

401 (4301). 09 =′+′′′ yy .

Решение
Характеристическое уравнение: 093 =+ rr ; 01 =r , ir 33,2 ±= .
Общее решение: 321 3sin3cos cxcxcy ++= .

402 (4302). ( ) 03613IV =+′′− yyy .

Решение

03613 24 =+− rr ; 
2

513
2

144169132 ±±=−±±=r ; 31 =r , 32 −=r ,

23 =r , 24 −=r ; xxxx ececececy 3
4

3
3

2
2

2
1

−− +++= .

403 (4303). ( ) yyy 168IV −′′= .

Решение
0168 24 =+− rr ; 216164 2,1

2 =⇒−±±= rr , 24,3 −=r ;

( ) ( ) xx exccexccy 2
43

2
21

−+++= .
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404 (4304). ( ) yy 16IV = .

Решение

164 =r ; ( )( ) 044 22 =+− rr ; 21 =r , 22 −=r , ir 24,3 ±= ;

xcxcececy xx 2sin2cos 43
2

2
2

1 +++= − .

405 (4305). 01213 =−′−′′′ yyy .

Решение

012133 =−− rr ; ( )( ) 01211213 23 =−−+=−= rrrrr ; 0122 =−− rr ;

01=+r , 11 −=r , 
2

4811
3,2

+±=r , 42 =r , 33 −=r ;

xxx ecececy 3
3

4
21

−− ++= .

406 (4306). 033 =−′+′′−′′′ yyyy .

Решение

0133 23 =−+− rrr ; ( ) ( ) ( )( ) 0311131 23 =−++−=−−− rrrrrrr ;

( )( ) 0121 2 =+−− rrr ; 11 =r , 13,2 =r ; xxx excxececy 2
321 ++= .

407 (4307). ( ) 02IV =′′+′′′+ yyy .

Решение

02 234 =++ rrr ; 02,1 =r , 022 =++ rr , ir
2
7

2
1

4,3 ±−= ;











+++= −

2
7sin

2
7cos 43

2/
21 cxcexccy x .
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408 (4308). )2()( −= nn yy .

Решение

02 =− −nn rr ; 0)1( 22 =−− rr n , 0... 221 ==== −nrrr , 11 =−nr , 1−=nr ;

nn
nnxx cxcxcxcececy ++++++= −
−−−

1
4

4
3

321 ... .

409 (4309). ( ) 0IV =+ yy .

Решение

014 =+r ; 4 1−=r ; 




 π+ϕ+π+ϕ−=−

4
2sin

4
2cos11 44 kik , π=ϕ ;

3,2,1,0=k ; 
22

1
4

sin
4

cos2,0
iir ±=π+π= ; 

4
3sin

4
3cos3,1 ir =π+π=

22
1 i±−= ; 

 ++



 +=

−

2
cos

2
sin

2
cos 3

2
21

2 xcexcxcey
xx


+

2
sin4

xc .

410 (4310). 0124864 )IV()VI()VIII( =′′+++ yyyy .

Решение

0124864 2468 =+++ rrrr ; 0)1124864( 2462 =+++ rrrr ; 02,1 =r ,

zr =2 . Тогда 0
64
1

16
3

4
301124864 2323 =+++⇒=+++ zzzzzz .

Нетрудно  убедиться,  что  
4
1−=z   –  корень  третьей  кратности.
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Тогда 
4
1−== zr . По формуле Муавра 

2
cos

4
1

3,2,1r 

 +π−=

22
sin ii =


π+ ; 

26,5,4
ir −= ; ( ) ( xccxxcxccy 54

2
321 2

cos +++++=

) xccxxc 87
2

6 2
sin +++ .

411 (4311). ( ) ( ) ( ) 0
1

...
21

)1(
1

21 =+′++
⋅
−++ −− yynynnyny nnn .

Решение

01
1

...
21

)1(
1

21 =+++
⋅
−++ −− rnrnnrnr nnn ;  r = –1 – корень кратности n;

)...( 12
321

−++++= n
n

x xcxcxccey .

412 (4312). yy ′−=′′′ ; 20==xy ; 00 =′
=xy ; 10 −=′′ =xy .

Решение

03 =+ rr , 01 =r , ir ±=3,2 ; xcxccy sincos 321 ++= , xcy sin2 +−=′

xc cos3+ , xcxcy sincos 32 −−=′′ ; 1
1

,0
,2

2

2

3

21
=⇒







−=−
=

=+
c

c
c

cc
, 11 =c , 13 =c ;

xy cos1+= .

413 (4313). yy ′=)V( ; 00 ==xy ; 10 =′
=xy ; 00=′′ =xy ; 10=′′′ =xy ;

( ) 20
IV ==xy .
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Решение

05 =− rr ; 01 =r , 13,2 ±=r , ir ±=5,4 ;

xcxcececy
xcxcececy
xcxcececy
xcxcececy

xcxcececcy

xx

xx

xx

xx

xx

sinsin
,cossin
,sincos
,cossin

,sincos

5432

5432

5432

5432

54321

+++=′′′′
−+−=′′′
−−+=′′
+−−=′

++++=

−

−

−

−

−

;0
,1
,0
,1

,2

2
,1
,0
,1

,0

5

4

3

2

1

432

532

432

532

4321

=
=
=
=
−=

⇒













=++
=−−
=−+
=+−

=+++

⇒

c
c
c
c
c

ccc
ccc
ccc
ccc

cccc

2cos −+= xey x .

В задачах 414(4314)–420 (4320). Составить общие решения неодно-
родных уравнений, находя их частные решения либо подбором, либо
методом вариации произвольных постоянных.

414 (4314). 32254 +=−′+′′−′′′ xyyyy

Решение

0254 23 =−+− rrr ; 0)23)(1( 2 =+−− rrr ; 11 =r ,

2
13

2
893

3,2
±=−±=r , 22 =r , 13 =r ; xx ecexccy 321 )(* ++= ,

BAxy += , Ay =′ , 0=″y , 0=′′′y ;

12232)(25 −=⇒=−⇒+=+− AAxBAxA ; 4325 −=⇒=− BBA ;

4)( 2
321 −−++= xecexccy xx .

415 (4315). )1044(23 2 −+=+′−′′′ − xxeyyy x .

Решение

0233 =+− rr ; 0)2)(1( 2 =−+− rrr ; 11 =r , 
2

811
3,2

+±−=r , 22 −=r ,
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13 =r ; xx ecexccy 2
321 )(* −++= , xeCBxAxy −++= )( 2 , Axy +=′ 2(
xx eCBxAxeB −− ++−+ )() 2 , xx AxAeeBAxy −− ++++−=′′ (2)2(2 2

xeCBx −++ ) , xxx eCBxAxAeeBAxy −−− ++−−+=′′′ )(6)2(3 2 ;

2223336 222 =+++++−−−−− CBxAxCBxAxCBxAxA

10444 22 −++= xxx ; 1
1046

,44
,422

0

1

2

=⇒
−=+−

=
=⋅

A
CA

B
A

x
x
x

, 1=B , 1−=C ;

12 −+= xxy ; xxx exxecexccy −− −++++= )1()( 22
321 .

416 (4316). xyyy cos168(IV) =+′′+ .

Решение

0168 24 =++ rr ; 16164 −±−±=r ; ir 22,1 ±= ; ir 24,3 ±= ;
xxccxxccy 2sin)(2cos)(* 4321 +++= , xBxAy sincos += ,

xBxAy cossin +−=′ , xBxAy sincos −−=′′ , xBxAy cossin −=′′′ ,

xBxAy sincos(IV) += ; xBxAxBxA sin8cos8sincos +−−+

xxBxA cossin16cos16 =++ ; 
9
1

09
,19

sin
cos =⇒





=
= AB

A
x
x ;

xxxccxxccy cos
9
12sin)(2cos)( 4321 ++++= .

417 (4317). axyayay cos2 42(IV) =+′′+ .

Решение

02 4224 =++ arar ; aiaaar ±=−±−±= 442 ; air ±=2,1 ,

air ±=4,3 ; xacxacxxacxacy )sincos(sincos* 4231 =+++=
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Линейные уравнения

xaxccxaxcc sin)(cos)( 4321 +++= , )sincos(2 xaBxaAxy += ,

)cossin()sincos(2 2 xaBxaAxaxaBxaAxy +−++=′ , cos2( xaAy +=′′

)sincos()cossin(4)sin2 2 xaBaxaAaaxxaBxaAaxxaB −−++−++ ,

+−−++−⋅=′′′ xaBxaAaxxBxaAay )sincos(4)cossin(23 2

−+ xaAax cos(2 2 )sincos(2)sin 2 xaBxaAaxxaB +−−+−

)cossin(22 xaBaxaAaax −+ , +−−= xaBxaAay )sincos(6 2(IV)

−+ xaAaax sin(6 2 +−+ )cossin(2)cos 2 xaBaxaAaaxxaBa

=−+ )sincos( 2222 xaBaxaAaax )sincos(12 2 xaBxaAa +−−

)sincos(2)cossin(8 243 xaBxaAxaxaBxaAxa ++−+ ;

xaxaBaxaAaxaBaxaAa cossin4cos4sin12cos12 2222 =++−− ;

0,
8

1

0412

,1412
sin
cos

222

22

=−=⇒




=+−

=+−
B

a
A

BaBa

AaAa
xa
xa ;

xa
a
xxaxccxaxccy cos

8
sin)(cos)( 2

2

4321 −+++= .

418 (4318). 12(V) −=′′′+ xyy .

Решение

035 =+ rr ; 0)1( 23 =+rr ; 031 =−r , ir ±=5,4 ; xcxccy* 2
221 +++=

xcxc sincos 54 ++ ; 34523 )( CxBxAxCBxAxxy ++=++= ,

234 345 CxBxAxy ++=′ , CxBxxy 61220 23 ++=′′ , Axy 260 2 +=′′′

CBx 624 ++ , BAxy 24(IV) += , Ay 120(V) = ; 2460120 2 +++ BxAxA
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

16 2 −=+ xC ; 
2
1)21(

6
1,0,

60
1

16120
,024
,160

0

1

2

−=−−===⇒










−=+
=
=

CBA
CA

B
A

x
x
x

;

xcxcxcxccxxy sincos
2
1

60
1

54
2

321
35 +++++−= .

419 (4319). xxeyy x cos(IV) +=− .

Решение

014 =−r ; 11 =r , 12 −=r , ir ±=4,3 ; xcxcececy xx sincos* 4321 +++= − ,

)sincos()()sincos()( 2 xExDxeBxAxxExDxeBAxxy xx +++=+++= ,

)cossin(sincos)()2( 2 xExDxxExDeBxAxeBAxy xx +−++++++=′ ,

cos(2)cossin()(2)4( 2 xDxxExDeBxAxAeeBAxy xxx −−++−+++++=′′

)sinxE− .

Находя, далее, y ′′′ , (IV)y  и подставляя их значения в исходное урав-

нение, получим 
8
1=A , 

8
3−=B , 0=D , 

4
1−=E . Окончательно имеем

xxexxxcxcececy xxx sin
4
1

8
3sincos

2

4321 −−++++= − .

420 (4320). )cos(sin4)(82(IV) xxeeyyy xx +++=+′′− − .

Решение

012 24 =+− rr ; 1111 ±=−±±=r , 12,1 ±=r , 14,3 ±=r ; cy += (* 1

xx exccexc −+++ )() 432 , xDxCxBeAey xx cossin)( 2 +++= − ,
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Линейные уравнения

xDxCxBeAexBeAey xxxx sincos)(2)( 2 −+++−=′ −− , Aey x( +=′′

xDxCBeAeBeAexBe xxxxx cossin)(2)(4) 2 +−++−++ −−− ,

xDxCBeAeBeAexBeAey xxxxxx sincos)(6)(6)( 2 +−++−+−=′′′ −−− .

Аналогично находим (IV)y :

++++−++= −−− xCBeeABeeAxBeeAy xxxxxx sin)(12)(8)( 2(IV)

−+ xDcos −++−−+ −− sin2cos2)(8)(2 2 xxxx xDxCBeeAxBeeA

++− − )(4 xx BeeA ++=+++ −− )(8cossin)( 2 eexDxCxBeeA xxxx

⇒++ )cos(sin4 xx 1,1,1,1 ==== DCBA ; xccyyy (* 21 ++=+=

xxexxccex xx cossin)() 2
43

2 ++++++ .

421 (4321). 022 2 =+′+′′+′′′ − xeyyy ; 20 ==xy , 10 =′
=xy , 10 =′′

=xy .

Решение

02 23 =++ rrr ; 0)12( 2 =++ rrr ; 01 =r , 13,2 −=r ; ccy ++= (* 21

xexc −+ )3 , xAey 2−= , xAey 22 −−=′ , xAey 24 −=′′ , xAey 28 −−=′′′ ;

12288 =⇒−=−+− AAAA ; xey 2−= , yyy += * , ccy 21 ( ++=
xx eec 2

3) −− ++ , xxx eeccecy 2
323 2)( −−− −+−=′ , x cecy − ++−=′′ (2 23

xx eec −− ++ 4)3 ; 0
32
,3

,1

142
,12
,01

3

32

32

21

23

23

21
=⇒







−=−
=+−

=+
⇒







=++−
=−−
=++

c
cc
cc

cc

cc
cc
cc

, 32 −=c ,

41 =c ; xx eey 234 −− +−= .

422 (4322). )2(3 2xyy −=′−′′′ ; 1000 =′′=′= === xxx yyy .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Решение

03 =− rr ; 01 =r , 12 =r , 13 −=r ; xx ececcy −++= 321* ; BxAxy ++= 2(

CxBxAxxC ++=+ 23) , CBxAxy ++=′ 23 2 , BAxy 26 +=′′ , Ay 6=′′′ ;

136236 22 =⇒−=−−− AxCBxAxA , 0=B , 0=C ; 3xy = , 1cy +=
3

32 xecec xx +++ − , 2
321 3xececcy xx +−+=′ −− , xececy xx 632 ++=′′ − ;

1
1
,1

,1
2

32

32

321
=⇒







=+
=−

=++
c

cc
cc

ccc
, 03 =c , 01 =c ; 3xey x += .

423 (4323). Решить уравнение Эйлера 03 =−′+′′′ yyxyx .

Решение

Полагаем xtex t ln=⇒= , 
xdx

dt 1= ; 
xdt

dy
dx
dt

dt
dy

dx
dy 1⋅=⋅= ;






 −+





= 2

2

2

2

2

2 11
xdt

dy
xdt

yd
dx

yd
; −





 −+





= 32

23

3

3

3

3 21
xdt

yd
xdt

yd
dx

yd






+





−





=





+





− 332

2

33

3

332

2 1213121
xdt

dy
xdt

yd
xdt

yd
xdt

dy
xdt

yd .

 Подставляем yy ′′′′ ,  и у в исходное дифференциальное уравнение:

023 =−′+′+′′−′′′ yyyyy tttt , 033 =−′+′′−′′′ yyyyt ; 0133 23 =−+− rrr ;

11 =r , 0122 =+− rr ; 11 =r , 0122 =+− rr , 13,2 =r ; 11 tececy tt ++=

)lnln( 2
321

2
1 xcxccxetc t ++=+ .
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Системы дифференциальных уравнений

 § 5. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

424.1 (4324.1). 










=++

−=

.052

,7

yx
dt
dy

xy
dt
dx

Решение










−−=

−=
⇒










=++

−=

;52

,7

052

,7
2

2

yx
dt
dy

dt
dx

dt
dy

dt
xd

yx
dt
dy

xy
dt
dx

  dt
xd

x
dt
dxy

dt
dxyx

dt
xd

7

,752
2

22

2

=⇒










+=

−−−=

dt
dxx

dt
dxx 73552 −−−−= ; 037122

2
=++ x

dt
dx

dt
xd

;  037122 =++ rr ,

ir ±−=−±−= 6373662,1 ; )sincos( 21
6 tctcex t += − ;

)cossin()sincos(6 21
6

21
6 tctcetctce

dt
dx tt +−++−= −− ;

⇒+++−−−= − )sin7cos7cossinsin6cos6( 212121
6 tctctctctctcey t

]sin)(cos)[( 1212
6 tcctccey t −++= − .

424.2 (4324.2). 










+=

+=

.43

,2

yx
dt
dy

yx
dt
dx
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Решение

x
dt
dxx

dt
dxyx

dt
dx

dt
dy

dt
dx

dt
xd

yx
dt
dy

yx
dt
dx

84324322
43

,2
2

2
−++=++=+=⇒










+=

+=
;

0562

2
=+− x

dt
dx

dt
xd ; 0562 =+− rr , 11 =r , 52 =r ; tt ececx 5

21 += ;

tt ecec
dt
dx 5

21 5+= ; tttt ececececx
dt
dxy 5

21
5

21 2252 −−+=−= ;

tt ececy 5
21 3+−= .

424.3 (4324.3). 










+=

−=

.3

,3

yx
dt
dy

yx
dt
dx

Решение

x
dt
dxx

dt
dxyx

dt
dx

dt
dy

dt
dx

dt
xd

yx
dt
dy

yx
dt
dx

−+−=−−=−=⇒










+=

−=
9393

3

,3
2

2
;

01022

2
=+− x

dt
dx

dt
xd ; 01022 =+− rr , ir 32,1 ±= ; 3cos( 1 tcex t +=

)3sin2 tc+ ; )3cos33sin3()3sin3cos( 2121 tctcetctce
dt
dx tt +−++= ;

)3cos33sin3(
3
1

3
1

21 tctce
dt
dxxy t −=





 −= ; )3cos3sin( 21 tctcey t −= .
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Системы дифференциальных уравнений

424.4 (4324.4). 














−=

−+=

+−=

.2

,

,

yx
dt
dz

zyx
dt
dy

zyx
dt
dx

Решение
Дана система линейных дифференциальных уравнений с постоян-

ными коэффициентами. Составляем для нее характеристическое урав-
нение:

0220
12

111
111

23 =+−−⇒=
−−
−−

−−
kkk

k
k

k
 или ( )( )( ) 0211 =−+− kkk ;

2,1,1 321 =−== kkk .
Частные решения данной системы ищем в виде:

.,,
;,,

;,,

321

321

321

332211

332211

332211

tktktk

tktktk

tktktk

ezezez
eyeyey

exexex

γ=γ=γ=
β=β=β=

α=α=α=

                     (1)

а) k1 = 1:
Система уравнений для определения α1, β1 и γ1 имеет вид:

111

111

11

11

02
,0

,0
γ=β=α⇒







=γ−β−α
=γ−α

=γ+β−
.

Пусть α1 = β1 = γ1 = 1. Тогда ttt ezeyex === 111 ,, .

б) k2 = –1:

22

222

222

222
3

02
,02
,02

α−=β⇒






=γ+β−α
=γ−β+α
=γ+β−α

; 22 5α−=γ .
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Пусть α2 = 1. Тогда β2 = –3, γ2 = –5 и ttt ezeyex 5,3, 222 −=−== .

в) k3 = 2:

33

333

333

333

022
,0

,0
γ=α⇒







=γ−β−α
=γ−β−α

=γ+β−α−
; 03 =β .

Пусть α3 = γ3 = 1. Тогда tt ezyex 2
33

2
3 ,0, === . Окончательно имеем

ttt ececectx 2
321)( ++= − ; tt ececty −−= 21 3)( ; ttt ececectz 2

321 5)( +−= − .

424.5 (4324.5). 














−=

++−=

−−=

.

,

,2

zx
dt
dz

zyx
dt
dy

zyx
dt
dx

Решение

⇒=−−⇒=
−−

−−
−−−

⇒














−=

++−=

−−=

020
101

111
121

,

,2

23 kkk
k

k
k

zx
dt
dz

zyx
dt
dy

zyx
dt
dx

k1 = 0,

k2 = –1, k3 = 2.

Частные решения ищем в виде (1) задачи 424.4 (4324.4).
а) k1 = 0:







=γ−α
=γ+β+α−
=γ−β−α

.0
,0

,02

11

111

111
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Системы дифференциальных уравнений

Пусть α1 = γ1 = 1, β1 = 0. Тогда 0
11

0
1 ,0,1 ezyex ==== .

б) k2 = –1:

0
0

,02
,022

2

2

222

222
=α⇒







=α
=γ+β+α−
=γ−β−α

.

Пусть β2 = 1, γ2 = –2. Тогда tt ezeyx −− −=== 2,,0 322 .

в) k3 = 2:







=γ−α
=γ+β−α−
=γ−β−α−

.03
,0

,02

33

333

333

Пусть α3 = 3, β3 = –2, γ3 = 1. Тогда ttt ezeyex 2
3

2
3

2
3 ,2,3 === .

tecctx 2
31 3)( += ; tt ececty 2

32 2)( −= − ; tt ececctz 2
321 2)( +−= − .

424.6 (4324.6). 














+−=

++=

+−=

.44

,

,3

zyx
dt
dz

zyx
dt
dy

zyx
dt
dx

Решение

5,2,10
414

111
113

44

,

,3

321 ===⇒=
−−

−
−−

⇒














+−=

++=

+−=

kkk
k

k
k

zyx
dt
dz

zyx
dt
dy

zyx
dt
dx

.
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Частные решения ищем в виде (1) задачи 424.4 (4324.4).
а) k1 = 1:










=γ+β−α

=γ+α

=γ+β−α

034

,0

,02

111

11

11

⇒  α1 = β1 = – γ1.

Пусть α1 = 1, β1 = 1, γ1 = –1. Тогда ttt ezeyex −=== 111 ,, .
б) k2 = 2:

22

222

222

222
3

024
,0
,0

α=γ⇒






=γ+β−α
=γ+β−α
=γ+β−α

.

Пусть α2 = 1, β2 = –2, γ2 = –3. Тогда ttt ezeyex 2
2

2
2

2
2 3,2, −=−== .

в) k3 = 5:

3333

333

333

333
3,

04
,04

,02
α=γβ=α⇒







=γ−β−α
=γ+β−α

=γ+β−α−
.

Пусть α3 = 1, β3 = 1, γ3 = 3. Тогда ttt ezeyex 5
3

5
3

5
3 3,, === .

ttt ececectx 5
3

2
21)( ++= ; ttt ecececty 5

3
2

21 32)( −−= ;

ttt ececectz 5
3

2
21 33)( +−−= .

424.7 (4324.7). 














−+=

−+=

+=

xzy
dt
dz

zyx
dt
dy

yx
dt
dx

32

,3

,2

 (корни характеристического уравнения
irr ±== 3,2 3,21 ).
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Системы дифференциальных уравнений

Решение

ikk
k

k
k

xzy
dt
dz

zyx
dt
dy

yx
dt
dx

±==⇒=
−−
−−

−
⇒














−+=

−+=

+=

3,20
321

131
012

32

,3

,2

3,21 .

Частные решения ищем в виде (1) задачи 424.4 (4324.4).
а) k1 = 2:

111

111

111

1
,0

02
,0

,0
γ=α=β⇒







=γ+β+α
=γ−β+α

=β
.

Пусть α1 = γ1 = 1. Тогда tt ezyex 2
11

2
1 ,0, === .

б) k2 = 3 + i:

22

222

222

22
)1(

02
,0

,0)1(
α+=β⇒







=γ−β+α−
=γ−β+α

=β+α+−
i

i
i
i

, 22222 )1( =α+−α=β−α=γ iii

2)2( α−= i .

Пусть α2 = 1. Тогда β2 = 1 + i, γ2 = 2 – i; tiex )3(
2 ,+=

titi eizeiy )3(
2

)3(
2 )2(,)1( ++ −=+= .
Применяя формулы Эйлера, получим:

x2 = e3t(cos t + i sin t), y2 = (1 + i) e3t (cos t + i sin t), z2 = (2 – i) e3t (cos t +
+ i sin t) или x2 = e3t cos t + i e3t sin t; y2 =  e3t (cos t + sin t) + i e3t (cos t +
+ sin t); z2 = e3t (2cos t + sin t) – i e3t (cos t – 2sin t).

в) k2 = 3 – i:

⇒






=γ+β+α−
=γ−β+α

=β+α+−

02
,0

,0)1(

333

333

33

i
i
i

β3 = (1 – i) α3, γ3 = α3 + i β3 = α3 + i α3 + α3 =

= (2 + i) α3.
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Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Пусть α3 = 1. Тогда β3 = 1 – i; γ3 = 2 + i; tiex )3(
3

−= ;

tieiy )3(
3 )1( −−= ; tieiz )3(

3 )2( −+=  или )sin(cos3
3 titex t −= ;

)sin(cos)1( 3
3 titeiy t −−= ; )sin(cos)2( 3

3 titeiz t −+= , или

tietex tt sincos 33
3 −= ; )sin(cos)sin(cos 33

3 ttiettey tt +−−= ;

)sin2(cos)sincos2( 33
3 ttiettez tt −++= .

 За системы частных решений в случаях б) и в) можно отдельно
взять действительные части и отдельно мнимые части, а именно:

).sin2(cos),sincos2(
);sin(cos),sin(cos

;sin,cos

3
3

3
2

3
3

3
2

3
3

3
2

ttezttez
tteyttey

textex

tt

tt

tt

−=+=
+=−=

==

Тогда

)sincos()( 32
32

1 tctceectx tt ++= ; [ ]tcctccety t sin)(cos)()( 2332
3 −++= ;

[ ]tcctcceectz tt sin)2(cos)2()( 3232
32

1 −+−+= .

425 (4325). 










++=

=

− .

,

tt eex
dt
dy

y
dt
dx

Решение
Продифференцируем первое уравнение системы:

tt eex
dt

xd
dt
dy

dt
xd −+=−⇒= 2

2

2

2
.                         (1)

Соответствующее однородное уравнение: 02

2
=− x

dt
xd

. Характери-

стическое уравнение: k2 – 1 = 0, k1,2 = ±1. Общее решение однородного
уравнения: x* = c1e

t + c2e
–t.
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Ищем частное решение в виде:
tt BteAtex −+= ; tttt BeAetBeAex −− ++−=′ )( ; )( tt tBeAex − ++=″

)(2 tt BeAe −−+ .
Подставляем ″′ xx ,  в (1):

t Aet + t Be–t + 2 Aet – 2 Be–t – A te
t + B te

–t = et + e–t ⇒
2
1,

2
1 == BA .

Общее решение: ttececxxx tt sh21
* ++=+= − ; ec

dt
dxy t

1 −==

tttec t chsh2 ++− − .

426 (4326). 










+−=

+−=

− .6

,52

2t

t

eyx
dt
dy

exy
dt
dx

Решение
Продифференцируем первое уравнение системы:

ttt exeyx
dt

xdexy
dt

xd +′−+−=⇒+′−′= − 5212252 2
2

2

2

2
.

Подставим в него 




 −+= tex

dt
dxy 5

2
1 :

ttt x
dt
dx

dt
xdexeex

dt
dxx

dt
xd 28115263062 2

2
2

2

2
=++⇒+′−++−−= −

tt ee 72 2 += − .

Соответствующее однородное уравнение: 028112

2
=++ x

dt
dx

dt
xd .

Характеристическое уравнение: k2 + 11k + 28 = 0; k1 = – 4; k2 = – 7;
x* = c1e

– 4 t + c2e– 7 t.
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Для f1(x) = 2e– 2 t ищем частное решение в виде

tAex 2
1

−= , tAex 2
1 2 −−=′ , ⇒=″ − tAex 2

1 4
5
1228224 =⇒=+− AAAA .

Для f2(x) = 7et ищем частное решение в виде tBex =1 , tBex =′2 ,

tBex =″1 ; B + 11B + 28B = 7 40
7=⇒ B ; tttt eeececx

40
7

5
1 27

2
4

1 +++= −−− .

Тогда tttt eeecec
dt
dx

40
7

5
274 27

2
4

1 +−+−= −−− ; 

 −−= − tecy 4

2
1 4

1



−+++++−− −−−−− tttttttt eeeececeeec

8
755

40
7

5
27 27

2
4

1
27

2 ;

tttt eeececy
40
1

10
3

2
1 27

2
4

1 ++−= −−− .

427 (4327). 















 =′=′






 =′=′

.

,

2

dx
dzzxzy

dx
dyyxyyz

Решение
Разделим первое уравнение на второе:

z
dz

y
dy

zdx
dz

ydx
dy

zy
yz =⇒

⋅
=

⋅
⇒=

′
′

1  и yczzyc 11 lnln =⇒= .

Подставляем в первое уравнение z = c1 y:

dxxdyycxyyc =⇒=′ 2
1

2
1 , 2

23

1 23
cxyc += , но c1 y = z, тогда

2
22

2
3 cxzy =− .
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428 (4328). 










−=′

+=′

.

,

y
yxz

z
yxy

Решение

⇒






−=′

=′
⇒







−=′

=′+′
⇒







−=′

+=′
⇒










−=′

+=′ ,2)(,2,,

y
yxz

xzy

y
yxz

xyzzy

yxyz

yxzy

y
yxz

z
yxy










−
+

=′

+=
⇒







−=′

+=

.1

,

1

,

1
2

1
2

1
2

cx
xzz
z

cxy

y
xz

cxzy

Второе уравнение системы есть линейное дифференциальное урав-
нение: uvz = , vuvuz ′+′=′ . Тогда














−=′

=
+

−′

⇒











−=










+
−′+′

−=
+

−′+′

;1

,0

1

,1
1

2

1
2

1
2

vu

cx
vxv

cx
vxvuvu

cx
uvxvuvu

 ∫ ∫ ⇒
+

=
1

2 cx
dxx

v
dv

+=⇒ 1
2 cxv ; 21

2

1
2

ln1 ccxxu
cxdx

du +++−=⇒
+

−= ;

1
2

2

1
2

ln cxxc

cx
y

++−

+
= ; 





 ++−+= 1

2
21

2 ln cxxccxz .
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429 (4329). 




=++′
=′

.0
,

22 yxzxz
yyx

Решение

xcy
x

dx
y

dyy
dx
dyx 1=⇒=⇒= . Подставляем y во второе уравнение си-

стемы:

dxcxdzzcx
dx
dzxz )1()1( 2

1
2
1

2 +−=⇒+−= , 
cxxz +










+−=

222

2
1

222

dxc ⇒+
2
2 ; 2

222 czyx =++ . (Здесь учли, что xc1 = y.)

430 (4330). 










−−
=′

−−
=′

.2

,2

222

222

zyx
xzz

zyx
xyy

Решение

Разделим второе уравнение системы на первое: 
z

dy
z

dz
y
z

dy
dz =⇒=

ycz 1=⇒ .

Из первого уравнения системы имеем (делим правую часть почлен-

но на x2) ( )2
1

2 11

2

cu

uy
+−

=′ , где x
yu = . Заменим ycz 1= , yux = ,

uxuy +′=′ , ( ) ( )cxuuuxu
cu

uuxu 1
11

2 2
1

2
2
1

2
−+′−+′⇒

+−
=+′

( ) ucu 21 2
1

3 =+− ; ( ) ( )[[ ]2
1

22
1

2 1111 cuucuxu ++=+−′ ; 
( )[ ]
( )[ ] ucu

ducu
=

++

+−
2
1

2

2
1

2

11

11
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x
dx= ; 

( )
( )[ ] ( )2

1
22

1
2

2
1

2

1111

11

cu

CBu
u
A

ucu

cu

++

++=
++

+−
; ( ) Acu +=+− 2

1
2 11

( ) CuBuucA ++++ 222
11 ; 

( ) ( )
,1

1

,0

,11 2
1

2
1

0

1

2

==⇒










=

=

+−=++

BA

A

C

cBcA

u

u

u

( ) 0,12 2
1 =+−= Cc ; 

( )[ ]
( )∫ ∫ ∫ ++

++
−=

2
1

2

2
1

2

11

11

cu

cud
u
du

x
dx ; ( )2

1

2

11
lnln

cu

uc
x

++
=

( )2
1

2
2

11 cu

ucx
++

=⇒ ; 

( )





++

=
2
12

2
2

11 c
x
yx

ycx ; yczyx 2
222 =++ .

431 (4331). 






−′=
−′=

.)(
,)(

2

2

yzzy
yzyz

Решение

dyydzz
dz
dy

y
z =⇒= ; 1

22 czy =−  или 2
1 zcy += .

Из второго уравнения системы имеем 2
1 

 −=+ z
dx
dzzc

2
2

1 
+− zc . Разделяем переменные:

dz
zc

zcz
dx

2
1

2
2

1

+




 +−
= ; ∫ ∫ 













++−

+
= dzzcz

zc

zdx 2
12

1

2
2 ;














+

+
+−














++−

+
=

2
122

1
1

2
1

2
ln

22
zcz

zzcxczcz
x
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⇒+













+++ 0

2
2

1
1 ln
2

czcxc
2

22
1 czzczx +−+= , 

321
2

0
21

2

c

ccyyzx
−

++−= ;

2
2 cxyyz =−− .

432 (4332). 










=+

=+−

.cos

,sin34

ty
dt
dx

tx
dt
dy

dt
dx

Решение

t
dt
dy

dt
xd sin2

2
−=+ ; tx

dt
dx

dt
dy sin34 −+= ; 0342

2
=++ x

dt
dx

dt
xd ;

0342 =++ rr , 31 −=r , 12 −=r ; tt ececx −− += 2
3

1 ; 
dt
dxty =−= cos

tt ecect −− ++= 2
3

13cos .

433 (4333). 










=

=

.

,

2

2

2

2

y
dt

xd

x
dt

yd

Решение

2

2

4

4

dt
yd

dt
xd = ; 04

4

4

4
=−⇒= x

dt
xdx

dt
yd ; 014 =−r , 11 =r , 12 −=r , ir ±=4,3 ;

tctcececx tt sincos 4321 +++= − ; tctcecec
dt
dx tt cossin 4321 +−−= − ;

tctcececy
dt

xd tt sincos 43212

2
−−+== − .
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434 (4334). 










=+

=++

.1

,

2

2

2

2

dt
yd

dt
dx

ex
dt
dy

dt
xd t

Решение
Продифференцируем первое уравнение системы по t:

te
dt
dx

dt
yd

dt
xd =++ 2

2

3

3
.

Подставим в полученное уравнение 
dt
dx

 из второго уравнения си-

стемы: ⇒++−=⇒+−=⇒−= 2
0
1

2
0
12

2

3

3

2
1 ctcte

dt
dxcte

dt
xde

dt
xd ttt











=+++−=

26

0
1

132
2

1

3 ccctctctex t .

 Из первого уравнения системы имеем: xe
dt
dy t −= , +−= tt ee

dt
xd
2

2

⇒−+−−−−=−+−−−−+ tt ecctctctctectctct )2()1(
6

2
6 132

2
1

3

132
2

1

3

413

2

2
31

4
)2(

2
)1(

324
cetcctctcty t +−+−−−−= .

435 (4335). 
xy

dz
zx

dy
yz

dx
−

=
−

=
−

.

Решение
Приравнивая первое и третье соотношения, по правилу производ-

ных пропорций имеем

dyzxd
zx

dy
xz
dzdx −=+⇒

−
=

−
+ )(  и 1czyx =++ .
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Вторую интегрируемую комбинацию образовываем так:

yz
dx

yz
dzdydx

−
=

−
−−

)(2
 или cxzyxdxzyxd ′+=−−⇒=−− 22)( .

Третья комбинация:

dz
dy

yx
dxdzdy =

−
−−

)(2
 или cyxzydyxzyd ′′+=−−⇒=−− 22)( .

Четвертая комбинация:

xy
dz

yx
dydxdz

−
=

−
−−

)(2
 или czyxzdzyxzd ′′′+=−−⇒=−− 22)( .

Итак,

czyx
c

zyx
czyxz
cyxzy
cxzyx

+++=++−⇒








′′′+=−−
′′+=−−
′+=−−

222

1
2

2

2

)(,
,

43421
.

Окончательно: )( 122
222 cccczyx −−==++ ; 1czyx =++ ;

2
222 czyx =++ .

В задачах 436 (4336)–439 (4339) найти частные решения систем диф-
ференциальных уравнений, удовлетворяющие указанным начальным
условиям.

436 (4336). 










−=
−
+=

=
−
−=

=

=

.1,)(

;1,

02

02

2

x

x

z
yzx
yxz

dx
dz

y
yzx
yzy

dx
dy
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Решение

)(
)(

,
)(

22

2

2

yxz
dz

yzy
dy

yzx
dx

yzx
dx

yxz
dz

yzx
dx

zyy
dy

+
=

−
=

−
⇒










−
=

+

−
=

−
.

Составляем производную пропорцию:

)()()(
)(

)(22 yxz
dz

yxyx
yxd

yxz
dz

yx
dydx

+
=

+−
−⇒

+
=

−
− , 

z
dz

yx
yxd =

−
− )(

.

Интегрируем: czyxczyx =−⇒+=− lnlnln .

Используем начальное условие: c110 −=− , 1=c . Поэтому yxz −= .
Подставляем z в первое уравнение системы:

( )
x
y

x
y

x
y

x
y

x
xyyx

xyy
yxyx
yxyy

yxyx
yyxy

dx
dy

−+

−
=

−+
−=

+−
+−=

−−
−−=

2

2

2

2

2
22

2

22

22

2

2

1
2:2

)(
)(

.

Обозначим U
x
y = , Uxy = , UxUy +′=′ . Тогда UxU =+′

UUUxUUUxUUUxU
UU

UU −=−′−+′++′⇒
−+

−= 2232
2

2
2

1
2

;

322 23)1( UUUUUxU −−=−+′ ; )23()1( 22 +−−=+− UUUUUx
dx
dU

;

x
dx

UUU
UUdU =

+−−
+−

)23(
)1(

2

2
; 

21)2)(1(
12

−
+

−
+=

−−−
−−

U
C

U
B

U
A

UUU
UU

;

UUCUBUUUAUU )1()2()2()1(1 −+−+−−=−+− ;

2
3,1,

2
1

23:2
1:1

21:0
−==−=⇒







=−=
−=−=

=−=
CBA

CU
BU
AU

; 
3)2(

1

−

−=
UU

Ux ;
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232 )1()2( −=− UUUx ; 3
2

2

3

3
2 )2()()2( xyy

x
xy

x
xy

x
yx =−⇒−=−⋅

2)( xy −= .

437 (4337). 










−=+−+=

=−=

=

=

.
3
1,21

;
3
1,21

1

1

t

t

y
t
xyx

dt
dy

x
t
x

dt
dx

Решение

Ищем решения в виде: Atx = ; A
dt
dxBty =⇒= ; B

dt
dy = ;

3
21

3
1,

3
1

21
,21 +−+==⇒





+−+=
−= ytBAABtAtB

AA .

При tytxBByt
3
1;

3
1

3
1

3
21

3
1

3
1

3
11 −==⇒−=⇒+−−=⇒−== .

438 (4338). 0,1

,

,

,

000 ===














++=

−+=

−+=

=== ttt zyx

zyx
dt
dz

yxz
dt
dy

xyz
dt
dx

.

Решение
Характеристическое уравнение:

1112210
111

111
111

322 +++++−−−++⇒=
−

−−
−−

kkkkkk
k

k
k

011 =+−++ kk ; 04423 =−−+ kkk ; ⇒=++− 0)1)(2)(2( kkk
2,1,2 321 =−=−= kkk .
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Частные решения данной системы ищем в виде (первой) задачи
424.4  (4324.4):

а) k1 = –2:

111

111

111

111
,0

03
,0
,0

β−=α=γ⇒






=γ+β+α
=γ+β+α
=γ+β+α

. Если α1 = 1, то β1 = –1. Тогда

0,, 1
2

1
2

1 =−== −− zeyex tt .
б) k2 = –1:







γ−=β
=γ+β
=γ+β

⇒






=γ+β+α
=γ+α
=γ+β

.
,0
,0

02
,0
,0

22

22

22

222

22

22

Пусть β2 = 1, тогда γ2 = –1, α2 = 1; x2 = e–t, y2 = e–t, z2 = –e–t.
в) k3 = 2:

33

333

333

333
24

0
,03

,03
γ=β⇒







=γ−β+α
=γ+β−α

=γ+β+α−
. Если β3 = 1, то γ3 = 2, α3 = 1. Тогда

ttt ezeyex 2
3

2
3

2
3 2,, === ; ttt ececectx 2

32
2

1)( ++= −− , tecty 2
1)( +−= −

tt ecec 2
32 ++ − , tt ecectz 2

32 2)( +−= − .
Используем начальные условия:

2
1,

3
1,

6
1

02
,122

02
,0

,1
123

32

32

32

321

321
===⇒





=+−
=+⇒







=+−
=++−

=++
ccccc

cc

cc
ccc

ccc
.

Частное решение: ttt eeetx 22

6
1

3
1

2
1)( ++= −− ; tety 2

2
1)( +−= −

tt ee 2

6
1

3
1 ++ − ; tt eetz 2

3
1

3
1)( +−= − .
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439 (4339). 














=+=

=+=

−=+=

=

=

=

.0,

;1,

;1,

0

0

0

t

t

t

zyx
dt
dz

yxz
dt
dy

xzy
dt
dx

Решение
Характеристическое уравнение:

0230
11

11
11

3 =−−⇒=
−

−
−

kk
k

k
k

 или 0)1)(2( 2 =+− kk ;

1,2 3,21 −== kk .
а) k1 = 2:







=γ−β+α
=γ+β−α
=γ+β+α−

.02
,02
,02

111

111

111

Пусть 1111 =γ=β=α . Отсюда получаем первую систему решений:
ttt ezeyex 2

1
2

1
2

1 ,, === .
б) k2,3 = –1:
Три уравнения системы сводятся фактически к одному: 22 +β+α

02 =γ+  или 0333 =γ+β+α .
Полученное уравнение имеет два линейно независимых решения,

например: 1,0,1 222 −=γ=β=α  и 1,1,0 333 =γ−=β=α .  Каждому

из них соответствует единственное решение: tt ezyex −− −=== 222 ,0,

и tt ezeyx −− =−== 333 ,,0 .

Поскольку 03
111
101
011

0
0

2

2

2

≠−=
−

−=
−

−
−−

−

−

ttt

tt

tt

eee
ee

ee
, то решение
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образует фундаментальную систему. Общее решение имеет вид:
tt ecectx −+= 2

2
1)( , tt ececty −−= 3

2
1)( , ttt ececectz −− +−= 32

2
1)( .

Используем начальные условия:

1,1,003
0

,1
,1

3211

321

31

21
−=−===⇒







=+−
=−

−=+
cccc

ccc
cc
cc

и .

Частное решение: 0)(,)(,)( ==−= −− tzetyetx tt .

440 (4340). Найти пару линий, обладающих следующими свойствами:
а) касательные, проведенные в точках с одинаковыми абсциссами, пе-
ресекаются на оси ординат; б) нормали, проведенные в точках с одина-
ковыми абсциссами, пересекаются на оси абсцисс; в) одна из линий про-
ходит через точку (1; 1), другая через точку (1; 2).

Решение

Уравнения касательных к 1-й и 2-й кривой соответственно:

 )()()( 00101 xxxYxYY −′+= ;                           (1)

)()()( 00202 xxxYxYY −′+= .                          (2)

По условию при x = 0 левые части (1)
и (2) равны:

[ ] )()()()( 010200102 xYxYxxYxY −=′−′ .

Заменяя x0 на произвольную точку х,
имеем:

[ ]

.)(

)(
)()(
)()(

11

2
12

12

xcxY

xY
x

dx
xYxY
xYxYd

=−

−⇒=
−
−

      (3)

у1 = f1(x)

M1 = (x0, y1)

M2 = (x0, y2)

у2 = f2(x)
x0О

B

A

y

x
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Уравнения нормалей к кривым в точке х0:

)(
)(

1)(

),(
)(

1)(

0
02

02

0
01

01

xx
xY

xYY

xx
xY

xYY

−
′

−=
⇒

−
′

−=

.)())((
;)())((

00202

00101
xxxYxYY

xxxYxYY
−=′−
−=′−

В точке В   Y = 0:

xxxYxY
xxxYxY

−=′−
⇒−=′−

00202

00101
)()(

,)()(
)(
)(

)(
)(

01

02

02

01
xY
xY

xY
xY

=
′
′

.

Заменяем x0 на x: )()()()(
)(
)(

)(
)(

2211
1

2

2

1 xdYxYxdYxY
xY
xY

xY
xY =⇒=

′
′

,

212 )()( cxYxY zz =− .                                  (4)

Используем начальные условия для (3) и (4):

3,1
14

,12
)1()1(

,1)1()1(
21

2

1

212

112 ==⇒




=−
=−

⇒




=−
⋅=−

cc
c
c

cYY
cYY

zz ; ⇒




=−
=−

YY
XYY

zz 3
,

12

12

⇒






=+

=−
⇒





=+−
=−

X
YY

XYY

YYYY
XYY 3

,

3)()(
,

12

12

1212

12
X
XY

X
XY

2
3;

2
3 2

2

2

1
+=−= .

441 (4341). Даны две линии: )(xfy = , проходящая через точку (0; 1),

и ∫
∞−

=
x

dttfy )( , проходящая через точку (0; 
2
1

). Касательные, проведен-

ные к обеим линиям в точках с одинаковыми абсциссами, пересекают-
ся на оси абсцисс. Найти линию )(xfy = .
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Решение

 Пусть уравнение первой кривой )(1 xfY = , а второй – ∫
∞−

=
x

dttfY )(2 .

Тогда 1
2 )( Yxf

dx
dY == .

Уравнения касательных в точке х0:

)()()( 001011 xxxYxYY −′=− , )(2

0

dttfY
x

=− ∫
∞−

)()( 001 xxxY −= .

 В точке A 










−=−

′
−=−

⇒==
.

)(
)(

,
)(
)(

0

01

02
0

01

01
0

21

xY
xYxx

xY
xYxx

YY

Заменяя в правых частях x0 на x, имеем: 
1

2

1

1
Y
Y

Y
Y =

′
.

Приходим к системе дифференциальных уравнений:

2

2

1

1

1

2

1

1

2
1

1

2

1

1

2

1 ,
),(

),(

Y
dY

Y
dY

Y
Y

Y
Y

dx
dYY

Y
Y

Y
Y

xf
dx

dY
xfY

=










⇒
=

′

=
⇒















=
′

=

=

.

Интегрируя последнее равенство, получим CYY 21 = . При 11 =Y

и 
2
1

2 =Y  имеем С = 2. Итак, 21 2YY =  и 12 2
1 YY = . Подставляем 2Y

у

A

y2Y2

Y1

у1

x0О x
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в первое дифференциальное уравнение: 
dx
dYY 1

1 2
1=  или dx

Y
dY 2

1

1 = . Ин-

тегрируем его: 11 2ln CxY += ; 12
1

CxeY += ; 01:1 11
1

0
=⇒==

=
CeY C

x
;

xeY 2
1 = , xeY 2

2 2
1= .

442 (4342). Найти линию в пространстве, проходящую через точку (0; 1; 1)
и обладающую свойствами: а) след касательной на плоскости Oху при
перемещении точки касания вдоль линии описывает биссектрису угла
между положительными направлениями осей Oх и Oу; б) расстояние
этого следа от начала координат равно координате z точке касания.

Решение

Параметрические уравнения кривой: 






=
=
=

).(
),(
),(

tzz
tyy
txx

 Уравнение касательной к кривой L
в точке (x; y; z):

ttt z
zz

y
yy

x
xx

′
−=

′
−=

′
−

.         (1)

При 222,0 zyxyxz =+==  (по ус-
ловию OM = z) ⇒

2
zyx ±== .                                       (2)

Подставляем (2) в уравнения (1): ⇒
′

−=
′

−±

=
′

−±

z
z

y

yz

x

xz
22

O y

M

x

L

z

(x, y, z)
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








′−=′



 −±

′−=′



 −±

;
2

,
2

yzzyz

xzzxz

                             (3)

2
zx

z
zx ±=
′

−′ ; UVx = , VUVUx ′+′=′ ; 
2
zUV

z
zVUVU ±=
′

−′+′ ;

2
zV

z
zVUVU ±=





 ′

−′+′ ; 0=
′

−′ V
z
zV , zV

z
z

V
V =⇒

′
=

′
. Тогда

2
zzU ±=′ ; 1ln

2
1 CzU +±= ; zCzztx 1ln

2
)( +±= .

Из второго уравнения системы (3) имеем: zCzzy 1ln
2

+±= , где

)(tz  – свободная координата.

Итак, 










+±=

+±=

.ln
2

,ln
2

2

1

zCzzy

zCzzx

Используем начальные условия (0; 1; 1):







=+−

±=⇒




=
=

.0

,
2

ln

1
,0

2

1

zyx

zz
x

C
C

443 (4343). Два шарика, масса каждого из которых m, соединены очень
легкой пружиной (удлинение ее пропорционально растягивающей силе).
Длина нерастянутой пружины l0. Пружина растянута до длины l1, а за-
тем в момент t = 0 оба шарика, расположенные вертикально один над
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другим, начинают падать (сопротивлением среды пренебрегаем). Че-
рез время T длина нити сокращается до l0. Найти закон движения каж-
дого из шариков.

Решение
Начальные условия:

1)0( ly = , 0)0( =′y , 0)0( =x , 0)0( =′x .       (1)

Для состояния равновесия

0
0)(

ll
mgkmgllk
−

=⇒=− .

Дифференциальные уравнения движения шариков:





=′′+
−−−=′′−−

.2)(
),()( 00

mgxym
lxyklxym

Характеристическое уравнение для первого дифференциального урав-

нения: kmr −=2 , 
m
kr −=2 , i

m
kr ±=2,1 . Тогда t

m
kClxy sin10 +=−−

t
m
kC cos2+ .

Из второго дифференциального уравнения получаем: 2gtxy +=+

43 CtC ++ .
Используя начальные условия (1), имеем:

20100)( Clllxy t =−=−− = ; 0)()( 1000 ⇒==′−′=′−− == m
kCxylxy tt

01 =C . Тогда t
m
klllxy cos)( 010 −=−− .

С другой стороны, 410)( Clxy t ==+ = , )2()( 030 =+=′+′ == Cgtxy tt

03 == C .

l1

y(t)
х(t)
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Таким образом,

⇒







+=+

−=−−

1
2

010

)()(

,cos)()()(

lgttxty

t
m
kllltxty






+++= llgtty )(

2
1)( 01

2






−+ t

m
kll cos)( 01 ; 






















−−+= t

m
kllgttx cos1)(

2
1)( 01

2 .

Учитывая, что шарики совершают колебательное движение и чет-

верть  периода  колебания  
Tm

k

m
k

m
k

T
2

24

2 π=⇒π=π= ,  получаем:














 π−−+=

T
tllgttx

2
cos1)(

2
1)( 01

2 ; 
 +++= llgtty )(

2
1)( 01

2


π−+

T
tll

2
cos)( 01 .

444 (4344). Горизонтальная труба вращается вокруг вертикальной оси с
угловой скоростью 2 радиана в секунду. В трубке находятся два шарика
с массами 300 и 200 г, соединенные невесомой упругой нерастянутой
пружиной длиной 10 см, причем более тяжелый шарик дальше от оси
вращения. Сила 0,24 Н растягивает пружину на 1 см, а центр масс сис-
темы шариков удален от оси вращения на 10 см. Шарики удерживаются
в указанном положении некоторым механизмом. В момент, который счи-
таем началом отсчета времени, действие механизма прекращается, и
шарики приходят в движение. Найти закон движения каждого шарика
относительно трубки. (Трением пренебрегаем).

Решение
Пусть x – координата более тяжелого шарика; y – более легкого;

Fупр = сδ – сила упругости пружины; с = 0,24 Н/см = 24 Н/м; δ – смеще-
ние пружины.
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По условию m1 = 300 г = 0,3 кг; m2 = 200 г = 0,2 кг; ω = 2 рад/с. На
рисунке показаны силы, действующие только вдоль трубки ; АВ = 10 см
– первоначальная длина пружины; АМ и BD – соответственно смещение
крайних точек пружины при вращении трубки; С0 – центр масс системы.

Дифференциальное уравнение относительного движения каждого из
шариков (расстояния в метрах) имеет вид







−−+ω=′′
−−−ω=′′

).1,0(
),1,0(

2
21

2
11

yxCymym
yxCxmxm                             (1)

Смещение δ = BD + AM = (x – 0,14) + (0,01 – y) = x – y – 0,1. Тогда





−−+⋅=′′
−−−⋅=′′

).1,0(2,042,0
),1,0(3,043,0

yxCyy
yxCxx                          (1′)

Складывая почленно уравнения системы (1′) получаем

)2,03,0(42,03,0 yxyx +=′′+′′ .                           (2)

Обозначим Uyx =+ 2,03,0 . Тогда Uyx ′′=′′+′′ 2,03,0 , 04 =−′′ UU .

Характеристическое уравнение: 2,04 2,1
2 ±==− rr ; += eCU t20

1

⇒+=−++=+ −− tCtCeCCeCCeC ttt 2sh2ch
22 21

22122120
2





+=′+′
+=+

).2ch2sh(22,03,0
,2sh2ch2,03,0

21

21
tCtCyx

tCtCyx
                      (3)

 

10 см

6 см 4 смC0 DB

Fупр

х, у

Fсδ

xy

AM
O

Fсδ Fупр
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Используем начальные условия: 0=t  )(14,0 м=x , 0=′x ; )(04,0 м=y ;
0=′y . Подставляем их в (3):

0;05,020
,01008,0042,0

21
2

21 ==⇒




=
⋅+⋅=+ CCC

CC .

Значит, xtytyx 5,12ch25,02ch05,02,03,0 −=⇒=+ .
Подставляем у в первое уравнение системы (1′), разделив предва-

рительно обе части его на 0,03:

82ch20196)1,05,12ch25,0(804 +=′+′′⇒−+−−=′′ txxxtxxx .   (4)

Характеристическое уравнение для соответствующего однородно-

го уравнения: irr 14,0196 2,1
2 ±==+ .

Общее решение однородного уравнения: tDtDx 14sin14cos 21
* += .

Частные решения ищем в виде BtAx += 2ch , tAx 2sh2=′ ,

tAx 2ch4=′′ .
Подставляем эти решения в (4):

10
182ch201962ch1962ch4 AtBtAtA ⇒+=++ ; 

49
2=B ; * =+= xxx

49
22ch

10
114sin14cos 21 +++= ttDtD ; tDtDx )14cos14sin(14 21 ++−=′

t2sh
5
1+ .

Используем начальные условия:

49
04,0,0

140

,
49
2

10
114,0

12

2

1 −==⇒






=

++= DD
D

D ;

)(
49

20014cos
49
42ch10)(

49
214cos

49
04,02ch

10
1 смм +−=+−= ttttx ;
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=




 +−−=

49
214cos

49
04,02ch1,05,12ch25,0 ttty 14cos

49
06,02ch1,0 −+ tt

см)м (
49

30014cos
49
62ch10)(

49
3 −+=− tt .

445 (4345). Скорость роста культуры микроорганизмов пропорциональ-
на их количеству и количеству питательных веществ (коэффициент про-
порциональности равен k). Скорость убывания питательных веществ про-
порциональна наличному количеству микроорганизмов (коэффициент
пропорциональности равен k1). В начале опыта в сосуде имелось A0 мик-
роорганизмов и B0 питательных веществ. Найти зависимость количе-
ства A микроорганизмов и количества B питательных веществ от вре-
мени ( 0,0 1 >> kk ).

Решение
Составляем систему дифференциальных уравнений:










−=

⋅=

.

),(

1Ak
dt
dB

BAk
dt
dA

Начальные условия: 00 AA t == ; 00 BB t == .
После деления почленно первого уравнения системы на второе по-

лучим:

dBB
k
kdAB

k
k

dB
dA

11
−=⇒−= ; 1

2

1 2
CB

k
kA +⋅−= .

Используем начальные условия:

2
0

1
011

2

1
0 2

B
k
kACCB

k
kA +=⇒+⋅−= .

Итак,

( ) 







−





 +=−+= 2

0
12

0
1

22
0

1
0

2
22

BA
k
kB

k
kBB

k
kAA .
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Обозначим 0
12

0
2 A
k
kB +=α . Тогда

( )22

12
B

k
kA −α= .                                  (1)

Подставляя значение А во второе уравнение системы и разделив
переменные, получим
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Подставим это значение В в (1):
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446 (4346). Допустим, что бактерии размножаются со скоростью, про-
порциональной их наличному количеству (коэффициент пропорциональ-
ности равен a), но в то же время вырабатывают яд, истребляющий их со
скоростью, пропорциональной количеству яда и количеству бактерий (ко-
эффициент пропорциональности равен b). Далее, допустим, что скорость
выработки яда пропорциональна наличному количеству бактерий (коэф-
фициент пропорциональности равен c). Число бактерий сначала возрас-
тает до некоторого наибольшего значения, а значит, убывает, стремясь
к нулю. Показать, что для любого момента t число N бактерий дается
формулой

( )2
4

ktkt ee

MN
−+

= ,

где M – наибольшее число бактерий и время t измеряется от того мо-
мента, когда N = M; k – некоторая постоянная.



304

Решебник задач по теме "Дифференциальные уравнения"

Решение
Пусть N – количество бактерий в момент времени t. Условию зада-

чи соответствует следующая система дифференциальных уравнений:










=

−=

.

,

cN
dt
dT

bNTaN
dt
dN

                                 (1)

Разделив обе части первого уравнения системы (1) на соответству-

ющие части второго, получим дифференциальное уравнение 
c
a

dT
dN −=

1

2

2
CT

c
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c
aNT

c
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Учитывая, что при N = 0 величина T = 0, получим C1 = 0. Итак,

2

2T
c
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aN ⋅−= .

Если обозначить m
c
a = , n

c
b =
2

, то

2nTmTN −= .                                       (2)

Преобразовав (2) к виду 
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Запишем (2) иначе: 02 =+−
n
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n
mT . Тогда

n
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n
m

n
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42
.

Подставляя это значение T в первое уравнение системы (1), получим

n
N

n
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n
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После подстановки в (4) значения m и n учетом (3), получим

M
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Разделим переменные в последнем дифференциальном уравнении:
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( ) ( ) t
t

ttM

dtMt

tMN

dtMtdNt
M
N

M
NN

dN
+
−=

−
=

















−=

−==−=
− ∫∫ 1

1ln
1

2

1

,2,1

1
22

.

Итак, 21
1ln Cat

t
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 Учитывая, что при t = 0  N = M, получаем, что при t = 0 и C2 = 0.

Тогда 
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Обозначив ka =
2

, окончательно имеем ( )2
4
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447 (4347). Два цилиндра, основания которых лежат в одной плоскости,
соединены внизу капиллярной трубкой, наполнены жидкостью до разной
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высоты (H1 и H2). Через трубку в единицу времени протекает объем
жидкости, пропорциональный разности высот, т. е. равный α  (h1 – h2),
где α – коэффициент пропорциональности. Найти закон изменения высо-
ты жидкости в сосудах над капиллярной трубкой. Поперечное сечение
сосудов S1 и S2.

Решение
Обозначим h1(t) и h2(t) – пере-

менные высоты жидкостей в сооб-
щающихся сосудах; v1(t) и v2(t) –
скорости протекания по первому и
второму цилиндрам. Тогда

2211 )0(;)0( HhHh == .   (1)

 Система дифференциальных
уравнений:
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Решение системы:
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Характеристическое уравнение:
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Из первого уравнения системы (2) имеем

1

21
1

)()(
S

HHth −α−=& .                                (5)

Подставляем начальные условия (1) и (5) в (3) и (4):
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Аналогично
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