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ПЕРЕДМОВА

У Національному університеті кораблебудування іме-
ні адмірала Макарова протягом більш як 40 років щорічно
проводяться математичні олімпіади для студентів I–III курсів.
Задачі, що пропонуються на цих олімпіадах, носять нестан-
дартний характер і часто вимагають від студентів не тільки
знання програмного матеріалу, але і творчого підходу.

Даний посібник містить більше ніж 180 задач, що пропо-
нувалися на математичних олімпіадах нашого університету
впродовж вказаного періоду, а також деякі задачі всеукраїнсь-
ких студентських математичних олімпіад. Для всіх задач на-
ведено розв'язки або вказівки до розв'язування.

Посібник допоможе студентам навчитися розв'язувати
задачі проблемного характеру, дасть можливість оцінити свої
здібності та підготуватися до участі в подібних заходах.
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І. МАТРИЦІ ТА ВИЗНАЧНИКИ

Умови задач

1.1. Довести, що матриця 









dc
ba

A  задовольняє рівнян-

ня     ,2 OEbcadXdaX   де ,
10
01








E  а .

00
00








O

1.2. Знайти матрицю .
10
11

,20002015








 AAAB

1.3. Обчислити .
01
10 2015











1.4. Обчислити .
001
010
100 2015



















1.5. Квадратна матриця A задовольняє рівняння

.32 OEAA   Довести, що ,31 AEA   якщо E – оди-
нична матриця, а O – нульова матриця.
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1.6. Нехай A і B – квадратні матриці однакового порядку,
такі, що ,OBAAB   де O – нульова матриця. Довести,
що .BAAB 

1.7. Довести, що   .111   ABAB

1.8. Нехай , ,  – корені рівняння .03  qpxx  Обчис-

лити визначник .






1.9. В матриці 

















acb
bac
cba

M  з дійсними елементами

виконується рівність .1222  cba  Показати, що .1det M
1.10. Матриця, що складається лише з нулів та одиниць,

називається бінарною. Яку найбільшу кількість одиниць може
містити невироджена бінарна матриця порядку n?

Розв'язки задач
1.1. Підставимо матрицю A в задане матричне рівняння:

  

   

.
00
00

0
0

10
01

2

2

2

2

O
bcad

bcad

dadcdac
bdabada

dbccdac
bdabbca

bcad
dc
ba

da
dc
ba

dc
ba























































































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1.2. Для виявлення закономірності знайдемо значення
виразу An (піднесення матриці A в степінь n) при n = 1, 2, ... :

д.т.і
10
41

10
31

10
11

,
10
31

10
21

10
11

,
10
21

10
11

10
11

,
10
11

34

23

21



























































































AAA

AAA

AAAAA

На основі даних обчислень можна зробити висновок, що

,
10

1










n
An  тоді

 .
00

150
10

20001
10

2015120002015

























 AAB

1.3. Нехай ,
01
10










A  тоді за умовою задачі необхідно

знайти значення матриці А2015. Для виявлення закономірності
знайдемо значення виразів А2, А3, А4, … :

,
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102
































 AAA
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.
10
01

01
10

01
10

,
01
10

10
01

01
10

34

23

EAAA

AAA

















 



















 
























Оскільки А4 = Е, то в результаті подальшого підвищен-
ня степеня значення виразу An почнуть повторюватися

( ,45 AEAAAA   22426 AEAAAA   і т. д.). Та-а-
ким чином,

  .
01
103350335034350342015







 
  AAEAAAA

1.4. Уведемо позначення ,
001
010
100


















A  тоді за умовою

задачі необхідно знайти значення матриці А2015. Аналогічно
попередньому прикладу знайдемо значення А2, А3, А4, … :

,
100

010
001

001
010
100

001
010
100

2























































 AAA

,
001
010
100

100
010
001

001
010
100

23















 







































 AAA
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.
100
010
001

001
010
100

001
010
100

34 EAAA 































 




















Оскільки А4 = Е, то в результаті подальшого підвищен-
ня степеня значення виразу An будуть повторюватися. Таким
чином,

  .
001
010
100

3350335034350342015















 
  AAEAAAA

1.5. Обидві частини рівності OEAA  32  помножи-

мо на матрицю A–1 зліва ,3 1111 OAEAAAAAA
EE

  

звідки .3 1 OAEA    З останньої рівності отримуємо

.31 AEA 

1.6. 1-й спосіб
До лівої і правої частин рівності OBAAB   додамо

одиничну матрицю E того ж порядку, що і матриці A та B:

.EEBAAB 

Рівняння, що отримали в результаті, перетворимо наступ-
ним чином:

 

   .

,

EEBEA

EEBEBA




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З останньої рівності випливає, що матриці А + Е і В + Е –
взаємно обернені, а отже    .EEAEB   Тоді

EEBEEABA  2  або .OBABA 
Порівнявши рівняння OBAAB   і ,OBABA 

робимо висновок, що АВ = ВА.

2-й спосіб
З рівності OBAAB   маємо .BAAB   Припу-

стимо, що рівність АВ = ВА виконується, тоді .OBABA 
Останню рівність помножимо зліва на A:

.OBAAABAA 

Тоді ,OABAAAAB    ,OBAAAABA 

,OBAAABAAA   звідки ,OBABA   тобто зроб-
лене припущення правильне.

3-й спосіб
Ліву і праву частини рівності OBAAB   помножи-

мо на А–1 зліва:

   .11111 OBAEBOABAAAABA  

Останню рівність помножимо на матрицю В–1 справа:

  .1111111 OABEBOBBABEBB  

Рівняння OABE   11  помножимо на матрицю A
справа:

  .111 OEABAAOAAABAE  

Отримане рівняння помножимо на матрицю B зліва:

.1 OBABAOBEBABBAB  
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З рівнянь OBAAB   і OBABA   випливає,
що АВ = ВА.

1.7. Рівність (АВ)–1 = В–1А–1 помножимо справа на AB:

    .111 ABABABAB  

Обчислимо значення виразів у лівій та правій частині даної
рівності:

 

    .

,

111111

1

EBBBEBBAABABAB

EABAB









Оскільки рівність     ABABABAB   111  є правиль-

ною, то правильною буде і рівність   .111   ABAB

1.8. Обчислимо визначник

.3333 






Оскільки ,  і  є коренями рівняння ,03  qpxx  бу-
дуть справедливими наступні рівності:

,0,0,0 333  qpqpqp

звідки

.,, 333 qpqpqp 
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Тоді значення визначника

 
  .33

3
3333






qp
qpqpqp

За теоремою Вієта для коренів рівняння 03  qpxx
справедливі наступні співвідношення:

.,,0 qp 

Таким чином, значення визначника

  .033033  qqpqp

1.9. Розглянемо три вектори:  ,,, cbaA    ,,, bacB 

 ,,, acbC   їх модулі: 1222  cbaCBA .

Модуль мішаного добутку цих векторів чисельно дорівнює
модулю визначника матриці M:

.det M
acb
bac
cba

CBA 

Оскільки мішаний добуток век-
торів можна подати як скалярний
добуток вектора C  на результат век-
торного добутку векторів А  і ,В
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маємо

 
.1cossincossin

det





CBA

CBACBAM

1.10. Шукана матриця, з одного боку, повинна містити
якомога більше одиниць, а з іншого – мати визначник, відмін-
ний від нуля. Друга умова не буде виконуватися, якщо матри-
ця буде містити однакові рядки або стовпці. Враховуючи дані
умови, розглянемо матрицю, в якій всі елементи рівні оди-
ниці, крім тих, в яких номер рядка на одиницю менший від
номера стовпця, тобто

.

10...111
..................
11...011
11...101
11...110
11...111



























                       (1.1)

Обчислимо визначник даної матриці, розклавши його за
елементами першого стовпця:



10...111
..................
11...011
11...101
11...110
11...111
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.

10...11
...............
11...10
11...11
11...11

)1(1...

10...11
...............
11...01
11...11
11...11

1

10...11
...............
11...01
11...10
11...11

0

10...11
...............
11...01
11...10
11...11

1





 ji

У даній сумі всі доданки, крім першого, дорівнюють нулю
(у другому доданку визначник множиться на нуль, у всіх на-
ступних визначники дорівнюють нулю, оскільки перші два
рядки в них однакові). Визначник, що залишився, має таку
ж структуру, як і початковий, однак його порядок на одини-
цю менший. Поступово понижаючи порядок, доходимо до
визначника першого порядку, рівного одиниці, отже

,1

10...111
..................
11...011
11...101
11...110
11...111



тобто матриця (1.1) є невиродженою.
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Оскільки заміна будь-якого нуля на одиницю призведе до
появи однакових рядків у матриці (тобто перетворить її у ви-
роджену), то кількість одиниць у матриці (1.1) є найбільшою
для невироджених бінарних матриць порядку n. Дана кількість

 1 nnnk , або   11  nnk .
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ІI. ВЕКТОРИ

Умови задач

2.1. Показати, що вектори    cabcba   і c  взаємно пер-
пендикулярні.

2.2. Нехай a  і b  – два довільних вектори. Довести, що

     ,bbaababa 

де  ba  – скалярний добуток векторів (нерівність Гаусса-
Шварца).

2.3. Тіло обертається рівномірно з кутовою швидкістю 
навколо осі, яка проходить через початок координат і складає
з координатними осями кути ,  і . Знайти швидкість точки
тіла  zyxP ,, .

2.4. Довести, що віддаль h між паралельними прямими
можна знайти за формулою

,
2

21

r
rr

h




де 1r  – вектор, який іде з точки на одній прямій до точки на
другій, а 2r – вектор, паралельний даній прямій.
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2.5. Знаючи, що між радіусами-векторами трьох точок A1,
A2 і A3 існує лінійна залежність ,0352 321  rrr  показати,
що ці точки лежать на одній прямій.

2.6. Виразити площу S трикутника через радіус-вектори

321 і, rrr його вершин.

2.7. Довести, що якщо вектори a , b , 
b
b

a
a
  зведені до

спільного початку, то останній вектор ділить навпіл кут між
двома першими.

2.8. Вершинами піраміди є точки    ,0;;0,0;0; bBaA

   .0;0;0і;0;0 OcC  Знайти двогранний кут при ребрі AB.

2.9. Дано три некомпланарних вектори .,, 321 aaa  Знай-

ти ,,, 321 bbb що задовольняють умови: 








.,1
;,0

ji
ji

ba ji

2.10. Засобами векторної алгебри довести, що три висо-
ти трикутника перетинаються в одній точці.

2.11. Засобами векторної алгебри встановити, в якому
співвідношенні ділять одна одну медіани трикутника.

2.12. Засобами векторної алгебри довести теорему синусів.
2.13. Показати, що у всякому трикутнику з площею S

.
4

ctgctgctg
222

S
cbaCBA 



2.14. Довести, що при довільному розташуванні точок A,
B, C, D у просторі має місце рівність

.0 CDABBDCAADBC
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2.15. Три вектори OСOВOA і,  задовольняють умовуу

.0 OAOCOCOBOBOA

Довести наступне:

а) вектори OСOВOA і,  компланарні;
б) точки A, B, C лежать на одній прямій.
2.16. Розглянемо три некомпланарних вектори cba ,,

у просторі, що зведені до спільного початку. Довести, що пло-
щина, яка проходить через кінці цих векторів, перпендику-
лярна до вектора .accbba 

2.17. Вектори dcba ,,,  перпендикулярні до граней
трикутної піраміди, а їх модулі дорівнюють площам відповід-
них граней. Довести, що .0 dcba

2.18. З однієї точки проведено три вектори: .і, cba  Знаю-

чи, що відстань між кінцями векторів ba і  дорівнює відстані

між кінцями векторів ,і cb  показати, що вектори bca 2
і ca   взаємно перпендикулярні.

2.19. Точки A1, A2, …, A6 розбивають коло діаметром 1 на 6
рівних дуг. Нехай B – довільна точка цього ж кола. Знайти
модуль суми векторів

.... 621 BABABA 

2.20. До вершини правильного тетраедра з ребром a при-
кладені три сили, які зображуються вектор-ребрами. Визна-
чити величину рівнодійної.
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2.21. Нехай cba ,,  некомпланарні вектори. Довести,

що 
cba
bac

cba
acb

cba
cba 







 *,*,*  також некомпланарні

вектори. Знайти коефіцієнти  і  розкладу вектора x  за
базисом  cba і,  (формула Гіббса):

.*** cbax 

Розв’язки задач
2.1. Нехай    .cabcbap   Помножимо цю рівність ска-

лярно на c :       ,0 cabccbacpc  звідки випливає,
що .cp 

2.2. За означенням скалярного добутку ,cos baba

.,
2222 bbbbaaaa   Тоді нерівність набуде вигляду

.cos
22222 baba  Оскільки 1cos2   для ,R  нерів-

ність      bbaababa   доведено.

2.3. Нехай кутова швидкість
точки P задається вектором

 ,,, zyx   де ,  а поло-

ження – радіус-вектором  .,, zyxr
Тоді лінійну швидкість v  точки P
знаходимо:
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   

  .coscos

coscoscoscos

coscoscos

kxz

jzxiyz

zyx

kji

rrr

kji
rv

zyx

zyx







2.4. На векторах 1r  і 2r  побудуємо паралелограм ABCD.
Оскільки сторони AD і BC лежать на паралельних прямих, то
довжина висоти BH буде дорівню-
вати відстані між даними прямими.

За властивостями векторного
добутку площа паралелограма

.21 rrADABS ABCD   З іншо-

го боку, .2rhADBHS ABCD 
Із цих рівностей випливає, що

                     .
2

21

r
rr

h




2.5. Якщо точки A1, A2 і A3
лежать на одній прямій l, то векто-
ри 3221 і AAAA  будуть коліне-
арними, тобто матиме місце рів-
ність .3221 AAAA   Оскільки

,1221 rrAA   а ,2332 rrAA   от-
римаємо  ,2312 rrrr   звідки

 

0
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  01 321  rrr  або   .02122 321  rrr  При 5,1
отримаємо рівняння, наведене в умові задачі, –

.0352 321  rrr

2.6. Нехай точки А1, А2, А3 –
вершини деякого трикутника,
а 321 ,, rrr  – відповідні їм радіус-
вектори. У цьому випадку бу-
дуть справедливими рівності

1221 rrAA   і .1331 rrAA   Тодіді
площа трикутника A1A2A3

   

.
2
1

2
1

2
1

2
1

133221
0

11311232

13123121321

rrrrrrrrrrrrrr

rrrrAAAAS AAA











2.7. Як спільний початок даних
векторів виберемо деяку точку O.

Вектори 
b
bb

a
aa і,і  відповід-

но колінеарні, тобто кут між векто-
рами ba і  дорівнює куту між век-

торами .і
b
b

a
a  На двох останніх
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векторах побудуємо паралелограм OACB. Оскільки 
b
b

a
a і

є ортами векторів ba і , даний паралелограм є ромбом,
а отже його діагональ OC ділить кут AOB навпіл. Як видно,

,
b
b

a
aOBOAOC   то наведене в умові задачі твер-

дження доведено.

2.8. Двогранний кут при ребрі AB рівний куту між векто-
рами нормалей 21 nіn  граней
піраміди, які його утворюють. Як
вектори нормалей візьмемо ре-
зультати векторного добутку век-
торів, розміщених на відповідних
ребрах. Координати цих векторів:

 ,0;0;aOA   ,0;;0 bOB   ,;0; caCA 

 .;;0 cbCB 
Тоді

 

 .;;
0

0

,;0;0
00
00

2

1

abacbc
cb
ca

kji
CBCAn

ab
b

a
kji

OBOAn






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За властивістю скалярного добутку

,

coscos

222222

22222222

22

21

21
21

accbba

ab

bacacbba

ba
nn
nnnn






















звідки .arccos
222222 accbba

ab




2.9. За умовою задачі вектор 1b  перпендикулярний до
векторів 32 і aa , отже його можна податити у вигляді

 ,321 aakb   де k – деяке дійсне число. Оскільки ,111 ab

то   ,1321  aaak  звідки ,1

321 aaa
k   а отже .

321

32
1 aaa

aab 


Аналогічно 
321

13
2 aaa

aab 
  і .

321

21
3 aaa

aab 


2.10. Розглянемо ABC, в яко-
му з відповідних вершин на про-
тилежні сторони опущені висоти
AF, CE і BD. Нехай висоти AF і BD
перетинаються в точці O. Доведе-
мо, що перпендикуляр CE до сто-
рони AB проходить через точку O,
або це усе одно, що скалярний до-

буток .0 ABCO



23

Олімпіадні задачі з вищої математики

З рисунка видно, що .ABOAOB   Оскільки ,BCAF 

то 0CBOA  або     ,0 ACABACCO  звідки

.
2

ACABACABCOACCO  (2.1)

Оскільки 0то,  ACOBACBD  або   ACCOAB

,0 AC  звідки

.2ACACABACCO    (2.2)

Підставляємо (2.2) в (2.1):

.0
22

 ABCOACABACABCOACACAB

З останньої рівності випливає, що ,ABCO   а отже тре-
тя висота CE також проходить через точку O.

2.11. Нехай точки P, M і N – середини сторін ABC.

Оскільки MN – середня лінія трикутника, то .2MNAC 

Оскільки ,OCAOAC   а ,ONMOMN   то маємо

 ,2 ONMOOCAO   звідки

.22 OCMOONAO   Остання
рівність можлива тільки у тому
випадку, коли вирази зліва і спра-
ва від знака рівності будуть рівни-
ми нулю, інакше в противному ра-
зі матимемо рівність двох неколі-
неарних векторів, що неможливо.
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Отже,

.22

2222





MO

OC
і

ON

AO

MOOCіONAOMOOCіONAO

Аналогічно можна довести, що .2
OP

BO

2.12. Через вершини
довільного ABC прове-
демо прямі ED, EA і CD,
паралельні протилежним
до цих вершин сторонам.
Тоді площу паралелогра-
ма ABDC можна знайти
як модуль векторного до-

бутку векторів :і ACAB

.sin  ACABACABS ABDC

Аналогічно площа паралелограма AEBC

  .sinsin 



ACCBACCB

ACCBACAESAEBC

Площі двох указаних паралелограмів рівні, тому
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.
sinsin

sinsin






CBAB

ACCBACAB

Таким самим способом доводиться рівність .
sinsin 




ACAB

Остаточно отримуємо:

.
sinsinsin 







ABACCB

2.13. За властивістю векторно-
го добутку площа трикутника ABC

 bcACABS ABC 2
1

2
1

,sin
2
1sin

2
1 AcbAbc   звідки

.2sin
cb
SA  Аналогічно 

ca
SB 2sin 

.2sinі
ba

SC 

З іншого боку, за означенням скалярного добутку

,coscos AcbAbcbcACAB   звідки .cos
bc

cbA 

Аналогічно .coscos
ab
baCі

ac
caB 
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Таким чином, ,
2sin

cosctg
S
cb

A
AA   відповідно 

S
caB

2
ctg 

,
2

ctgі
S
baC   звідки

     

      .
444

4

4
222ctgctgctg

222222

S
cba

S
cba

S
abccbacab

S
cacbcabacbba

S
bacacbCBA

cab




















 

2.14. Уведемо нові позначення для векторів ,aDA 

,bDB   cDC   і виразимо через них вектори, які входять до
рівності:

1)  BDCDBC

 ;bcCDBDBC 

2) ;aAD 

3)  CDADCA

 ;caADCDCA 

4) ;bBD 

5) ;abBDADABADBDAB 

6) .cCD 
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Тоді ліва частина рівності набуває вигляду

        
.0





cacbcbbabaca

cabbcaabc

CDABBDCAADBC

2.15. а) Помноживши дану рівність скалярно на ,OA  от-
римаємо суму трьох мішаних добутків:

      .0 OAOAOCOAOCOBOAOBOA

За властивостями мішаного добутку    OAOBOA

  ,0 OBOAOA      ,0 OCOAOAOAOAOC  а отже
рівняння набуває вигляду

  .0 OAOCOB

З останньої рівності випливає,

що вектори OCOBOA ,,  – ком-
планарні.

б) З рисунка видно, що

,BCOBOC   тоді ліва частина
рівності набуває вигляду

 
  .0





BCOBOBOBOCOBOA

BCOBOBOCOAOBOA

OAOCOCOBOBOA
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Оскільки ,BCOBOA   а ,0OBOB  маємо

  ,0 BCOBOABCOBBCOA

а зважаючи, що ,ABOBOA   то .0BCBA
У даному випадку векторний добуток дорівнює нулю, тому

вектори BCBA і  колінеарні, а оскільки вони мають спільну
точку B, то точки A, B і C лежать на одній прямій.

2.16. 1-й спосіб
Якщо площина  проходить через кінці векторів ,,, cba  тоо

вектори caіba   будуть належати цій площині. Розгля-
немо вектор      


cbabcaaacabax

0

.accbba   За означенням векторного добуткуу
 bax   і  ,cax   а отже,

вектор accbbax   пер-
пендикулярний до площини 

 2-й спосіб
Розглянемо вектор  bax

.accb   Щоб довести, що
   ,і caxbax   знай-

демо скалярні добутки:

 

     
      






00

aacacbaba

caaccbbacax
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     

;0
00






cbacbacbaacb

cacccbcba 

     
     

     

.0
00

00













bacbacbacacb

bacbcbbba

aacacbaba

baaccbbabax





Отже, вектори caіba   перпендикулярні до векто-
ра ,x  а оскільки вони лежать у площині , то .x

2.17. Якщо вектори ,a  ,b  ,c

,d  ,OA  ,OB  ,OC  ,AB  і AC  на-
правлені, як показано на рисунку,

то ,
2
1 OBOAa   ,

2
1 OCOBb 

,
2
1 OAOCc   .

2
1 ABACd   То-о-

ді сума векторів, перпендикулярних до граней піраміди,


 .0

2
1





OAOAOAOCOBOAOBOC

OAOCOCOBOBOAdcba
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2.18. Розглянемо вектори abd   та .bcl   За умо-

вою задачі ,ld   а отже     ,22 bcab    22 2 abab

,2 22 bbcc    .222 acbac   Скалярний добутокок

     caacabca 22

 cbabcac 222

 .222 cabca 

Оскільки  ,222 acbac   то
остання рівність набуває вигляду

    ,022  cabacb  а отже

вектори bca 2  і ca   перпендикулярні.

2.19. Кожен із векторів )6,...,2,1( iBAi  виразимо черезз

суму вектора BO  та вектора, що сполучає центр кола з відпо-
відною точкою на колі:

.

...
,

,

66

22

11

OABOBA

OABOBA

OABOBA







Ураховуючи, що ,
2
1

BO

знайдемо модулі сум лівої і пра-
вої частин даних рівностей:
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.36...6...
0

621621 


BOOAOAOABOBABABA
  

2.20. Нехай OABC – правильний тетраедр, тоді сили, при-
кладені до його вершини O, будуть зображені вектор-ребра-

ми ,OA  ,OB  ,OC  причому .aOCOBOA   Рівнодійна

сила R  буде дорівнювати векторній сумі трьох початкових
сил і може бути представлена графічно у вигляді діагоналі
паралелепіпеда, побудованого на трьох указаних векторах:

.OCOBOAR 

 

З прямокутного OHA маємо 
2

360sin aOAOH   ,

а оскільки OADB – ромб, то .32 aOHOD 
Тетраедр OABC правильний, отже апофеми OH і CH рівні

і їх довжина .32 aOHOD   Тоді з OHC за теоремою ко-

синусів ,cos2222  OHOCOHOCCH  звідки косинус
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кута нахилу сторони OC до площини основи тетраедра

.
3

1

2
32

4
3

4
3

2
cos

2
2

2
222











aa

aaa

OHOC
OHOCCH  А з OCD

за теоремою косинусів  cos2222 ODOCODOCCD

.2
3

1323 222 aaaaa   З паралелограма ODRC за вла-

стивістю його діагоналей  ,2 2222 OCODORCD   звід-

ки  ,322 2222 aaRa   а отже .6aR 

2.21. Мішаний добуток векторів ,0cba  оскільки за умо-
вою ці вектори некомпланарні. Знайдемо мішаний добуток:

   
 

      
 

.*** 33 cba

baaccb

cba

baaccbcba 





Як відомо, подвійний векторний добуток можна записа-
ти так:

   .baccabcba 

Тоді

     
           ,

0

cbaacaabbacaacbabaca

baacbaac







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а отже

             .2cbacbaacbbaaccb 

Таким чином, ,01*** 
cba

cba  звідки випливає, що

вектори *і**, cba  – некомпланарні.

Помножимо рівність *** cbax   скалярно на :a

        .

00














ax
cba

aba
cba

aac
cba

acbax



Аналогічно можна показати, що . cxіbx
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ІII. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ

Умови задач

3.1. За якої умови точки    222111 ;і; yxMyxM  будуть
симетричні відносно прямої ?0 CByAx

3.2. Задано точки А(2; 1), В(8; 1) і коло  xyx 622

.03310  y  Знайти найбільше і найменше значення площі
трикутника ABC, якщо точка C належить заданому колу.

3.3. За якої умови точка  000 ; yxM  лежить всередині па-
ралельних прямих l1: ?0і0 21  CByAxCByAx

3.4. Для заданої гіперболи 12

2

2

2


b
y

a
x  показати, що до-

буток відстаней від довільної точки до її асимптот є величи-

ною сталою, рівною .22

22

ba
ba


3.5. Скласти рівняння дотичної до параболи у = х2 у точці,

яка є найближчою до точки .
2
1;20 





M

3.6. Відрізок BC довжиною l рухається своїми кінцями по
сторонах прямого кута BOC. Яку лінію описує точка A, що
належить відрізку BC і поділяє його у відношенні ?
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0y  належить даній прямій. 

2
21 yy 

 , тому умовою 

 22 ; yx  відносно прямої 

0 . 

3.7. Обчислити найкоротшу відстань між прямими

.
1
2

4
5

6
21і

2
3

4
4

3
7


















 zyxzyx

3.8. Довести, що довжина відрізка, який з’єднує центр
еліпса з довільною точкою на ньому, розташована між вели-
кою і малою півосями еліпса.

3.9. Довести, що середини паралельних хорд еліпса
лежать на одній прямій, яка проходить через центр еліпса
(хордою еліпса називається відрізок прямої, який з’єднує дві
довільні точки еліпса).

3.10. Парабола pxy 22   проходить через точки М1(х1; у1)
і М2(х2; у2), які розташовані на одній прямій з її фокусом. До-
вести, що .2

21 pyy 
3.11. Дано параболи у = х2 і у = х2 + 1. Довести, що хорда

першої параболи, яка дотикається до другої параболи, ділиться
точкою дотику навпіл.

3.12. У воронку в формі параболоїда z = х2 + у2 кинули
кулю радіусом R. Знайти координати центра кулі після падін-
ня та закінчення коливань.

Розв’язки задач

3.1. Середина відрізка М1М2 –
точка М0(х0; у0), яка належить даній
прямій. Отже, ,000  CByAx

але 
2

21
0

xxx 
  і ,

2
21

0
yyy 

  то-

му умовою симетричності двох то-
чок М1(х1; у1) і М2(х2; у2) відносно
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прямої 0 CByAx  є рівність

    .022121  CyyBxxA

3.2. Приведемо рівняння даного кола до канонічного ви-
гляду:

   
   

    .153

;03433251096

;033106

22

22

22







yx

yyxx

yyxx

Це коло із центром у точ-
ö³ D(–3; 5) і радіусом R = 1.

Оскільки площа три-
кутника дорівнює полови-
ні добутку основи на висо-
ту, а довжина основи в да-
ному випадку залишаєть-
ся незмінною, отримаємо

.3
2
1 hhABS   Тоді 51max  ECh  і ,32min  ECh  а отжетже

шукані площі

.9,15
21 minmax   ABCABC SSSS

3.3. Відстань від точки M0 до прямої l1

  .;
22

100
101

BA

CByAx
lMdd





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Аналогічно відстань до прямої l2

  .;
22

200
202

BA

CByAx
lMdd






У той же час відстань між дво-
ма прямими

  .;
22

12
21

BA

CC
lldd






Якщо точка M0 лежить між
прямими l1 і l2, то буде справед-
ливою рівність

.21 ddd 

Таким чином,

,
22

12
22

200
22

100

BA

CC

BA

CByAx

BA

CByAx















звідки

.12200100 CCCByAxCByAx 

3.4. З рівняння гіперболи випливає, що .222222 bayaxb 

Рівняння асимптот або ,x
a
by   або .0 aybx  Тодіді

відстані від деякої точки М(х; у), що лежить на гіперболі, до
асимптот

.
222221

ab

aybx
dі

ab

aybx
d










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Таким чином, добуток

,22

22

22

2222

2221

ba
ba

ba

yaxb

ab
aybxaybx

dd















що і треба було довести.

3.5. Нехай  00; yxN  – точка
параболи у = х2, яка є найближ-

чою до точки .
2
1;2 





M  Очевид-

но, що точка N повинна належа-
ти нормалі, проведеній з точки M
до даної параболи, а її рівняння

 .
2
1

0
0

0 xx
x

yy      (3.1)

З іншого боку, ця точка належить дотичній NL до даної
параболи і її рівняння

 .2 000 xxxyy                             (3.2)

Координати точки 







2
1;2M  задовольняють рівняння (3.1),

тому

 ,2
2
1

2
1

0
0

0 x
x

y    ,2
2
1

2
1

0
0

2
0 x

x
x 
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,22 0
3
00  xxx  ,13

0 x

звідки отримуємо х0 = 1, у0 = 1.
Підставивши дані координати в рівняння (3.2), одержи-

мо рівняння дотичної:  121  xy  або .012  yx

3.6. Уведемо систему коорди-
нат таким чином, щоб верши-
на прямого кута знаходилася в по-
чатку координат O, а сторони
лежали на координатних осях. По-
значимо ВО = n і CO = m, оскільки
BC = l, то під час руху буде збе-
рігатися рівність m2 + n2 = l2. Не-
хай A(x; y) – довільна точка BC,

В(0; n), С(m; 0). За умовою ,
AC
BA

  тоді координати x і y

точки A:

,
11

0,
11

0
















nnymmx

звідки   ,1




xm   ,1  yn  а отже

    .11 222
2

22
22 lyxnm 






Таким чином, маємо рівняння

,1

11

2

2

2

2























 l

y
l

x
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тобто шуканим геометричним місцем точок є еліпс з півося-

ми .
1

і
1 







lbla

3.7. Позначимо

 l1 як ,
2
3

4
4

3
7








 zyx  а l2 – як .

1
2

4
5

6
2









 zyx

Перш ніж шукати відстань між прямими, необхідно переко-
натися, що вони не лежать в одній площині. Проаналізувавши
рівняння прямих, відмітимо, що М1(–7; –4; –3) і  М2(21; –5; –2) –
точки на прямих, а    1;4;6і2;4;3 21  aa  – їх напрямні

вектори. Мішаний добуток векторів  ,5;1;2821 MM  21 і aa

,0507
146
243

5128

2121 




 aaMM

отже дані вектори некомпланарні, а відповідно прямі мимо-
біжні. Відстань між даними пря-
мими, очевидно, дорівнює від-
стані між паралельними площина-
ми  і , проведеними через дані
прямі. Розглянемо два способи
знаходження даної відстані.

1-й спосіб
Візьмемо за нормаль n  до двох

площин  і  векторний добуток
векторів 1a  і :2a
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.36912
146
24321 kji

kji
aan 




Тоді відстань між прямими

.13
39

507
129681144

36592812
Пр

21
21 









n

nMM
MMh n

2-й спосіб
Об’єм паралелепіпеда, побу-

дованого на векторах ,21MM

21, aa , дорівнює модулю їх міша-
ного добутку:

.5072121  aaMMV

З іншого боку, ,паралhSV 

звідки

.13
39

507

21

2121







aa

aaMM
h

3.8. Відрізок, що з’єднує центр еліпса, розміщений
на початку координат О(0; 0), з довільною точкою М(х; у), яка

належить цьому еліпсу і має довжину .22 yxdMO 
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Якщо еліпс задається рівнянням

12

2

2

2


b
y

a
x  (де ),0 ba  то для

доведення твердження, поданого
в умові задачі, необхідно довести,
що .adb   Оскільки всі числа a,
b, d додатні, то остання нерівність

еквівалентна нерівності .222 adb 

З того, що ,12

2

2

2


b
y

a
x  випливає ,12

2

2

2


a
y

a
x  а отже

.2222 adyx 

Також з 12

2

2

2


b
y

a
x  очевидно, що ,12

2

2

2


b
y

b
x  томуму

.2222 bdyx 
Таким чином, нерівність 222 adb   правильна, а отже

правильною є і нерівність .adb 

3.9. Канонічне рівняння еліпса

 .12

2

2

2


b
y

a
x          (3.3)

Проведемо паралельні між
собою хорди з кутовим коефіцієн-
том k. Розглянемо, як розташовані
середини проведених хорд. Для

довільно вибраної хорди позначимо її кінці через М1(х1; у1)
і М2(х2; у2), а середину через М0(х0; у0). Координати точок М1
і М2 задовольняють рівняння (3.3):
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.1,1 2

2
2

2

2
2

2

2
1

2

2
1 

b
y

a
x

b
y

a
x

Розглянемо різницю цих рівнянь:

         .0

0

2
1212

2
1212

2

2
1

2
2

2

2
1

2
2













b
yyyy

a
xxxx

b
yy

a
xx

Оскільки координати середини хорди 
2

21
0

xxx 


і ,
2

21
0

yyy 
  а кутовий коефіцієнт ,

12

12
xx
yyk




  рівність

набуває вигляду

   

   

.і

00

,022

02

2

0

2
0

2
0

2
012

2
012

2
012

2
012

kx
a
by

b
ky

a
x

b
yxxk

a
xxx

b
yyy

a
xxx















Таким чином, координати середин паралельних між со-
бою хорд еліпса пов’язані між собою лінійною залежністю

і лежать на прямій .2

2
kx

a
by 
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3.10. Рівняння прямої М1М2  має такий вигляд:

.
12

1

12

1
yy
yy

xx
xx






  За умовою за-

дачі дана пряма проходить через

фокус параболи :0;
2







 pF

.2
12

1

12

1

yy
y

xx

xp








        (3.4)

Точки М1(х1; у1) і М2(х2; у2) належать параболі, тому

 .2і2 2
2
21

2
1 pxypxy                          (3.5)

Розглянемо різницю рівнянь (3.5):

 

      .2,2

,2

12

12
12121212

12
2
1

2
2

yy
xxpyyxxpyyyy

xxpyy








Останню рівність підставимо у рівняння (3.4):

 
 

 .2

,
2

2

2
21

2
1211

2

12

121

12

1

2
1

pyyyyypxp

xxp
yyy

xx

xp

y










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3.11. Нехай точки М1(х1; у1)
і М2(х2; у2) є точками перетину
довільної дотичної до параболи
у = х2 + 1 з параболою у = х2.
У точці дотику М0(х0; у0) рівнян-
ня дотичної М1М2 можна записа-
ти як  .2 000 xxxyy   Оскіль-
ки точки  М1 і М2 лежать на цій до-
тичній, мають місце такі рівності:

 01001 2 xxxyy    (3.6);      02002 2 xxxyy     (3.7).

З іншого боку, рівняння М1М2: ,
12

1

12

1
yy
yy

xx
xx






  точка М0

належить цій прямій, отже

.
12

10

12

10
yy
yy

xx
xx








                             (3.8)

Точки М1 і М2 належать параболі у = х2, тому

.і 2
22

2
11 xyxy                              (3.9)

Із (3.6) і (3.8) та різниці рівнянь (3.9) складемо систему

 
 

  

 .
2
1

2,
,2

210

1212

100

12

10

12

10

12

10

2
1

2
212

01001

xxx

xxxx
xxx

xx
xx

yy
yy

xx
xx

xxyy
xxxyy
































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Сума рівнянь (3.6) і (3.7):

 ,222 0210021 xxxxyyy 

оскільки ,2 021 xxx   то

    .
2
102 210021 yyyyyy 

Отже, М0(х0; у0) – дійсно середина хорди М1М2.

3.12. 1-й спосіб
У результаті перерізу параболоїда площиною у = 0 отри-

маємо параболу z = x2, кулі – коло радіусом R. Якщо куля за-
стряне у воронці, то точка дотику
кола і параболи М0(х0; z0): ;2xzx 

  .2 00 xxzx 

Рівняння дотичної АМ0:

  ,2;2 2
00000 xzzxxxzz A 

,414 2
00

4
0

2
00 xxxxAM 

,
41

tg
2
000

R
xx

R
AM 


,sin41sinsin41sintg

sin

22
22

00








R
R

RR

RKMx
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,sin41cos1,sin41sin
cos
sin 2222 


 RR

 
.

2
1cosі1cos4

sin41cossincos

22

22222

R
R

R





Центр кулі P знаходиться на віддалі

,
2

1
4

11

coscos1cossin

cos

22
2

2222

2
00







 







 





RR
R

R
RRR

RxKPzKPOKOP

звідки .
4
12  ROP

Зауваження. Куля застряне у параболоїді при ,ROP   тобтоо

;01424,0
4
12  RRRR  .

2
1

2
1

4
442

2,1 


 RR

2-й спосіб
Позначимо ОР = а. Тоді








,cos
,sin

0

0

Raz
Rx

 де   ,sin22tg 00  Rxxz  звідки
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 ;
2
1cos
R

  ;
2

14
4

11cos1sin
2

2
2

R
R

R




.
4
1

2
1

4
14

cossincoscos

2
2

2
2

222
00








R
R

RR

RRRxRza

3-й спосіб
Позначимо через М0(х0; z0) точку дотику кола і параболи,

а через С(0; zС) – центр кола. Якщо куля
застряне у воронці, то коло і парабола
в точці дотику матимуть спільну дотич-
ну. Кутові коефіцієнти дотичних до кола
і параболи в точці М0(х0; z0):

  ;2,2, 00пар
2 xxzkxzxz xx 

  ,222 Rzzx C   22 xRzz C 

(оскільки точки дотику знаходяться в ниж-
ній половині кола, корінь будемо брати зі знаком мінус):

;,,
2
0

2
0

коло22
22

xR

xk
xR

xzxRzz xC







,2,
2
0

2
0

0колопар
xR

xxkk




звідки .0або
2
1

4
1

0
2

0 





  xRRx
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Розглянемо випадок, коли .
4
12

0  Rx  Оскільки па-

рабола проходить через точку M0, маємо ,
4
122

00  Rxz

звідки .
4
1;

4
1 22

0 







 RRM  Рівняння нормалі до параболи

має вигляд

 

.
4
1

4
12

1
4
1

2
1

2

2

2

0
0

0
















Rx
R

Rz

xx
x

zz

 Оскільки в точці M0 коло і парабола мають спільну до-
тичну, то нормаль у даній точці у них теж буде спільною, а до
того ж нормаль кола проходить через його центр С(0; zС).
Отже, отримуємо

,
4
1

4
12

1
4
1 2

2

2











 R

R
RzC

звідки .
4
12  RzC

При х0 = 0 кутовий коефіцієнт дотичної рівний нулю. Це
означає, що кулька лежить на дні воронки, а отже її центр зна-
ходиться на висоті R.
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Координати центра кулі

  .
2
1;0;0або

2
1

4
1;0;0 2 






 






 





  RRRR

4-й спосіб
Залежно від радіуса кулі вона може або застряти в пара-

болоїді на певній висоті, або лежати на самому його дні. Роз-
глянемо переріз параболоїда і кулі (після
встановлення рівноваги) якоюсь радіаль-
ною площиною (наприклад, xOz).

Розглянемо перший випадок. В точці
дотику А(х; х2) параболи z = x2 та кола
проведемо дотичну ST, кутовий коефі-
цієнт tg якої, очевидно, дорівнює 2x.
Зважаючи на те, що ,90CAT  одержи-

мо .2ctg x  Тому x
BC
AB

2  і .
2
1

BC

 Таким чином, центр кола точка C має координати .
2
1;0 2 





 x

Для знаходження величини x залишилося застосувати до три-

кутника ABC теорему Піфагора: .
2
1 2

22 





 Rx  Тому точка C

має координати .
4
1;0 2 





 R

При 
2
1

R  виходить .
4
12 RR   Це свідчить про те, що
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при 
2
1

R  отримаємо другий випадок

розміщення кулі, а отже C(0; R).
Таким чином,












.21,41
,21,

,0,0

2 RR
RR

z

уx

C

CC
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ІV. ФУНКЦІЇ ТА ГРАФІКИ

Умови задач

4.1. Функція f(x) задовольняє умову .11
2

2

x
x

x
xf 






 

Знайти вигляд цієї функції.
4.2. Чи визначає співвідношення у = arcsin x , x = t2 + 4t + 6  як

функцію від x?
4.3. Функція  f(x) неперервна на [0; 1]. Довести, що

,
2
1;0 



a  таке, що       .01

2
1

2
1 ffafaf 





 

4.4. Функція f(x) визначена у вигляді  











.1якщо,0

,1якщо,1

x

x
xf

Побудувати графік функції f (f (x)).
4.5. Побудувати графік функції    ,sin,cos ttftF   де

 








.якщо,0
,якщо,1

,
xy
xy

yxf

4.6. Побудувати графік функції .23  yx
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4.7. Побудувати графіки функцій:

;1,minа) 











x
xy       ;13arcsinб)  xy

;sinctgв) xxy        ;16844г) 22  xxxxy

;lnд) xy         ;arccos2cosе) xy 

;1arctgє)
x

y         ;sinarcsinж) xy 

;coslnз) xy        );0,0(sinи)  babxey ax

.
cos

2cosі)
x
xy 

4.8. Скільки дійсних коренів має рівняння

 ?12,0sinsin xxx 

4.9. Побудувати графік функції f (x) за даним графіком
функції f(x).
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4.10. Побудувати криву, задану рівнянням

.0333  xyyx

Розв’язки задач
4.1. Виконаємо ряд перетворень:

.212112

22111

2

2
2

2
2

2
2







 







 

x
x

xx
xx

x
x

x
x

x
xf

Отже,   .22  xxf

4.2. Область визначення функції ,arcsin xy    .1;1: xD

Множина значень функції   2264 22  tttx

 .;2: xE  Таким чином, співвідношення ,arcsin xy 

642  ttx  не може задавати функцію y від x, оскільки жод-
не із значень x не потрапляє в область визначення функції y.

4.3. Розглянемо функцію    ,
2
1 xfxfxg 





   яка є не-

перервною на ,
2
1;0 



  отже g(x) набуває будь-якого свого зна-

чення на .
2
1;0 




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Оскільки    0
2
10 ffg 





   і   ,

2
11

2
1














 ffg  то се-

рединою відрізка, що з’єднує g(0) і ,
2
1






g  є     ,01

2
1 ff 

тобто ,
2
1;0 



a  таке, що       01

2
1 ffag   або

      .01
2
1

2
1 ffafaf 





 

4.4. Оскільки  








,1,0
,1,1

x
x

xf  то аналітичний запис

функції f (f (x))  матиме вигляд     
 








.1,0
,1,1

xf
xf

xff  Функ-

ція f (x) набуває лише невід’ємних значень, тому в даному
випадку буде справедливою рівність    ,xfxf   а отжее

    
 

 
  



























.1,0
,1,1

1,0
,1,1

1,0
,1,1

x
x

xf
xf

xf
xf

xff
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4.5. Виходячи з означень функцій f (x, у) та F(t), остання
матиме вигляд

   








.cossin,0
,cossin,1

sin,cos
tt
tt

ttftF

Розв’яжемо нерівність :cossin tt 

,0
2

sinsin,0cossin 





 
 tttt

,0
2
2sin

2
2cos2 







 tttt

.0
4

cos,0
4

cos2 





 







 
 tt

Таким чином, ,2
2

3;2
24 



 








 nnt  звідки

 ,2
4

5;2
4 



 





 nnt

де .Zn  Тоді функція F(t) набуває вигляду

 
  .

,2
4

5;2
4

,0

,2
4

5;2
4

,1
Zn

nnt

nnt
tF 














 











 








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Також графік функції F(t) можна побудувати графічним
методом. Для цього необхідно побудувати графіки функцій
y = sint та y = cost.

На відрізках, де графік синуса буде знаходитися над гра-
фіком косинуса, значення функції F(t) дорівнюватиме одиниці.

 

4.6. У залежності від значень змінних x та y вираз

3 yx  може набувати наступні значення:


















.0,0,3
,0,0,3
,0,0,3
,0,0,3

3

yxyx
yxyx
yxyx
yxyx

yx

Тоді функція   23,  yxyxF  матиме такий вигляд:
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 






























.03,0,0,1
,03,0,0,5
,03,0,0,1
,03,0,0,5
,03,0,0,1
,03,0,0,5
,03,0,0,1
,03,0,0,5

,

yxyxyx
yxyxyx
yxyxyx
yxyxyx
yxyxyx
yxyxyx
yxyxyx
yxyxyx

yxF

Графік функції F(x, y) = 0 зображено на рисунку.

 

4.7. а) Область визначення функції

   .;00;: xD

Графік симетричний відносно осі Oy, тому розглянемо по-
водження даної функції при .0x  У цьому випадку

 




















.1якщо,1
,10якщо,1,min x

x

xx

x
x
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З урахуванням симетричності
графік даної функції матиме такий
вигляд:

4.7. б) Область визначення функції  :13arcsin  xy

   .
3
2;0:1131 



 xDx

Оскільки

   ,
3
13arcsin13arcsin 





  xxy

то графіком даної функції буде втричі
стиснутий графік функції ,arcsin xy 
центр симетрії якого знаходиться в точ-

ці .0;
3
1







O

4.7. в) Дана функція не визначена в точках ,nx   .Zn  Ура-
хувавши, що ,cossinctg xxxy   будуємо графік даної функції.
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4.7. г) Перетворимо даний аналітичний вираз:

   



















.4,6
,42,22

,2,6

4242

16844

22

22

x
xx

x

xxxx

xxxxy

Графік даної функції матиме наступний вигляд:

4.7. д) Функцію xy ln  можна записати у вигляді

 







,0,ln
,0,ln

xx
xx

y  тобто її графік буде складатися з графікаа

функції xy ln  та його симетричного відображення віднос-
но осі Oy. У свою чергу,
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 

 



































.01,ln
,10,ln

,1,ln
,1,ln

10,ln
,1,ln

0ln,ln
,0ln,ln

ln

xx
xx

xx
xx

xx
xx

xx
xx

xy

Таким чином, графік

xy ln  буде являти собою

графік функції ,ln xy   в яко-
му частина, що знаходить-
ся під віссю Ox, симетрич-
но відображена відносно
цієї осі.

4.7. е) Область визначення даної функції  .1;1: xD
Виконаємо ряд перетворень над аналітичним виразом:

 

  .121arccoscos2

arccos2cos

22 



xx

xy

Таким чином, графік функ-
ції  xy arccos2cos  являє со-
бою частину графіка параболи

12 2  xy  на відрізку  .1;1
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4.7. є) Область визначення даної функції

   ,;00;: xD  множина значень .
2

;
2

: 





 
yE

З рівняння 
x

y 1arctg  маємо:

,rcctgаctg

,
tg

1,1tg

xyxy

x
yx

y





де .
2

;
2







 
y

Ураховуючи, що в точці х = 0 
функція невизначена, будуємо 
графік функції.

4.7. ж) Множина значень даної функції .
2

;
2

: 



 
yE

З рівності  xy sinarcsin  маємо:

,0
2

sin
2

cos2,0sinsin,sinsin 



xyxyxyxy


































nxy

nxy

xy

xy

2

,
22

0
2

sin

,0
2

cos
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   














,2

,12
2

,12
nxy
nxy

nxy
nxy

де .Zn
Отже, графік функції xy sinsin   являє собою сітку, утво-

рену перетином двох сімейств прямих   12nxy  та

,2 nxy   .Zn  Частина цього графіка, що лежить між пря-

мими 
2


y  та ,
2


y  і буде графіком функції

y = arcsin(sin x).

 

4.7. з) Оскільки   ,cosln2cosln xx   то дана функція
періодична з періодом 2. Вираз xcosln  існує при ,0cos x
тобто область визначення

 .,2
2

;2
2

: ZnnnxD 





 






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Прямі nx 



2

 є вертикальними асимптотами функції

і при 02
2




 nx  та  02
2




 nx  .cosln x  На

інтервалах 





 


 nn 2;2

2
 функція зростає, у точках х = 2n

набуває свого найбільшого значення ,01ln2cosln n  а на

інтервалах 





 


 nn 2

2
;2  – спадає.

 

4.7. и) Оскільки ,1sin1  bx  то графік функції y = eax sin bx
буде нагадувати синусоїду y = sin bx, розтягнуту між кривими
y = eax та y = –eax. При цьому точки перетину з віссю Ox у кри-
вих y = sin bx та y = eax sin bx будуть спільними. Варто також
зазначити, що точки перетину графіка функції y = eax sin bx
з кривою y = eax будуть знаходитися в точках максимуму функції
y = sin bx, а з кривою y = –eax – в точках мінімуму.
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4.7. і) Виходячи з аналітичного виразу функції, відміти-
мо, що вона визначена на всій числовій осі за винятком точок

.,
2

Znnx 


  Виконаємо перетворення

.
cos

1cos2
cos

1cos2
cos

2cos 2

x
x

x
x

x
xy 




Графік функції y = 2cos x являє собою розтягнутий у 2 рази
вздовж осі Oy графік y = cos x.

Функція 
x

y
cos

1
  – періодична з періодом 2. Виходячи

з поводження функції y = cos x на відрізку  ,2;0   побудуємо

графік функції 
x

y
cos

1
  на даному відрізку, а потім, в силу

періодичності, продовжимо його на всю числову вісь. На

інтервалі 





 

2
;0  дана функція зростає, оскільки y = cos x на
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цьому інтервалі спадає. Пряма 
2


x  буде вертикальною

асимптотою, при наближенні до неї зліва ,
cos

1


x
 спра-

ва – .
cos

1


x
 На інтервалі 






 
 ;
2

 зростання продов-

жується і точка х =  є точкою максимуму даної функції

  .1
cos

1






 


y  На інтервалі 






 


2
3;  функція 

x
y

cos
1



спадає і пряма 
2

3
x  буде ще одною вертикальною асимп-

тотою, причому зліва від неї ,
cos

1


x
 справа – .

cos
1


x

На відрізку 





 
 2;
2

3  функція продовжує спадати і точка х = 

буде точкою мінімуму даної функції   .1
2cos

12 





 


y

Графіки функцій y = 2cos x та 
x

y
cos

1
  зображено на ри-

сунку.
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Графік функції 
x

xy
cos

1cos2   побудуємо за допомогою

методу графічного додавання.

 

4.8. Проаналізувавши дане рівняння, можна відмітити, що








0sin,12,0sinsin
,0sin,12,0sinsin

xxxx
xxxx

або  






.0sin,12,00
,0sin,06,0sin

xx
xxx
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Друге рівняння враховувати не будемо, оскільки його роз-
в’язок х = 0 не задовольняє нерівність .0sin x  Таким чи-

ном, кількість розв’язків рівняння xxx 12,0sinsin   буде

дорівнювати кількості розв’язків рівняння xx 06,0sin   за
умови .0sin x

Виділимо інтервал, на якому розміщені корені рівняння
.06,0sin xx   З одного боку, ,0sin x  звідки 006,0 x  або

;0x  з іншого – ,1sin x  звідки 106,0 x  або .
3

50
6

100
x

Таким чином, усі корені розміщені на відрізку .
3

50;0 





Нерівність sin x  0 буде виконуватися при   ,12;2  nnx

,Zn  причому з даної множини всередину відрізка 





3
50;0

потрапляють три відрізки: ;, ;, ;. Оскільки
на кожному із цих відрізків пряма у = 0,06х буде перетинатися
із синусоїдою y = sin x по 2 рази, то кількість дійсних коренів

рівняння xxx 12,0sinsin   дорівнює шести.

 



69

Олімпіадні задачі з вищої математики

Слід відмітити, що на останньому відрізку з коренями пря-
ма y = kx може мати одну точку перетину із синусоїдою, це
можливо, якщо пряма є дотичною. Однак на відрізках, де

,0sin x  графік функції y = sin x буде проходити під дотичною,
а отже ордината дотичної набуде значення, рівного одиниці,
раніше за функцію y = sin x. Тобто з припущення, що пряма
у = 0,06х є дотичною до графіка y = sin x, випливає, що права
границя розміщення коренів рівняння sin x = 0,06х повинна

потрапляти в інтервал ,
2

9;4 





 
  чого в даному випадку не від-

бувається .6
3

505 





 

Цю задачу можна розв’язати також графічним способом,
побудувавши графіки функцій ,sinsin xxy   у = 0,12х таа
підрахувавши кількість точок їх перетину.

 

4.9. Для побудови графіка похідної розіб’ємо область виз-
начення функції f(x) на відрізки [хі–1; хі] і = 1, 2, ..., 6 за кри-
тичними точками. Аналізуючи поводження графіка функції на
цих відрізках, зробимо висновок про вигляд графіка похідної
функції.
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На відрізку [х0; х1] графік функції зображений прямою
лінією, кутовий коефіцієнт дотичної залишається сталим і мен-
шим нуля. Графіком f (x) на цьому відрізку буде пряма, пара-
лельна осі Ox і розміщена під нею.

У точці М1 відрізняються лівостороння та правосторонні
дотичні, при цьому

     ,limconst,lim
00 11




xfxf
xxxx

тобто М1 – точка розриву другого роду.
На відрізку [х1; х2]  f(x) зростає, тому   .0 xf  Графік

функції опуклий, тобто      ,0 xfxf  а отже графік по-
хідної буде спадати.

У точці М2 дотична паралельна осі Ox, отже f (x) = 0.
На відрізку [х2; х3]  f(x)  зростає –   ,0 xf  графік опук-

лий      ,0 xfxf  отже графік похідної зростає.
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У точці М3   ,lim
03




xf
xx

   ,lim
03




xf
xx

 отже М3 –

точка розриву другого роду.
На відрізку [х3; х4]  f(x) спадає –   ,0 xf  графік опуклий

     ,0 xfxf  отже графік похідної зростає.
У точці М4 дотична паралельна осі Ox, отже f (x) = 0.
На відрізку [х4; х5]  f(x) зростає –   ,0 xf  графік опуклий –

     ,0 xfxf  отже графік похідної зростає.

У точці М5     ,0lim,lim
00 55




xfxf
xxxx

 отже М5 –

точка розриву другого роду.
На відрізку [х5; х6] графік функції паралельний осі Ox, тому

графік похідної на даному відрізку буде збігатися з вказаною
віссю.

На основі проведених міркувань будуємо графік функції
f (x) = 0.
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4.10. Розділимо обидві частини рівняння на х3:

.0131
3









xx
y

x
y

Зробимо заміну ,t
x
y
  отримаємо ,0131 3 

x
tt  звідки

.
1
3,

1
3

2

2

3 t
ty

t
tx





  У результаті даних операцій отримано

параметричне рівняння кривої.

Похідні  
 

 
 23

3

23

3

1

23та
1

213

t

tty
t

tx tt








  будуть одночасно

рівними нулю тільки при .t  Отже, початок координатт
є особливою точкою.

Похідна функції по змінній x –  .
21

2 3

t
tt

x
yy

t

t
x 







  Вона

буде рівною нулю при ,2і0 3 tt  відповідно у точках (0; 0)

і  33 4;2  дотичні будуть паралельними осі Ox.

У точці  23 2;4  при 3 2
1

t  дотична паралельна осі Oy.

Другі похідні  
 

  
 

.
23

112;
213

12
333

233

33

43

tt

ttx
t

ty yyxx








   Та-

ким чином, крива опукла при 3 2
1

t  і вгнута при .
2

1
3t

Точка (0; 0) є точкою перегину.
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При    .1limі1,,
1




xy
x
yyxt

t

Таким чином, крива має асимптоту .01  yx

Поклавши   ,3, 33 xyyxyxF   видно, що F(x; у) = F(у; х),
а отже дана крива симетрична відносно прямої у = х.

Проаналізувавши результати дослідження, будуємо графік
даної функції.
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V. ГРАНИЦІ

Умови задач

5.1. Обчислити  .2...222lim 284 n

n




5.2. Знайти границю послідовності:

.......,,, 21 
n

n aaaxaaxax 

5.3. Знайти x, якщо 
 

.
2016

1
1

lim
2015


 xxn nn

n

5.4. Обчислити    
      .00,

0cos
0lim

0






af

fxxf
fexf x

x

5.5. Довести рівність

 .
2
111...

4
11

3
11

2
11lim 2222 






 






 





 





 

 nn

5.6. Довести рівність

   .
3
1

2
1

11...
6
11

3
11lim 

























 





 

 nnn
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5.7. Знайти .1...21lim 













 







 






 


a

n
nx

n
ax

n
ax

nn

5.8. Обчислити .
2

...
8
3

4
2

2
1lim 






 

 nn

n

5.9. Знайти    .
21

1...
432

1
321

1lim 













 nnnn

5.10. Довести, що при .lim1 
 n

aa
n

n

5.11. Обчислити .
1

!sinlim
3 2

 n
nn

n

5.12. Знайти  .sin1sinlim xx
x




5.13. Знайти .1sinlim 2 




 


n

n

5.14. Довести, що функції   xxf arctg
2



  і  

x
x 1


є еквівалентними нескінченно малими при .x
5.15. Довести, що

 
  .12sin...3sinsinlim 222 a

n
an

n
a

n
a

n







 




5.16. Знайти .
2

cos...
4

cos
2

coslim 







 nn

xxx

5.17. Побудувати графік функції   .arctg1lim n
n

xxy 

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5.18. Побудувати графік функції   .coslim
n

n n
xxy 











5.19. Обчислити .111lim
0 x

bxax nm

x




5.20. Довести, що .1shlim
0


 x

x
x

5.21. Знайти .1...312111lim 2222 





 






 





 





 

 n
n

nnnn

5.22. Знайти .1lim cos1 2
0

x x
x

ex




5.23. Знайти .1cos1sinlim
x

n xx






 



5.24. Знайти .coslim
m

m m
x










5.25. Знайти .coslim
m

m m
x











5.26. Знайти .0,0,
2

lim 



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5.27. Обчислити .coslimmax
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5.28. Обчислити  .1223lim 


xxxxx
x

5.29. Знайти такі числа  та , що має місце рівність

.01lim 3 3 

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Вказівка. Скористатися теоремою Штольца: якщо
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Розв’язки задач

5.1.      
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
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звідки х = 2016.
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      
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5.5. Кожен із множників під знаком границі є різницею
квадратів, тому
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5.6. Перетворимо вираз, який визначає вигляд загально-
го множника:
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Тоді

 

  
  .
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3
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1
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5.7. Під знаком границі розкриємо дужки та згрупуємо
подібні доданки:
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5.9. Розкладемо загальний доданок на елементарні дроби:
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Таким чином,

  
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5.10. Оскільки ,1a  то ,1 a  де .0  Тодіоді
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Також дану границю можна знайти використавши пра-
вило Лопіталя – при
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 Вираз під знакомм

границі при n  являє собою добуток нескінченно малої
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величини 

n

n
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
 на обмежену ,!sin n  а отже
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5.12. Перетворимо вираз під знаком границі:
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5.13. Оскільки при ,0sin  nNn  то можна замінити
вираз під знаком границі на різницю:
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5.15. Використаємо першу чудову границю:
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  Графік даної функції зображено на рисунку:
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Ураховуючи область визначення початкової функції (х  0),
будуємо графік у(х).
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Розглянемо границю
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повідні коефіцієнти в рівнянні асимптоти функції   :13 3xxf 

;111lim1lim 3
3

3 3





 xx
x

xx






 


xx

x

3 31lim

 

 


















 


 23 33 23

23 33 233 3

11

111
lim

xxxx

xxxxxx

x
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 
 








2

23 33 23

33
:

11

1lim x
xxxx

xx
x

.0
111121

1

lim
3

3
3

36

2







xxx

x
x

5.30. Перетворимо вираз під знаком границі:

   







 0

01ln1lnlim 2

22

0 x
xxxx

x

   





 2

22

0

11lnlim
x

xxxx
x

    





0при~1ln1lnlim 4242
2

42

0
xxxxx

x
xx

x

  .11limlim 2
02

42

0






x

x
xx

xx

Дану границю можна також обчислити, використавши 
правило Лопіталя:

   







 0

01ln1lnlim 2

22

0 x
xxxx

x
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









 x

xx
x

xx
x

x 2
1

12
1

12

lim
22

0

      .1
11

12lim
112
24lim 22

2

022

3

0












 xxxx
x

xxxxx
xx

xx

5.31. Використаємо правило Лопіталя:

 
 















 1ln

1lim
0
0

1ln
1lim

11 xx

x
xx

x x

x

x

x

   .
1

1lnlim
11

1lnlim
1

11 x
xx

x

xx x

x

x

x 












Оскільки

  ,
1

1lnlim
1

01





 x
xx x

x
 а   ,

1
1lnlim

1

01





 x
xx x

x

то границя 
1ln

1lim
1 


 xx

x x

x
 не існує.

5.32. Оскільки послідовності xn = 1m + 2m + 3m + ... + nm

і yn = nm+1 при 0,  mZm  задовольняють теорему Штоль-
ца, то

  


 1
...321lim m

mmmm

n n
n
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  
 







 11 1
1...321...321lim mm

mmmmmmmm

n nn
nn






















 






















 







 11

1 111

1lim
11

lim
mnm

m

m

n

n
n

n
nn

n

   































1
1

2
11...1

!2
1111

1lim

m
mn

nn
mm

n
mn

     
.

1
1

11...1
!2
11

1lim
1 








 m

nn
mmm m

mn

5.33. Скористаємося теоремою Штольца (див. 5.32): по-
кладемо

   ,...3211 1 mmmmm
n nnmx

  ,1 m
n nmy 

 тоді

  








 1

1limlim
nn

nn
nn

n
n yy

xx
y
x

   
     








 mm

mmm

n nnm
nnnm
11

11lim
11
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       

     








 








 mmmmm

mmmmmm

n nmmmnnnm

nmmnmnnnm

1...
!2

11

1...
!2
111

lim
21

1111

   

     
 







 




















 








1

21

1
1

:
1...

!2
11

1
1...

!2
1

lim m

mmm

m
m

n
n

nmmnmm

m
mnm

.
2
1

2
lim 

 m
m

n
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VI. ПОХІДНІ

Умови задач

6.1. Навести приклади функцій, для яких на відрізку []
виконуються вказані умови (C – константа):

а)     ;limіlim 


xfxf
xx

б)    .limіlim xfCxf
xx




6.2. Знайти у(39) та у(40), якщо

      .53614 121027  xxxxy

6.3. Знайти  0y , якщо       2015...21  xxxxxy .
6.4. Нехай функція  xf  диференційована в інтервалі

 ;0x  та існує  .lim xf
x 

 Чи випливає із цього, що існує

 ?lim xf
x




 Розглянути приклад    .sin 2

x
xxf 

6.5. Нехай обмежена функція  xf  диференційована

в інтервалі  ;0x  та існує  xf
x




lim . Чи випливає із цього,
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що границя  xf
x 
lim  скінчена чи нескінченна? Розглянути

приклад    xxf lncos .

6.6. При n вимірах фізичної величини x одержали значення
.,...,, 21 nxxx  Знайти, при якому значенні x сума квадратів

     22
2

2
1 ... nxxxxxx   буде найменшою.

6.7. При якому a крива xay   дотикається до прямої xy  ?
Знайти точку дотику.

6.8. Нехай

  .
171312
13353

111

332

32




xxx
xxxxf

Довести, що знайдеться точка c ( 10  c ) така, що   0 cf .

6.9. Довести, що при будь-яких a і b справедлива
нерівність

abab  arctgarctg .

6.10. Довести справедливість нерівності
 1212 sinsin xxxx  ,

де x1, x2 – довільні дійсні числа.

6.11. Довести теорему: якщо функції  xf  і  xg  дифе-

ренційовані на  ba;  і    xgxf    bax ; , а    agaf  ,
то    xgxf   для  bax ; .

6.12. Довести, що 
3

tg
3xxx   для 






 


2

;0x .
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6.13. Нехай x0 – абсциса точки перегину кривої  xfy  .
Чи буде точка x0 точкою екстремуму для функції  xfy  ?

6.14. Знайти найбільший член послідовності

 
2003

2




n
nvn  ( ...,2,1,0n ).

6.15. Довести нерівність 
1

2

1

2

tg
tg

x
x

x
x

  за умови

 
2

0 21


 xx .

6.16. Довести, що функція 
x

x
y 






 

11  зростає в інтерва-

лах  1;   і  ;0 .
6.17. Чи збігаються точки екстремуму функцій
  01  xfy  і  xfy 2 ?

6.18. Довести,  що всякий многочлен з додатними
коефіцієнтами, який є парною функцією, повсюди вгнутий і
має єдину точку мінімуму.

6.19. Знайти 
2

2

dx
yd , якщо   0, yxf .

Розв’язки задач

6.1. Покладемо відрізок [] рівним, наприклад, відрізку
[].

а) Нехай  
1

1



x

xf , тоді  
 21

1



x

xf .
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Таким чином

  



 1

1limlim
1 x

xf
xx

,  
 





 21 1

1limlim
x

xf
xx

.

б) Нехай   xxf sin , тоді   xxf cos .
Маємо:

  1sinsinlimlim
1




xxf
xx

,       xxf
xx

coslimlim


 .

6.2. Після розкриття дужок отримаємо многочлен 39 сте-
пеня зі старшим членом 47х39. Таким чином, шукані похідні:

  !394739 y ;       040 y .

6.3. Оскільки  xy  являє собою добуток функцій, доцільно
виконати логарифмічне диференціювання:

   ,2015ln...1lnlnln  xxxy

,
2015
1...

1
111







xxx
y

y

     











 2015...21

2015
1...

1
11 xxxx

xxx
y

     2015...21 xxx

       .2014...1...2015...2  xxxxxx

Отже,        !.20152015...210 y
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6.4. Не випливає. Розглянемо, наприклад, функцію

   ,sin 2

x
xxf   диференційовану на інтервалі  .;0   При

x  дана функція має границю

    ,0sinlimlim
2


 x
xxf

xx

у той час як її похідна границі не має:

     












 2

2
2 sincos2limlim

x
xxxf

xx
 не існує,

оскільки  .coslim 2x
x 



6.5. Не випливає. Розглянемо, наприклад, функцію
   ,lncos xxf   диференційовану на інтервалі  .;0   При
x  похідна даної функції має границю

    ,0lnsinlimlim 



 x

xxf
xx

у той час як сама функція границі не має:

   xxf
xx

lncoslimlim


   не існує.

6.6. Розглянемо функцію

     22
2

2
1 ... nxxxxxxy 

та знайдемо її точки екстремуму. Критична точка
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     













 



n

i
inx xnxxxxxxxy

1
21 22...22

.1при0
1




n

i
ix x

n
xy

Оскільки 02  ny , то точка 



n

i
ixn

x
1

1  є точкою міні-

муму вказаної функції.

6.7. У точці дотику ординати і кутові коефіцієнти обох ліній
будуть збігатися. Нехай абсциса точки дотику рівна x0, тоді
будуть справедливими наступні рівності:

.1ln
1ln

,
0

0

0

0











ax

aa

ax
x

x

Злогарифмувавши перше
рівняння системи, отримаємо

1lnln 00  axx , звідки ex 0 .
З іншого боку, 1lnln0  aeax ,
а отже eea 1 .

6.8. Функція

 
171312
13353

111

332

32




xxx
xxxxf
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після обчислення визначника являтиме собою многочлен
шостого степеня, а отже є неперервною і диференційованою
на інтервалі  .;   Такожж

    .0
321
222
111

1і0
111
153

111
0 


 ff

Таким чином функція  xf  задовольняє всі умови теоре-
ми Ролля на відрізку [0; 1], а отже існує така точка  ,1;0c

що   .0 cf

6.9. За теоремою Лагранжа для функції   xxf arctg

і  bax ;

    ,
1

1arctgarctg 2 ababfab 




де  ba; . Таким чином,

.
1

arctgarctg 2 ab
ab

ab 





6.10. За формулою Лагранжа для функції   xxf sin
і  21; xxx

 1212 cossinsin xxxx  ,

де  21; xx . Тоді

121212 cossinsin xxxxxx  .
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6.11. Покладемо      xgxfx  . В силу того, що  xf

і  xg  диференційовані на  ba;  і    xgxf    bax ; , то

      0 xgxfx   bax ; . Отже,  x  монотонно зро-

стає на  ba; . На відрізку  ba; , де  bax ; , за теоремою

Лагранжа

      axfax   ( xa  )      0 ax

або

          0
0





agafxgxf      xgxf    bax ; .

Геометрична ілюстрація цього факту показана на рисунку.

6.12. Нехай   xxf tg ,  
3

3xxxg  , тоді

  x
x

xf 2
2 tg1

cos
1

 ,   21 xxg  .
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   00 gf   і очевидно, що    xgxf   





 


2

;0x .

Згідно з доведеним у задачі 6.11 
3

tg
3xxx   






 


2

;0x .

6.13. Якщо x0 – точка перегину функції  xfy  , то при
переході через неї друга похідна змінює знак. Оскільки

     xfxf , то функція  xfy   матиме в точці x0 екстре-
мум, якщо вона в даній точці визначена.

Наприклад, для функції   xxf sin  0x – точка пере-

гину, а для   xxf cos  0x  – точка мінімуму. В той жее

час, для функції   3 xxf   00 x  – точка перегину, однак

 
3 23

1

x
xf   в даній точці не визначена, а отже екстремуму

в ній немає.

6.14. Розглянемо функцію  
2003

2




x
xxv , тоді

 
 
 23

3

200

400






x

xx
dx
dv

.

Критичні точки: 01 x , 3
2 400x , 3

3 200x . Оскіль-
ки розглядаємо лише невід’ємні значення, точку x3 не врахо-
вуємо. При переході через точку x1 зліва направо похідна
змінює знак з мінуса на плюс, а отже 01 x  є точкою мініму-
му функції  xv . При переході через точку x2 похідна змінює
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знак з плюса на мінус, а отже 37,74003
3 x  є точкою мак-

симуму функції  xv . Найближчими натуральними числами

до точки максимуму є 71 n  і 82 n , причому

   0902,0
543
497 v ,   0899,0

712
648 v .

Отже, найбільшим членом послідовності 
2003

2




n
nvn ,

...,2,1,0n  є її восьмий член 
543
49

7 v .

6.15. Розглянемо функцію 
x
xy tg

 . Її похідна

xx
xx

xx

xx

x

x
x

x

y 22222

2

cos2
2sin2

cos

2sin
2
1tg

cos 






 .

Як бачимо, 0y , якщо xx 2sin2  . Остання нерівність

справедлива для всіх 





 


2

;0x , значить на вказаному інтер-

валі функція 
x
xy tg

  зростає і для 21 xx   виконується нерів-

ність 
2

2

1

1 tgtg
x
x

x
x
       

1

2

1

2

tg
tg

x
x

x
x

 .

6.16. Спочатку доведемо, що для ba 0  справедлива
нерівність
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a
ab

a
b

b
ab 


 ln  .

За теоремою Лагранжа до функції xy ln  на відрізку  ba;

маємо: 
cab

ab 1lnln



 ,  bac ; . Тоді  ab

ca
b


1ln , а оскіль-

ки bca  , то

a
ab

a
b

b
ab 


 ln .                          (6.1)

Обчислимо похідну функції 
x

x
y 






 

11 :







 

x
xy 11lnln ,   
















  2

1
11

11ln1
x

x

x
x

y
y

 

  

















 

xx
x

x
y

x

1
11ln11 .

Із властивостей показникової функції випливає, що

011 





 

x

x
. З іншого боку, згідно з (6.1) для   ;0x

xx
x

x
11ln

1
1







,

тобто 0
1

11ln 





xx
x . Значить на відрізку  ;0  0y ,

а отже функція y на вказаному інтервалі зростає.
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Для  1;x
x

x
x

x
x

x








1
ln

1
ln1ln , xx  1 .

Тому згідно з виразом (6.1)

xx
x

x 





1
1

1
ln1   

xxx
x

x 









1

1
1

1
1

ln1  


xx

x





1
11ln ,

тобто 0
1

11ln 





xx
x  і 0y , отже на інтервалі  1;

функція 
x

x
y 






 

11  теж зростає.

6.17. Екстремуми функції   01  xfy  можуть знаходи-

тися в точках, де   0 xf  або  xf  . Екстремуми функції

 xfy 2  можуть знаходитися в точках, де    0


xf  або

   xf . Оскільки     
 xf
xfxf

2





, то критичними є точ-

ки, в яких   0xf ,   0 xf  та  xf  .

Як бачимо, критичні точки функцій  xfy 2  збігаються

з критичними точками функції  xfy 1 , за виключенням то-

чок, де   0xf . Однак, якщо в деякій точці 0xx   виконується

рівність   00 xf , то в силу того, що   0xf , в -околі даної
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точки будуть виконуватися нерівності    00 xfxf  . Отже,

x0 буде точкою мінімуму, звідки випливає, що   00  xf  або

 0xf  , тобто критичні точки у функцій y1 та y2 спільні.

За умовою   0xf , тому   0xf , а отже знаки ви-

разів  xf '  та  
 xf
xf

2
  будуть збігатися і змінюватимуться

одночасно при переході через точки екстремуму. Таким чи-
ном, точки екстремуму функцій   01  xfy  і  xfy 2
повинні збігатися.

6.18. Запишемо функцію, що відповідає зазначеним умовам:

  0
2

1
22

1
2

0

2 ... axaxaxaxaxf n
n

n
n

n

i

i
i  



 ,

де 0ia , ,1,...,1,0  ni  а 0na .
Тоді перша похідна

    xaxanxnaxiaxf n
n

n
n

n

i

i
i 1

32
1

12

1

12 2...1222  







або

 

  .2...122

2

1
42

1
22

1

22

axanxnax

xiaxxf

n
n

n
n

n

i

i
i














Оскільки  xf   є многочленом, то він визначений на всій
числовій осі, тому серед критичних точок функції  xf  бу-
дуть лише ті, в яких   0 xf . В силу того, що коефіцієнти
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многочлена 



n

i

i
i xia

1

222  невід’ємні, а всі степені парні, буде спра-

ведливою нерівність 02
1

22 



n

i

i
i xia  (рівність буде викоонува-

тися в точці 00 x , якщо 01 a ). Отже, рівняння   0 xf
матиме єдиний розв’язок 00 x . Із зазначеної нерівності та-

кож випливає, що похідна   



n

i

i
i xiaxxf

1

222  на відрізкуу

 0;  буде від’ємною, а на відрізку  ;0  – додатною. Отжеже

00 x – єдина точка мінімуму функції  xf .
Друга похідна

     

   ,2...3212

122122

1
42

1

22

1

22

axann

xannxaiixf

n
n

n
n

n

i

i
i














визначена на відрізку   ; , причому   0 xf  всюди крім,
можливо, точки 00 x  (якщо 01 a , то   00  xf ). Однак
точка 00 x  не може бути точкою перегину, оскільки при
переході через неї  xf   зберігає знак, а отже функція  xf
всюди вгнута.

6.19. За формулою повної похідної, вважаючи  xyy  ,
маємо:

dx
dy

y
f

x
f

dx
df









 .
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З останнього рівняння в силу того 0
dx
df , випливає

.

y
f
x
f

dx
dy








Повторно застосувавши формулу повної похідної, маємо:

  





























dx
dy

dx
dy

ydx
dy

xdx
dy

dx
d

dx
yd
2

2






















































































y
f
x
f

y
f
x
f

y
y
f
x
f

x






















































































y
f
x
f

y
f

y
f

x
f

y
f

yx
f

y
f

xy
f

x
f

y
f

x
f

2

2

22

2

2

2

2

.
2

3

2

2

222

2

2


























































y
f

y
f

y
f

y
f

x
f

yx
f

y
f

x
f
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VII. ІНТЕГРАЛИ

Умови задач

7.1. Знайти  
 dx

xx
xxx

22 cos
cossin .

7.2. Знайти  
dx

xx
x
sincos

cos .

7.3. Знайти 
12016xx

dx .

7.4. Знайти 






11
1

42

2

x
dx

x
x .

7.5. Знайти   xx
dx

33 sincos
.

7.6. Знайти   
dx

xxx
x

2

2

cossin .

7.7. Дано   
x

x

t dtex
cos

sin

2
. Обчислити 






 

6 .
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7.8. Нехай ba 0 . Довести, що

   222

12 ba
b

a

x eedxex   .

7.9. Довести, що 
3

24sin
21

220 2

0

  dx
x
x .

Вказівка. Скористатися нерівністю xxxx  sin
6

3

, 0x .

7.10. Функції  baCf ,  і  baCg ,  задовольняють такі

умови:       12  xfxgxf ,   1af ,   1bf . Довести,

що  
2



b

a
dttg .

7.11. Функція  xf  визначена на  1;0  і монотонно не зро-

стає (тобто    12 xfxf   при 12 xx  ). Довести, що

  1;0      
 1

00

dxxfdxxf .

7.12. Довести нерівність

         






 b

a

b

a

dxxfabdxxgxf 2

2

,

якщо  xf  – функція неперервна на  ba; .

Вказівка. Використати нерівність Коші–Буняковського:

        






 b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf 22

2

.
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7.13. Нехай  xf    неперервна на  1;0  функція. Довести,

що    
 


00

sin
2

sin dxxfdxxxf .

7.14. Нехай  xf  – неперервна функція, причому   aaf  ,

і    22

2
1 abdxxf

b

a
 . Довести, що рівняння   xxf   має

корінь на  ba; .

7.15. Довести, що  
    2

1
1

1

0


 xfxf
dxxf  для додатної непе-

рервної функції  xf .

7.16. Нехай  xf  – парна і неперервна функція. Довести,

що     


aa

a
x dxxfdx

e
xf

01
.

7.17. Обчислити довжину дуги лінії


t

dz
z

zx
1

cos
,   

t

dz
z

zy
1

sin

від початку координат до найближчої точки з вертикальною
дотичною.

7.18. Обчислити 



2015

0

2cos1 dxx .

7.19. Обчислити 


0 sin
2015sin dx

x
x .
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7.20. Обчислити 
 



 
n

x

dx
21

.

7.21. Обчислити 


 
dx

x
x
1

sin
2

2

.

7.22. У судновій цистерні, виготовленій у формі пара-
болоїда обертання і розміщеній вище від ватерлінії, у най-
нижній точці утворилася пробоїна діаметром 2 см. За який
час вода повністю витече із цистерни, якщо її висота 4 м,
а діаметр верхньої кришки 2 м? Який об’єм даної цистерни?
Вважати, що швидкість витікання рідини змінюється за зако-
ном Торрічеллі.

7.23. Обчислити масу земної атмосфери (Землю вважати
кулею радіусом R0), якщо густина її речовини змінюється за

законом   kheh  0 , де h – відстань від поверхні Землі.

7.24. Зобразити тіло, об’єм якого виражається інтегралом

  



x

dydxxV
4

0

2

0

24 .

7.25. Обчислити  


L yx
ydxxdy

22
, де L – замкнутий контур,

який обмежує довільну область, що містить у собі початок ко-
ординат.

7.26. Довести рівність       
b

a

x

a

b

a
dxxfxbdttfdx .
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7.27. Довести, що 





1

1

22

22

yx

yx dxdye .

7.28. Оцінити величину подвійного інтеграла

   
D

dxdyyxI 22 ,

де D – область, обмежена лінією 0222  xyx .

7.29. Оцінити інтеграл

 
     


 2222 2

0
2

0
2

0Rzyx zzyyxx

dxdydz
,

якщо 22
0

2
0

2
0 Rzyx  .

7.30. Довести формулу

   
VS

dVaadSna graddiv ,

де  zyx ,, ;  zyxaa ,, ; S – поверхня, що обмежує
об’єм V: n – орт зовнішньої нормалі до поверхні S. Встано-
вити умови застосування формули.

Розв’язки задач

7.1. Нехай 
x

xt
cos

 , dx
x

xxxdt 2cos
sincos 

 , звідки

   dtxdxxxx 2cossincos  .
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Тоді







  xxt
dtxdx

xx
xxx

222

2

22 coscos
cos

cos
sincos

.
cos

arctgarctg
12

C
x

xCt
t

dt



 

7.2. 1-й спосіб

 






  dx

xx
xxxxdx

xx
x

sincos
sinsincoscos

2
1

sincos
cos

 























  xx
xxdxdx

xx
xx

cossin
cossin

2
1

cossin
sincos1

2
1

  .sincosln
2
1 Cxxx 

2-й спосіб 
Зауважимо, що









 xxxx sin

2
1cos

2
12sincos

.
4

sin2sincoscos
4

sin2 





 















 xxx

Тоді








 












 























  dx

t

t

dtdx

tx
dx

xx
x

44
sin2

4
cos

,
4

sincos
cos
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









  dt
t

ttdt
t

tt

sin
sincos

2
1

sin
4

sinsin
4

coscos

2
1

   





   1sinln

2
1

sin
sin

2
1 Cttdt

t
td

  .sincosln
2
1

44
sinln

2
1

1 CxxxCxx 

















 



3-й спосіб

 







  dx
xx
xxxdx

xx
x

22 sincos
sincoscos

sincos
cos







  dx
x

xdx
x
xdx

x
xxx

2cos2
2sin

2cos2
2cos1

2cos
sincoscos2







   dx

x
xdx

x
dx

2cos
2sin

2cos2
1

 









  x

xdxdx
x

x
2cos
2cos

2
1

2cos
2cos

2
1

2

 












  Cxx

x
xd 2cosln

2
1

2sin1
2sin

2
1

2
1

2














 Cxx
x
x 2cosln

2
1

2sin1
2sin1ln

4
1

2
1



121

Олімпіадні задачі з вищої математики













 Cxxx
xx
xx 22 sincosln

2
1

sincos
sincosln

2
1

2
1

  
















 Cx
xx

xxxx
sincos

sincossincosln
2
1

2
1 22

  .sincosln
2
1 Cxxx 

7.3.          
 





 

11 210082016
xx

dx

xx

dx

 
 


















 
21008

21008 11
x

xx

dx

   
 

 21008
1009 11

x
x

dx

 
.1arcsin

1008
1

11

1

1008
1

1008

21008

1008
C

x

x

x
d













 

7.4.  













 
2

2
2

2

42

2

111

11

11
1

x
xx

dx

x

x
x

dx
x
x
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





























 


  211

,1

2
2

tt

dt

dtdx
x

t
x

x


























z
zt

z
dzzdt

z
t

cos
sin22

,
cos
sin2,

cos
2

2

2




  Czdz
z

zz
z

dzz
2

1
2

1

sin
cos

2
cos

2cos

sin2

2

.
1

2arccos
2

12arccos
2

1
2 C

x
xC

t





7.5. Перетворимо знаменник підінтегрального виразу:


 xx

dx
33 sincos

   
  xxxxxx

dx
22 sinsincoscossincos

  .cossin1sincos 


xxxx
dx
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Ураховуючи, що

    xxxx
dx

cossin1sincos

,
3
1

3
2̀

cossin1
cossin

3
1

sincos3
2

21 IIdx
xx
xx

xx
dx








 

одержуємо:










 
xx

dx
xx

dxI
cos

4
sinsin

4
cos2

2
cossin1










 
xx

dx
xx

dxI
cos

4
sinsin

4
cos2

2
cossin1

;
82

tgln
2
2

4
sin2

2






 








 


  x

x

dx

 










  xxxx
dxxxdx

xx
xxI

cossincossin
cossin

cossin1
cossin

222

 
 

 
 










  22 cossin1

cossin2
cossin1

cossin2
xx
xxd

xx
dxxx

 .cossinarctg2 xx 
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Отже,

 .cossinarctg
3
2

82
tgln

3
2

sincos 33 xxx
xx

dx







 




7.6. Нехай функція  xF  є первісною даного інтеграла, тоді

 
 

.
cossin 2

2

xxx
xxF


                         (7.1)

Функцію  xF  будемо шукати у вигляді

      ,
cossin

sincos
xxx

xDCxxBAxxF





де A, B, C, D – невизначені коефіцієнти.
Знайшовши похідну даного виразу, прирівняємо її до (7.1).

Оскільки знаменники обох виразів однакові, рівняння зво-
диться до рівності чисельників

    xxBxxxAx 22222 cossincossin

      .cossincoscossin 2222 xxxBCxDAxxCx 

Таким чином

.,1,1

0cossin
,0cos

,0
,1

2

2

CBDA

BCxx
DAx

CBx
Ax


















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Коефіцієнти B і C одночасно можуть набувати будь-яких
значень, тому поклавши 0CCB  , первісну  xF  можна
записати у вигляді

     






xxx

xxCxCxxF
cossin

sin1cos 00

 
.

cossin
cossin

cossin
cossincossin

0
0 C

xxx
xxx

xxx
xxxCxxx










7.7. За властивостями визначеного інтеграла

  ,
sin

0

cos

0

22

 
x

t
x

t dtedtex

звідки

       ,cossinsincos
2222 sincossincos xexexexex xxxx 

а отже

 .3
22

3
2
1

6
21

41
4143 















  eeee

7.8. Відомо, що якщо функції  xf  і  xg  інтегровані на
відрізку  ba;  і для всіх  bax ;  виконується нерівність
   xgxf  , то

    . 
b

a

b

a

dxxgdxxf
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Нерівність xx 212   справедлива для всіх Rx , оскіль-

ки   0121 22  xxx . В силу того, що

   22
212 xx xeex   ,

на будь-якому відрізку  ba;  буде вірною нерівність

  .21
222222 ba

b

a

x
b

a

x
b

a

x eeedxxedxex   

7.9. Оскільки xxxx  sin
6

3
 при 0x , то на півінтер-

валі  2;0  буде справедливою нерівність

.sin
6

2
x

x
xxxx 

Тоді в силу властивостей визначеного інтеграла на пів-
інтервалі  2;0  повинні виконуватися нерівності

,sin
6

2

0

2

0

2

0

2

  dxxdx
x
xdxxxx

звідки

.
3

24sin
21

220
2

0

  dx
x
x
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7.10. З умови       12  xfxgxf  випливає, що

 
 

      .arctgабо
12 xgxfxg

xf
xf






Тоді

         ,arctg,arctg  
b

a

b

a

b

a

b

a

dxxgxfdxxgdxxf

    ,1arctg1arctg 
b

a

dxxg

звідки

  .
2



b

a

dxxg

7.11. За теоремою про середнє значення функції на відрізку
маємо:

    ,1
0




cfdxxf

де  ;;01 c

    ,12

1




cfdxxf

 .1;2 c
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За умовою    12 cfcf  , отже

          ,1,1
1

1

0

1

0

1
















dxxfdxxfdxxfdxxf

        













 



00

1

0

1 dxxfdxxfdxxf

    .
1

00
 



dxxfdxxf

7.12. Ця нерівність випливає з нерівності Коші–Буняковсь-
кого (доведення можна знайти в [4], с. 115).

        ,22

2

 












 b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf

якщо покласти   1xg .

7.13. Рівність    





00

sin
2

sin dxxfdxxxf  еквівалентна

рівності     ,0sin
2

sin
00




 


dxxfdxxxf  покажемо, що остан-

ня рівність вірна:
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      





 




 


000

sin
2

sin
2

sin dxxfxdxxfdxxxf

  .cos

22

,,
2

2

2



































 dttft

t

dtdxtx

Останній інтеграл рівний нулю, оскільки є інтегралом від
непарної функції в симетричних межах, а значить

    .sin
2

sin
00




 dxxfdxxxf

7.14. Розглянемо функцію     xxfxF  , тоді

     0 aafaF .

Зінтегрувавши її на відрізку  ba; , маємо:

       .0
2

22



  abdxxfdxxxfdxxF

b

a

b

a

b

a

За теоремою про середнє значення існує така точка
 bac ; , що

     .0 abcFdxxF
b

a
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Отже,   0cF , але   0aF , оскільки функція  xF  непе-

рервна, то існує таке  ca; , що   0F  або   f .

7.15. Нехай  
   ,1

1

0
 


xfxf

dxxfI  зробимо заміну

 
    
























 
dtdx
tx
tx

xfxf
dxxfI ,1

,1

1

1

0

 
   

 
    .
1

1
1

1
1

0

0

1

Jdx
xfxf

xf
tftf

dttf









 

Знайдемо суму

 
   

 
    ,1
1

1
1

1

0

1

0

1

0








  dxdx
xfxf

xf
xfxf

dxxfJI

оскільки JI  , то 
2
1

I .

7.16. Розглянемо функцію   .
2
1

1
1




 xe
xg  Дана функція

непарна:

    









  x

xx

x

x

x e
ee

e
e

e
xg

12
12

2
1

12
1

1
1
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     .
1

1
2
1

12
21

12
1 xg

ee
e

e
e

xx

x

x

x















Оскільки,  xf  – функція парна, то добуток    xgxf
є функцією непарною, тобто

      .0
2
1

1
1







 


 


a

a
x

a

a

dx
e

xfdxxgxf

Отже,

      .
2
1

1
0
 




aa

a

a

a
x dxxfdxxf

e
xf

7.17. Знайдемо xy :

.tg,sin,cos t
x
yy

t
ty

t
tx

t

t
xtt 






Дотична буде вертикальною в точках, де похідна xy .

Ця умова буде виконуватися при ,
2

kt 


  Zk  . У початокок

координат графік функції потрапляє при 1t , тому найближ-

чою точкою з вертикальною дотичною буде точка, в якій .
2


t

Таким чином, довжина дуги

.
2

lnlnsincos
2

1

2

1

2

1
2

2

2

2
22

2

1






 t
t
dtdt

t
t

t
tdtyxl

t

t
tt
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7.18. Перетворимо підінтегральний вираз

.sin2sin22cos1
2015

0

2015

0

2
2015

0




 dxxdxxdxx

Оскільки функція xsin  є періодичною з періодом T ,
то площа криволінійної трапеції, обмеженої кривою xy sin

на відрізку  2015;0  буде дорівнювати 2015 площам кривоо-

лінійної трапеції, обмеженої кривою xy sin  на відрізку  ;0
(заштрихована фігура на рисунку), а отже

 


0

2015

0

sin2015sin dxxdxx

.4030cos2015sin2015
00











 xdxx

Таким чином,

.222015240302cos1
2015

0




dxx

 



133

Олімпіадні задачі з вищої математики

7.19. Виконаємо ряд перетворень:




 


00
sin

2013sin2013sin2015sin
sin
2015sin dx

x
xxxdx

x
x




 


00
sin
2013sin

sin
sin2014cos2 dx

x
xdx

x
xx

 


00
sin
2013sin2014cos2 dx

x
xdxx

.
sin
2013sin

sin
2013sin2014sin2

000



 dx
x

xdx
x

xx
2014

У свою чергу,




 


00
sin

2011sin2011sin2013sin
sin
2013sin dx

x
xxxdx

x
x

 


00
sin
2011sin2012cos2 dx

x
xdxx

.
sin
2011sin

sin
2011sin2012sin

2012
2

000



 dx
x

xdx
x

xx
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Продовжуючи таким чином понижати коефіцієнт в аргу-
менті синуса, отримаємо:

 


00
sin
2013sin

sin
2015sin dx

x
xdx

x
x

.
sin
sin...

sin
2011sin

000

 


dxdx
x
xdx

x
x

7.20. Розглянемо відповідний невизначений інтеграл:

   
 
  































xvdxdv
x

xxndu
x

u

x

dx
n

n

n
n

,

,
1

21,
1

1

1
22

12

2
2

       














  

dx
x

xn
x

x

x

dxxn
x

x
nnnn 12

2

212

2

2 1

12
11

2
1

       
.

1
2

1
2

11
2 122212  











 nnnn

x

dxn
x

dxn
x

x

x

dxn

Отже, позначивши 
 

,
1 2


 nn
x

dxI  де ...,3,2,1n , маємо

  ,22
1

12 


 nnnn nInI
x

xI  звідки   nnn I
n

n

x

x
n

I
2

12

12
1

21






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або

     .
22
32

112
1

12 








 nnn I
n
n

x

x
n

I              (7.2)

Таким чином, маємо

        .
122

32

112
1

1
1222 












 











nnn
x

dx
n
n

x

x
nx

dx

Оскільки     ,0
1

lim
1

lim
22





  nxnx x

x

x

x  то дана рів-

ність набуває вигляду

    .
122

32

1
122 








 



nn

x

dx
n
n

x

dx

Послідовно понижаючи степінь знаменника інтеграла за
допомогою рекурентної формули (7.2), доходимо до рівності

 



























22 12

1...
62
72

42
52

22
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1 x
dx

n
n

n
n

n
n

x

dx
n

  
 

  
 

  
 


















 2222 2
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62
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42

5242
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3222
n

nn
n

nn
n
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 
    

 
  

.
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!22
22!12

!22arctg 222212 



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










 




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
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7.21.          





 








dx
x

xdx
x

x
1
2cos1

2
1

1
sin

22

2

 ;
2
1

1
2cos

12
1

2122 IIdx
x

x
x

dx




















 









.
22

arctg
121 






 






 






 x

x
dxI

Для знаходження другого інтеграла скористаємося фор-
мулами теорії функцій комплексної змінної:

    ,;Res2
1








n

i
izzFidxxF

особливі точки zi лежать у верхній півплощині. Нехай

     imxexfxF  ,
тоді

    ;;Re2
1








n

i
i

imx zzFsidxexf

      .
0

0










 dxexfdxexfdxexf imximximx
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Замінимо у першому інтегралі x на (– х), тоді

       







 0

0

dxexfdxexfdxexf imximximx

      .;Res2
100

i

n

i

imximx zzFidxexfdxexf 



 

Якщо  xf  – парна функція, то    xfxf   і тоді

       .;Res2
10 cos2











n

i
i

mx

imximximx zzFidxeexfdxexf 

Отже,   21
1
x

xf


  і тоді

 
   ,

2
2lim2

1
2cos 2

22

22

















  e

i
ei

iziz
eizidx

x
xI

iz

  ,
1 2z
ezF

imz


  2m , i – особлива точка. Таким чином

 .1
21

sin 2
2

2










 edx

x
x



138

А. М. Кузнецов, Н. О. Романчук, А. В. Варшамов, О. Л. Чорний

7.22. Введемо систему координат таким чином, щоб її
початок знаходився в найнижчій точці
цистерни, а вісь Oy була спрямована
вздовж осі симетрії. У цьому випадку пе-
рерізом цистерни по центральній осі є па-
рабола 2kxy  . Оскільки висота цистерни

м4h , а діаметр верхньої кришки м2d ,

то 
2

2







dkh  або 214  k , звідки k = 4,

а отже рівняння параболи у = 4х2.
Об’єм цистерни як тіла обертання

   


  2
84

4

0

24

0

2 ydyydyyV
b

a

 куб. од.

Площа пробоїни, через яку витікає вода,
 22 01,0 rS .

Нехай об’єм води, що витече із цистерни за проміжок
часу dt, рівний dV. За законом Торрічеллі даний об’єм

,2 dtSgydV   з іншого боку, dyxdV 2 , таким чиномм

,2 2dyxdtSgy   звідки .
242

2

Sgy
dyy

Sgy
dyxdt 






Отже, час повного витікання рідини











  2

234

0

230

4

21

01,08,923
42

23
2

24 Sg
ydyy

Sg
T
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хв.201с1204610
8,923

16 4 




7.23. Розглянемо шар атмосфе-
ри V товщиною h, що знаходить-
ся на висоті h над поверхнею Зем-
лі. Якщо покласти h достатньо
малим, то можна вважати атмо-
сферу в його межах однорідною,
а її густину рівною  h .

Об’єм вказаного шару

     
3

0
3

03
4

00
hRhhRVVV hRhhR

    .33
3
4 32

0
2

0 hhhRhhR 

Оскільки при 0h  другий і третій доданки в дужках
є нескінченно малими, більш високого порядку, ніж перший, –

  hhRV  2
04 .

Таким чином, маса шару атмосфери на висоті h буде до-

рівнювати     hhReVhm kh   2
00 4 , а маса всієї

атмосфери

     







0

2
00

0

2
00 44 dhehRdhhReM khkh

 

,
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   



















  khkh e

k
vdhedv

dhhRduhRu
1,

,2, 0
2

0

    
















 






0
0

0

2
0

0
24 dhehR
kke

hR kh
kh



















  khkh e

k
vdhedv

dhduhRu
1,

,,0

   





















 






0
2

0
2
0

0

2
0

0
22

4 dhe
kek

hR
ke

hR kh
khkh

  .12214
0

3
0

2

2
0

0



















 khkhkh eke

hR
ke

hR
k

Оскільки

,01lim1lim,01lim 0 











 khhkhhkhh eke
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 
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0 


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то .22
4 32
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









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7.24. Виразимо даний інтеграл через подвійний

    ,44 2
4

0

2

0

2  


D

x

dxdyxdydxxV

де

   xyxyxD  40,20; .
Згідно з геометричним змістом
подвійного інтеграла, V є об’ємом
вертикального циліндричного
тіла, побудованого на основі D, та
обмеженого зверху відповідною
частиною поверхні 24 xz  .

7.25. Нехай замкнута крива L задається функцією   .
Перейшовши в криволінійному інтегралі до полярних коор-
динат, отримаємо:

,cossin,sin,cos  dddxyx

.sincos  dddy
Отже,






L

yx
dxydyx
22





2

0
2

2222 cossinsinsincoscos dddd

.2sincos
2

0

2

0
2

2222





 



dd

0
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7.26. 1-й спосіб.

Позначимо     ,
x

a

dttfxI  тоді

       












 xvdxdv
dxxfdxxIduxIu

dxxI
b

a
,

,,

           


b

a

b

a

b

a

dxxxfaaIbbIdxxxfxxI

0

        . 
b

a

b

a

b

a

dxxfxbdxxxfdxxfb

2-й спосіб
Розглянемо подвійний інте-

грал

    , 
x

a

b

aD

dttfdxdtdxtf

де
  .,; xtabxayxD 

Змінивши порядок інтегрування,

отримаємо, що   ,,; bxtbtayxD   а отже
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       
b

t

b

a

b

t

b

aD

xtfdtdxtfdtdtdxtf

      . 
b

a

b

a

dxxbxfdttbtf

7.27. Виконаємо перехід у полярну систему координат:
.sin,cos  yx  Тоді    20,10;D ,

а сам інтеграл набуває вигляду

  



 1

0

1
2

0

1
1

2222
dedddedxdye

DD

yx

.lim
1

21
0

1

0

21 22

  





a
a

dede

Оскільки ,12   то ,11
2 


 а отже .1

21 e  Маємо

.limlim
1

2
0

1
21

0

1
222

  








a
a

a
a

D

yx ddedxdye

Отже, .
1

1

22

22







yx

yx dxdye
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7.28. Якщо функція  yxf ,  неперервна в області D, пло-
щею S, то

  ,, MSdxdyyxfmS
D

 
де m, M – відповідно найменше та найбільше значення
підінтегральної функції в області D.

Відмітимо, що

0222  xyx ,     112 22  yxx ,     11 22  yx ,

тобто границею області D є коло одиничного радіуса із цент-
ром у точці (1; 0), а отже площа даної області .2  RS

Поверхня 22 yxz   являє собою "сідло" (гіперболічний
параболоїд). Частинні похідні: 0xz  при 0x , 0yz  при

0y ; значення функції z(0; 0) = 0.
Уздовж лінії 22 2 xxy   функція набуває вигляду

.22 2 xxz   Таким чином, 24  xzx , а 0xz  при ,
2
1

x

звідки .
2
3

y

Значення функції в критичних точках та на краях області

  .4;
2
1;40;2;

2
1

2
3;

2
1









 Mmzz

Отже

  .4
2

22 


 
D

dxdyyx
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7.29. Область інтегрування являє собою сферу радіуса R
із центром у початку координат О(0; 0; 0). Точка М0(x0;  y0; z0),
виходячи з нерівності 22

0
2
0

2
0 Rzyx  , знаходиться поза ме-

жами даної сфери. Тоді для довільної точки М(x;  y; z) з обла-
сті інтегрування будуть справедли-
вими нерівності:

,000 ROMMMROM 

причому рівність буде досягатися
тільки в точках перетину прямої
ОМ0 з границею області інтегру-
вання (точки A і B на рисунку).

Таким чином,

       2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0 zzyyxxRzyx

,2
0

2
0

2
0 Rzyx 

     





 2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

11

zzyyxxRzyx

,1
2
0

2
0

2
0 Rzyx 



а отже







 



Rzyx

R
2
0

2
0

2
0

3

3

4
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     



 

 2222
2

0
2

0
2

0

1

Rzyx zzyyxx

.
3

4
2
0

2
0

2
0

3






 




Rzyx

R

7.30. За формулою Остроградського–Гаусса

.div 
VS

dVFdSnF   (7.3)

За умовою задачі ,aF 

         

добуток
Скалярний

добуток
Скалярний

добуток
Скалярний

divdiv aaaaF

.divgrad aa 

Підставивши останню рівність у (7.3), одержимо:

  .graddiv 
VS

dVaadSna 

Умовами застосування останньої формули є диференційо-
ваність функції  zyx ,,  і векторної функції  zyxaa ,,
в області V і на її границі S.


Скалярний
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VIII. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ

Умови задач

8.1. Скласти однорідне лінійне диференціальне рівнян-
ня, якщо задана фундаментальна система розв’язків: ,11 y

,sin2 xey x  .cos3 xey x

8.2. Знайти особливий розв’язок рівняння

  223 2  xyy .

8.3. Знайти загальний розв’язок диференціального рівнян-
ня ,0 yyxy  використовуючи при цьому елементарні
функції та інтеграли від них.

8.4. Знайти всі дійсно-задані неперервні диференційовані
функції  ,xf  які Rx  задовольняють рівняння

          .2015
0

222  
x

dttftfxf



148

А. М. Кузнецов, Н. О. Романчук, А. В. Варшамов, О. Л. Чорний

8.5. Знайти загальний розв’язок системи рівнянь

















,1

,
2

yxyx
y
yxx

y
yy

де  txx  ,  tyy  .

8.6. Розв’язати у квадратурах диференціальне рівняння

.
2xyxey 

8.7. Знайти загальний розв’язок рівняння .
2

1
2yx

y




8.8. Функції x і е2х задовольняють деяке однорідне дифе-
ренціальне рівняння другого порядку. Впевнитися, що вони
утворюють фундаментальну систему, і скласти диференціальне
рівняння.

8.9. Довести, що кожна функція  xy , яка є розв’язкомм

рівняння ,
1

1
22 


yx

y  обмежена на R.

8.10. Розв’язати диференціальне рівняння .
3

y
xxy 

8.11. Один резервуар об’ємом 100 л наповнений розчи-
ном 10 кг солі, а другий резервуар такого ж об’єму наповне-
ний чистою водою. У перший резервуар втікає вода зі швид-
кістю 3 л/хв, а суміш з такою ж швидкістю перекачується
у другий резервуар, з якого надлишок рідини виливається
зовні. Яка максимальна кількість солі буде міститися у друго-
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му резервуарі? (Концентрація солі у кожному з резервуарів
підтримується рівномірною за допомогою перемішування.)

8.12. Знайти частинний розв’язок рівняння при вказаних

початкових умовах:       .11,11,34  yyyxyyx

Розв’язки задач
8.1. Виходячи з вигляду фундаментальної системи розв’-

язків, відмітимо, що корені характеристичного рівняння: 01 r ;
ir  13,2 . Тоді саме характеристичне рівняння:

      011  irirr ,      0222  rrr
або

022 23  rrr .

Шукане диференціальне рівняння

022  yyy .

8.2. Зробимо заміну zxy  2 , тоді xzy 2 . Диферен-
ціальне рівняння набуває вигляду

32z
dx
dz

 .

Поклавши 0z , маємо:

dxdzz  32 ,      dxdzz 32 ,    Cxz 313 ,

звідки  3
27
1 Cxz   або  3

27
12 Cxxy   – загальний

розв’язок.
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Особливий розв’язок отримаємо з умови z = 0. Як видно,
рівняння у = 2х неможливо отримати із загального розв’язку,
однак воно задовольняє дане диференціальне рівняння.

8.3. З рівняння yyxy   маємо  , xyy  звідки 1Cxyy   –
лінійне диференціальне рівняння першого порядку. Зробимо
заміну uvy  , тоді vuvuy  , а отже

  ,, 11 CxvvuvuCxuvvuvu 












































  .

,,,,0

2
2

1

2

111
2

2

CdxeCu

ev

dx
v

Cdu

dxx
v
dv

v
C

dx
du

xv
dx
dv

Cvu
xvv

x

x

Таким чином, .2
2

22
1

222 xxx eCdxeeCuvy   

8.4. Продиференціюємо дане рівняння по x:

        222 xfxfxfxf  ,

звідки

              ,0,02 222  xfxfxfxfxfxf

           
  ,,,   dx
xf
xfd

dx
xfdxfxfxf

    .,ln 0
0

xCx CeeexfCxxf 
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Підставимо отриману функцію в початкове рівняння:

    2015
0

222222
x

ttx dteCeCeC

  ,2015120152 22

0

22   x
x

t eCdteC

звідки 2015C , а отже   xexf 2015 .

8.5. Виконаємо ряд перетворень над рівняннями системи:



























1
,1

1

, 2
2

yxyx
yyy

yxyx
y

yxyx
y

yyy

 
  


















.
,

1

,1

2

1

Ctxy
Ctyy

xy

yy

З першого рівняння системи маємо:

  ,
222

, 3
2

1
2

1
CCtyCt

dt
dyy 




звідки   .3
2

1 CCty 

Тоді з другого рівняння системи 
 

.
3

2
1

2

CCt

Ctx




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8.6. Зробимо заміну 2x
yu  , тоді 2uxy  , xuxuy 22  ,

а отже

uxexuxu  22 , ue
dx
dux u 2 ,    

 x
dx

ue
du

u 2
,

xC
ue

du
u lnln

2


 ,

тобто   ue
du

uCex 2 , де 2x
yu  .

8.7. Якщо покласти х = х(у), то дане диференціальне рівнян-

ня набуває вигляду ,2 2yx
dy
dx

  зробимо заміну    ,yvyux   то-о-

ді vuvux  , а отже   22 yvvuvu  . Якщо 02  vv ,

то v
dy
dv 2 , yv 2ln   або yev 2 .

Тоді початкове рівняння набуває вигляду

22 ye
dy
du y  ,   dyeydu y22  ,

звідки



















 

 yy
y

evdyedv

dyyduyu
dyeyu 2

1
2

1

1
2

122

2
1,

,2,
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

















 

  yy
yy

evdyedv

dyduyu
dyyeey 2

2
2

2

22222

2
1,

,,

2
1

.
4
1

2
1

2
1 2222 Ceyeey yyy  

Отже,  .122
4
1 22  yyCeuvx y

8.8. За умовою задачі функції xy 1  та xey 2
2   є розв’яз-

ками деякого однорідного диференціального рівняння друго-
го порядку, оскільки їх відношення

const,2
2

1  xe
x

y
y

то у1 і у2 є лінійно незалежними функціями, а значить скла-
дають фундаментальну систему розв’язків. Тоді загальний
розв’язок диференціального рівняння ,2

21
xeCxCy   звідки

xeCCy 2
21 2  та .4 2

2
xeCy 

Припустимо, що шукане рівняння має вигляд

    0 yxgyxfy ,

підставивши в нього знайдені значення y, y  і y  , отримаємо:

      024 2
21

2
21

2
2  xxx eCxCxgeCCxfeC

або
          024 2

21  xexgxfCxxgxfC .
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Для того щоб останнє рівняння не залежало від 1C  і 2C ,
необхідно, щоб коефіцієнти при них дорівнювали нулю, тобто

   
        .

21
4,

12
4

,024
,0

x
xxf

x
xg

xgxf
xxgxf














Отже, шукане диференціальне рівняння

    .0 yxgyxfy

8.9. Задача Коші в даному випадку виглядатиме наступ-
ним чином:

  .,
1

1
0022 yxy

yx
y 




Проінтегруємо ліву і праву частини диференціального рів-
няння на відрізку  xx ;0 :

  .
1

00

22 


x

x

x

x
yx

dxdxxy

Ураховуючи, що  xy  є однією з первісних функції  xy ,
розв’язок може бути поданий у вигляді

.
1

0

220  


x

x
yx

dxyy

Тоді маємо




 
x

x
yx

dxyy
0

1220
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.arctg
111 22222

0






















 x

x
dx

yx
dx

yx
dx

x

x

Таким чином,  0yy , або  00 yyy .

8.10. Зробимо заміну 2uxy  , де  xuu  . Оскільки 0y ,
то 0x  і 0u . Тоді uxxuy 22  , а диференціальне рівнян-
ня набуває вигляду

ux
xxuxxu 2

3
2 2 

або

u
uuu

udx
dux

221211 
 , 

x
dx

uu
duu


 221

.

Дріб у лівій частині рівності розкладемо на елементарні:

    


 12121 2 uu
u

uu
u

   ;
121

2
121 

















uu
BBuAAu

u
B

u
A

.
3
1

0
,12

0

1









 BA

BAu
BAu

Інтегруючи ліву та праву частини диференціального
рівняння, маємо:

,
123

1
13

1  






x

dx
u
du

u
du
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),0(ln12ln
6
11ln

3
1

00  CxCuu

   .ln6121ln 0
2 xCuu 

звідки

        ,121,1121 26
66

0

2 Cuux
xC

uu 

де .1
6
0C

C 

Повертаючись до попередніх змінних,

.121 2

2

2
6 C

x
y

x
yx 






 






 

Таким чином, загальний інтеграл

    .2 322 Cxyxy 

При 0C  отримаємо розв’язки 2xy   і 
2

2xy  , які

відповідають значенням 1u  і ,
2
1

u  що були втрачені під

час відокремлення змінних.

8.11. Нехай у момент часу t у першому резервуарі знахо-

диться x кг солі, тоді її концентрація – .01,0
100

xx
  Нада-

мо змінній t приріст dt і будемо вважати, що протягом дано-
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го часу процес відбувається рівномірно. Швидкість змі-
ни кількості солі дорівнює x03,0 , де  txx  , причому кіль-
кість солі у першому резервуарі зменшується ( 0dx ), тому

,03,0 dtxdx   звідки

 
tx

dt
x

dx

010

03,0 ,   tx
x

03,0ln
10

 ,  tx 03,0
10

ln  .

Таким чином, кількість солі у першому резервуарі змі-
нюється за законом tex 03,010  .

Нехай у момент часу t у другому резервуарі було y кг солі
і кожну хвилину в нього потрапляє ще tex 03,03,003,0   кг. Та-
кож щохвилини з другого резервуара з водою витікає y03,0  кг
солі, причому оскільки концентрація солі в першому резерву-
арі більша, то її кількість у другому резервуарі до певного мо-
менту буде поступово збільшуватися. Якщо покласти, що за
проміжок часу dt кількість солі  у другому резервуарі збільшить-

ся на dy, то   dydtye t  03,03,0 03,0 , звідки

yye t  03,03,0 03,0 .

У результаті проведених міркувань отримали лінійне 
диференціальне рівняння y + ′0,03y  = 0,3e−0,03t, розв’язавши 
яке, одержуємо закон зміни кількості солі у другому 
резервуарі протягом часу.

Покладемо uvy  , тоді vuvuy  , а отже

  ;3,003,0

,3,003,0

03,0

03,0

t

t

evuvvu

euvvuvu








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




































dt
v

edu

dt
v
dv

v
e

dt
du

v
dt
dv

evu

vv
ttt 03,003,003,0 3,0

,03,0

3,0

,03,0

3,0

,003,0





























 


.3,0
,

3,0
,

3,0

,03,0ln 03,003,0
03,0

Ctu
ev

dtdu
ev

dt
v

edu

tv tt
t

Отже, tt Ceteuvy 03,003,03,0   .
Оскільки в початковий момент часу 0t  солі у другому

резервуарі не було ( 0y ), маємо   00  Cy , а отже кількість
солі у другому резервуарі змінюється за законом ttey 03,03,0  .

Знайдемо точки екстремуму отриманої функції:

  ;хв
3
133

3
100при0,03,013,0 03,0   t

dt
dyte

dt
dy t

 ,03,013,003,0 203,0
2

2
tte

dt
yd t  

,00009,0
3

100
2

2









edt
yd

тобто 
3

100
t  є точкою максимуму..

Тоді максимальна кількість солі у другому резервуарі

кг.68,310
3

100
10
3

3
100 3

100
100

3







 

e
ey
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8.12. Зробимо заміну  xu
x
y
 , тоді uxy  , uxuy 

і uxuuuxuy  2 . Підставивши у початкове рів-
няння отримані значення, маємо

      ,2,2 3645324 uxuxuxuxuxuxuuxx 

  .2 3uxu
x

u 

За допомогою заміни  xzu   (при цьому zu  ) остан-
нє рівняння набуває вигляду

.2 3xzz
x

z 

Це рівняння Бернуллі, розв’язок якого можна знайти за
допомогою однойменного методу:

pqz  ,   pqqpz  ;

332 qxppq
x

pqqp  , 332 qxpq
x

qpqp 





  .

Поклавши 02
 q

x
q , отримаємо 

x
q

dx
dq

 2 , звідки

x
dx

q
dq

 2 ,   xq ln2ln  ,  2

1
x

q  .

Тоді маємо

6
3

2

11
x

px
dx
dp

x
 , 3

3

x
p

dx
dp

 ,
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33 x
dx

p
dp

 ,  C
xp

 22 2
1

2
1 ,

звідки

12 2

2
2




Cx
xp  або 

12
1 


xC
xp  ( CC 21  ).

Повертаючись до попередніх змінних, отримуємо

1
1

2
1 


xCx

pqz
dx
du ,

звідки

 






























 

11
1

,1

1 2

1
12

1

1

2
1

2
1 t

C
C

dt
dt

xC

dxxC
txC

xCx

dxu

.1arctgarctg
1 2

2
122 CxCCt

t
dt




 
В свою чергу 

x
yu  , тому

2
2

1 1arctg CxC
x
y

 .

Таким чином, загальний розв’язок диференціального
рівняння  34 yxyyx   може бути записаний у вигляді

 2
2

1 1arctg CxCxy  .
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Похідна останнього виразу








111

11arctg
2

1

1
2

1
2

2
1

xC

xC
xC

xCxCy

.
1

11arctg 22
1

2
1 C

xC
xC 




Тоді, використовуючи початкові умови   11 y  та   11 y ,
складемо систему рівнянь:
















.
1

11arctg1

,1arctg1

2
1

1

21

C
C

C

CC

З даної системи випливає, що ,0
1

1

1


C , остання рів-

ність не виконується при будь-яких дійсних значеннях 1C ,

однак 0
1

1

1


C

, якщо 1C . В цьому випадку

 
2

1arctg 1


C ,

а отже 
2

12


C .

Повертаючись до загального розв’язку диференціально-

го рівняння, бачимо, що при 1C  
2

1arctg 2
1


xC ,
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а отже частинний розв’язок матиме вигляд

xxy 





 





2

1
2

.

Таким чином, xy   – частинний розв’язок диференці-

ального рівняння  34 yxyyx  , що задовольняє початко-

вим умовам   11 y  і   11 y .
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IX. РЯДИ

Умови задач

9.1. Дослідити на збіжність ряд  


 1 112n
n

n

nn
n

.

9.2. Чи збігається ряд 
 



 


0 1
!

n
n

n

n
kn  для

7
19

k ?

9.3. Відомо, що 
6

1 2

1
2






n n
, знайти 

 


 1
212

1
n n

.

9.4. Дослідити на збіжність ряд 


 1
3 2 1

1
n nn

.

9.5. Додати ряди 


1n
na  та 



1n
nb  і обчислити суму одер-

жаного ряду, якщо 
1

2

2
6

sin




 nn

n

a , 
nn

n

b
2

3
cos 

 .
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9.6. Дослідити на збіжність ряд 


 1
2 ln

1
n nn

.

9.7. Дослідити на збіжність ряд  
















1

1

0

4 41
n

n

dxx .

9.8. Обчислити 


0 1
dx

e
x

x , якщо відомо, що 
6

1 2

1
2






n n
.

9.9. Дослідити збіжність ряду 


1
sin

n
nx .

9.10. Довести, що 
  212

2arctg
1

2








n n
.

9.11. Знайти суму ряду ...32 32  xxx  ( 1x ).

9.12. Знайти суму ряду ...753 753  xxxx .

9.13. Розкласти функцію за степенями x:

   21ln xxxf  .

9.14. Розкласти функцію      42 111
1

xxx
xf


  у сте-

пеневий ряд.
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9.15. Знайти інтервал збіжності ряду











 

1

1...
3
1

2
11

n

nx
n

.

9.16. Знайти область збіжності ряду  






1

1!
n

n

n

n
xn .

9.17. Знайти суму ряду   





1

2

2n
n

nxxf .

9.18. Розкласти в ряд Фур’є функцію   







3
arcsinsin xxf .

Розв’язки задач

9.1. Розглянемо ряд 
 



 1 12n
n

n

n
n . Оскільки

  2
1

12
lim

12
lim 




  n
n

n
n

n
n

n

n

n
,

то за радикальною ознакою Коші даний ряд збігається. З іншо-
го боку, так як

   n

n

n

n

n
n

nn
n

12112 



,

то згідно ознаки порівняння збігається і ряд

 


 1 112n
n

n

nn
n

.
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9.2. Запишемо n-й та  1n -й члени даного ряду:

 n

n

n n
knu
1

!



 ,    
  1

1

1 2
!1









 n

n

n n
knu .

Тоді, за ознакою Д’Аламбера:

   
 

 
 










 










 1

1

1

1
1

2
1lim

!2
1!1limlim n

n

nnn

nn

nn

n
n n

nk
knn

nkn
u

u

 
.

2
11lim

2
1

2

e
k

n
k

n
n

n

n








































Якщо покласти 
7

19
k , отримаємо

1
03,19

19
7
19


ee

k ,

тобто, при цьому значенні k вказаний ряд збігається.

9.3. В силу того, що

   










 


1
2

1
2

1
2 12

1
2

11
kkn kkn

,

маємо

  864
3

64
1

6
1

4
11

12
1 2222

1
2

1
2

1
2

























 nnn nnk
.
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9.4. Порівняємо даний ряд з рядом 


1
3 2

1
n n

. Якщо

 
3 2

1
n

an  ,  
1

1
3 2 


nn

bn ,

то

1111lim1limlim
3 263 2

3 2














 nnn

nn
b
a

nn
n

n

n
.

Ряд з членами an розбіжний як узагальнений гармонічний

ряд 


1

1
n

pn
, де 1

3
2
p . Тоді за граничною ознакою по-

рівняння розбіжним буде і ряд




 1
3 2 1

1
n nn

.

9.5. Виконаємо додавання:

  














 
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Отриманий ряд представляє собою суму спадної геометрич-
ної прогресії, тому

.1

2
11

2
1

...
2
1

2
1

2
1

2
1

32
1







n
n

9.6. Оскільки nnnna  2ln , то

 1
1

ln
1

2 


 nnnn
.

Розглянемо ряд  ,1
1

2






n
nn

 оскільки функція

   1
1



xx

xf

на відрізку  ;2  є неперервною монотонно спадною функ-
цією, то для дослідження збіжності даного ряду використає-
мо інтегральну ознаку Коші:

  




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 
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1ln11lnlim 











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
 
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Таким чином, в силу збіжності інтеграла ряд  





2
1

1

n
nn

теж збігається, звідки в силу ознаки порівняння випливає, що

ряд 


 2
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1

n nn
 теж збігається.

9.7. Загальний член даного ряду .1
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nn
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n
b  збігається як узагальнений гармоніч-

ний ряд при 12 p .
В силу того, що

 nx ;0   ,1 4 44 4 xx 
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звідки
1

0
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4 41
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9.8. Зробимо заміну змінної:

.
1
ln

11
ln

0
10

,

,ln
,

1

1

0

0

10
 








 
































t
tdt

t
t

t
tx

t
dtdx

tx
te

dx
e

x
x

x

Як відомо, розклад функції tln  в степеневий ряд має вигляд:
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Тоді шуканий інтеграл
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9.9. Збігається лише при kx  , де Zk  . В цьому випад-
ку сума ряду дорівнює нулю, так як 0sin nk . При kx 
ряд буде розбіжним, оскільки не виконується необхідна умова
збіжності числового ряду

.0sinlim 


nx
n

9.10. 1-й спосіб
 Частинна сума даного ряду:

 







n

k
n k

S
1

212
2arctg

 
,

12
2arctg...

25
2arctg

9
2arctg2arctg 2


n

де ...,2,1n .
Знайдемо декілька перших значень nS :

;2arctg1 S ;
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;4arctg

9
5
9
20

arctg

9
221

9
22

arctg
9
2arctg2arctg2 




S

.6arctg

25
17
25

102

arctg

25
241

25
24

arctg
25
2arctg4arctg3 




S

Нехай ,2arctg kSk   покажемо, що зданої рівності випли-
ває, що  :12arctg1  kSk

  



 21

112
2arctg

k
SS kk

 
 
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
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221
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k
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 
 















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

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4144
1442arctg
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112

2arctg 2

23

2

2

2

2

     .12arctg
14

1142arctg 2

2















 k
k

kkk

.
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Таким чином, за методом математичної індукції

,2arctg nSn 

тоді

 
.

2
2arctglimlim

12
2arctg

1
2




 




 nS

n n
n

n
n

2-й спосіб.
Якщо 1x  і 1y , то різниця арктангенсі в виражається

формулою

.
1

arctgarctgarctg
xy
yxyx






Поклавши   ,
2
1,

12
1

n
y

n
x 


  отримаємо

   
.

12
2arctg

2
1arctg

12
1arctg 2


 nnn

Тоді

      















 











n

k
n

n

k
n

n
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2
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2 2
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1arctglim
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  







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



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 nnn 2
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12
1arctg...

6
1arctg

4
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4
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2
1arctg

2
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
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

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9.11. Виконаємо ряд перетворень над даним рядом:

 

 
 

.
11

...

...321...32

2
32

232

x
x

x
xxxxxx

xxxxxx




















9.12. Виконаємо ряд перетворень над даним рядом:

  ...7531...753 642753 xxxxxxxx

   
 

.
1

1
1

... 22

2

2
753

x

xx
x

xxxxxxx



















Однак слід зауважити, що рівність

2
753

1
...

x
xxxxx




буде справедливою тільки при 1x , тому початковий
ряд буде збіжним на інтервалі  1;1x .

9.13. Задану функцію можна виразити через визначений
інтеграл

.
1

1ln
0

2
2  






 

x

x

dxxx

При 1x  підінтегральну функцію можна представити
у вигляді степеневого ряду
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  











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!32
531

!22
31

2
111

1

1 6
3

4
2

2212
2

xxxx
x

    .
!2

12...53111
1

2


 



n

n
n

n x
n

n

Тоді

    

























   





x

n

n
n

n dxx
n

nxx
0 1

22

!2
12...531111ln

   
 





 






1

12

12!2
12...5311

n

n
n

n x
nn

nx

....
7!32

531
5!22

31
32

1 7
3

5
2

3 











 xxxx

9.14. Помноживши чисельник і знаменник заданої функції
на  x1 , отримаємо:

 
     .

11
1

1
1

1111
1

88842 x
x

xx
x

xxxx
xxf
















На інтервалі  1;1x  одержані функції можна розкласти
в степеневі ряди:

    ,1...11
1

1

0

82416818
8 








 n

nn xxxxx
x
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    .1...1
1 0

182517918
8 








 n

nn xxxxxxx
x
x

Тоді

   .1...1
1
1

0

188171698
8 









n

nnn xxxxxxx
x
x

9.15. Визначимо радіус збіжності даного степеневого ряду:



















 n

k

nn

k

n

k
nn

n
n

k

nxx

k

k

u
u

11

1

11

1
1

1

1lim
1

1

limlim

 
.

11

11lim

1






 n

k

n

k
n

x

В силу того, що при n ряд 


n

k
k

1

1
 є розбіжним і його

сума прямує до нескінченності, остання границя буде рівною
одиниці.



177

Олімпіадні задачі з вищої математики

Отже, степеневий ряд збігається коли, 1x , тобтоо
 1;1x .
Дослідимо поведінку ряду на краях інтервалу збіжності:

якщо 1x , то ;1...
3
1

2
11

1











 

n
n

якщо 1x , то   .1...
3
1

2
111

1











 

n

n

n

Наведені числові ряди є розбіжними, оскільки

.01...
3
1

2
11limlim 






 

 n
u

n
n

n

Таким чином, ряд

n

n

x
n











 

1

1...
3
1

2
11

збігається на інтервалі  1;1 .

9.16. Визначимо радіус збіжності степеневого ряду:
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























1

1
lim

1!1
1!1limlim 1

1
1 x

n
n

xnn
nxn

u
u n

nnn

nn

nn

n
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 
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1
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
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
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


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Таким чином, ряд збігається при

ex 1  або exe  11 .

З’ясуємо поведінку ряду на краях інтервалу збіжності:

якщо ex 1 , то   ;!1
1








n
n

n
n

n
en

якщо ex  1 , то .!

1







n
n

n

n
en

Наведені числові ряди є розбіжними, оскільки

.02lim2lim!limlim 









n

ne
enn

n
enu

nnn

nn
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n

nnn

Таким чином, ряд

 






1

1!

n
n

n

n
xn

збігається при  eex  1;1 .

Вказівка: остання границя була знайдена виходячи з того, що при

n  функція  
n

e
nnnf 





 2  є асимптотичним наближенням

функції   !nng  , тобто

1
2

!lim 









 nn

e
nn

n
.
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Остання рівність у вигляді формули Муавра-Стірлінга
n

e
nnn 





 2!  часто використовується для наближеного обчислення

факторіалів при великих значеннях n.

9.17. Знайдемо область збіжності даного степеневого
ряду:

 
,

22
2lim

22
2limlim 22

2

22
1 xx

n
n

xn
nx

u
u

nn

n

nn

n
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



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











звідки 12 x  або 11  x .
На краях отриманого інтервалу ряд буде розбіжним

  ,
2
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2
1

2
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


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
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




nn

n

n

n

nnn

тому вказаний степеневий ряд збігається при  1;1x .
В результаті почленного диференціювання даного степе-

невого ряду всередині інтервалу збіжності отримаємо

  .
1

... 2
53

1

12

x
xxxxxxf

n
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
 
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1 20
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0 x
xdx
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9.18. Область визначення функції  xf  



 


2
3;

2
3x

і на цьому відрізку вона еквівалентна функції 
3
x .

Так як  
3
xxf   є непарною функцією, то її розклад

в ряд Фур’є
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
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
n

n
n

n
nxbx

l
nbxf

де

  
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  .1
3

2sin
4
9cos

4
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4 12
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Отже

    .
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X. РІЗНІ ЗАДАЧІ

Умови задач

10.1. Довести, що

 .1!2016!20152015...!33!22!11 

10.2. Що більше 23127  чи 18513 ?

10.3. Довести, що при будь-яких натуральних n число
nnn 45 35   ділиться без остачі на 120.

10.4. Довести, що .!
n

e
nn 







10.5. Довести, що для всіх цілих 3n  справедлива нерів-

ність   .1 1 nn nn

10.6. Довести, що .11...
4
1

3
1

2
1

2222 
n

10.7. Обчислити суму .11ln
2

2








 

n

i i
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10.8. Довести, що при 0x  і 0y  виконується спів-
відношення

  .4 333 yxyx 

10.9. На координатній площині xOy зобразити множину
розв’язків нерівності

    .6lnln lnln
ln

lnln
ln

 y
y

x
x

yx

10.10. Дані числа nxxx ,...,, 21  де  ix0  ( ni ,1 ).
Довести нерівність

  .sin...sinsin...sin 2121 nn xxxxxx  .

10.11. Довести, що .0
!

2015lim 
 n

n

n

10.12. Довести, що

.
2

sinln2lnsinln
2

cosln
1

n

n

k
k

xnxx




10.13. Вивести формулу для суми

....321 12  n
n nxxxP

10.14. Користуючись тотожністю

,

2
sin2

sin
2

cos...
4

cos
2

cos

n
nn x

xxxx

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вивести формулу для суми

.
2

tg
2
1...

4
tg

4
1

2
tg

2
1

nnn
xxxS 

10.15. Вивести формули для суми

а) ;sin...2sinsin nxxxSn 

б) .cos...2cos2cos nxnxxTn  5

10.16. Нехай  xp    многочлен, такий, що

 .120152  xxppp

Обчислити  2016p .

10.17. Числа a0, a1, a2, … , an задовольняють умові

.0...
11

210 



 na

n
a

n
a

n
a

Довести, що многочлен   n
nn

n axaxaxP   ...1
10  має

хоча б один корінь на (0; 1).

10.18. Порівняти .
2

3і
0

sin 2 


dxe x

10.19. Знайти диференційовану функцію  xf , таку, що

    .2
1

0

2  dtxtfxxf
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Розв’язки задач

10.1. 1-й спосіб
Виконаємо ряд перетворень над лівою частиною рівності:

 !20152015...!33!22!11

         !201512016...!314!213!112

.1!2016!2015!2016...!3!4!2!3!1!2 

2-й спосіб.
Методом повної математичної індукції доведемо, що

  .1!1!...!33!22!11  nnn        (10.1)

При 1n  рівність виконується

1!21!11  .
Нехай при kn   рівність (10.1) виконується, тоді для

1 kn  маємо:

     !11!...!33!22!11 kkkk

          1!111!111!1 kkkkk

     .1!21!12  kkk

Таким чином, рівність (10.1) вірна для будь-якого нату-
рального n, поклавши в ній 2015n , отримаємо вираз, який
треба було довести.

10.2.     1621612372323 222128127

  .5135122 1818189 
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10.3. Розкладемо число 120 на натуральні множники:

54321120  .
В свою чергу, неважко переконатися, що

     .211245 35  nnnnnnnn

Таким чином, при 1n  і 2n  вказаний добуток будеде
дорівнювати нулю, а отже, ділитиметься на 120. При 2n
добуток буде складатися з п’яти послідовних натуральних
чисел, а значить серед них обов’язково будуть числа кратні 2,
3, 4 і 5, тому добуток націло ділитиметься на 120.

10.4. 1-й спосіб
Доведемо цю нерівність методом повної математичної

індукції.

Попередньо відмітимо, що послідовність  
n

n n
x 






  11

монотонно зростаюча та обмежена. З того, що

,11lim e
n

n

n







 



випливає нерівність .11 e
n

n







 

При 1n : ,1!1
e

  тобто нерівність виконується.

Покладемо kn   і будемо вважати, що нерівність вико-

нується, тобто .!
k

e
kk 






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Тоді при 1 kn  нерівність  
11!1








 


k

e
kk  повинна

виконуватись.
Дійсно

     
 









 















 







 



1

1

1

1
111!!1 k

k

kk

e
k

k
e
k

e
kk

e
kkkk

 
   












 




11
11 11

kke
ekk

e
k

kk

kkk

.1

11

1 11 







 









 







 


k

k

k

e
k

k

e
e

k

Таким чином, за методом математичної індукції нерівність
n

e
nn 





!  вірна.

2-й спосіб

Оскільки ,
!

...
!2!1

1
2

n
xxxe

n
x   то

 .
!

...
!2!1

1
2

n
nnne

n
n 
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Таким чином, маємо нерівність ,
!n

ne
n

n   звідки

.! n

n

e
nn 

10.5. 1-й спосіб.
Скористаємось методом повної математичної індукції.
При 3n  нерівність очевидна. Нехай при kn   )3( k

нерівність виконується, доведемо, що в цьому випадку вона
справедлива і для 1 kn . Тобто необхідно показати, що
якщо нерівність

  11  kk kk   (10.2)

справедлива, то справедливою буде і нерівність

    .12 21   kk kk  (10.3)
Помножимо обидві частини нерівності (10.2) на

  ,1
1

2




k

k

k
k

тоді маємо:

    .11 2
1

22







 k
k

k
k

k
k   (10.4)

З іншого боку, оскільки

         ,21211
12121222  

kkkk kkkkkk
то

      .221 1
1

12

1

22














 k
k

k

k

k
k

k
kk

k
k   (10.5)
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Таким чином, із нерівностей (10.4) і (10.5) випливає
нерівність (10.3), а отже, згідно методу математичної індукції,
справедливою є нерівність

  ,1 1 nn nn   де   3n .

2-й спосіб
Розділимо ліву і та праву частини нерівності на nn, маємо

n
n

n n







 1   або .11 n

n

n







 

Ліву частину даної нерівності розкладемо за формулою
бінома Ньютона:

 











  


2

0

1
21

111111
n

nn
n

n
n

C
n

n

k
k

k
n

n

      









 ...1
...21

1...1...1
321

21
3 knk

knnn
n

nnn

 







 





 






 


 ...2111

!3
111

!2
1111

...21
1...1

nnnnn
nn

n







 







 





  ...11...2111

!
1

n
k

nnk

.11...2111
!

1






 







 





 

n
n

nnn
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Оскільки кожна з дужок

11 





 

n
a  ( ...,2,1a ) і 12

1
!

1
 nn

для всіх ...,2,1n , маємо

.
2

1...
4
1

2
12

!
1...

!3
1

!2
11111 1






  n

n

nn

Вираз 12
1...

4
1

2
1

 n є сумою спадної геометричної

прогресії зі знаменником 
2
1q  і першим членом ,

2
1

1 b  її

значення

  .1
2
11

2
11

2
11

2
1

1
11 









 





 n

nn

n q
qbS

Таким чином, для будь-якого натурального n

,311 





 

n

n

а отже для будь-якого 3n

.11 n
n

n







 
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10.6. 1-й cпосіб 
Суму

2222
1...1...

3
1

2
1

nk
Sn 

можна трактувати як площу ступінчатої фігури, що складаєть-
ся з прямокутників основами яких є відрізки  ,;1 kk   а висо-
тами – перпендикуляри, опущені

з графіка функції 
2

1
x

y   на вісь Ox

в точці kx   (заштрихована фігу-
ра на рисунку). Тоді площа вказа-
ної ступінчатої фігури повинна
бути меншою за площу криволі-
нійної трапеції, обмеженої графі-
ком функції ,1

2x
y   віссю Ox та прямими 1x  і nx  . Пло-

ща даної криволінійної трапеції

.11111

11
2 






  nx

dx
x

S
nn

Отже,
.1 SSn

2-й спосіб

На інтервалі   ;  розклад у ряд Фур’є функції   2xxf 
виглядає наступним чином

....
3

3cos
2

2cos
1

cos4
3 222

2
2 






 




xxxx
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Якщо покласти x , то

,1
6

або14
3

1
2

2

1
2

2
2 
















nn nn

звідки

6
1...

3
1

2
11

2

222



n

.1645,01
6

1...
3
1

2
1і

2

222 



n

Отже, вказана нерівність справедлива.

10.7. Виконаємо ряд перетворень над даною сумою:
















 


2

2

2

2

2

2

2
2

1ln...
3

13ln
2

12ln11ln
n

n
k

n

k

     





 222

222

...32
1...1312ln

n
n

       





 222 ...32

11...13131212ln
n

nn

  .
2

1ln
2

11ln
n

n
n

n 







10.8. В силу того, що 0x  і 0y  можемо піднести лівуу
і праву частини нерівності до кубу:

  ;334 3 23 2 yxyyxxyx 
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  ;;333 3 23 23 23 2 yxyxyxxyyxyx 

   ;3333 233 233 yxxyyxyxyx 




 

  .0;
23333 233 2  yxxyyxyx

Оскільки остання нерівність вірна, то і початкова нерів-
ність теж вірна.

10.9. Знайдемо області допустимих значень змінних:

   
   


















































.;;1
,;;1

.
,
,1
,1

.0lnln
,0lnln

,0ln
,0ln

,0
,0

eey
eex

ey
ex

y
x

y
x

y
x

y
x

 (10.6)

Нехай   ,ln lnln
ln

x
x

xa   тоді

  .lnабо,lnlnln
lnln

lnln lnln
ln

xxхаxx
x

xa x
x



 Аналогічно   .ln lnln
ln

yy x
x

  Отже, початкова нерівність набу-

ває вигляду

.6 yx   (10.7)
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Враховуючи (10.6) і (10.7),
будуємо область D, яка визна-
чає множину розв’язків нерів-
ності

     .6lnln lnln
ln

lnln
ln

 y
y

x
x

yx

10.10. Для  ix0  1sin0  ix . Так як

  ,а,cossincossinsin baba 

отримаємо

      nn xxxxxx ...sin...sin 2121

     nn xxxxxxxx ...sincos...cossin 321321

   21321 sinsin...sinsin xxxxxx n

  .sin...sinsin......sin 2143 nn xxxxxx 

10.11. 1-й спосіб
Розглянемо очевидну нерівність




 ...
1
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,
1

2015
!

20152015












mnm

mmn

справедливу при будь-якому 0  і 20151m , якщо n до-
статньо велике. За означенням границі послідовності вказа-
на рівність справедлива.

2-й спосіб

Розглянемо ряд ,
!

2015
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









n
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n
n n

u  за ознакою Д’Алам-

бера він збігається:
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а отже виконується необхідна умова збіжності ряду

.0
!

2015limlim 
 n

u
n

n
n

n

10.12. Користуючись властивостями логарифмічної
функції, виконаємо ряд перетворень даної суми:
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
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10.13. Вважаючи Рп результатом диференціювання суми
степеневих функцій, під знаком похідної отримаємо суму
членів геометричної прогресії:
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





















x
xxxxxxP

n
n

n 1
...

1
32

   
 

 
 

.
1
11

1
111

2

1

2

1

x
nxxn

x
xxxxn nnnn















197

Олімпіадні задачі з вищої математики

10.14. В силу того, що

,
2
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2
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2
sin
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2
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



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суму Sn можна представити інакше:


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10.15. а) 1-й спосіб
Знайдемо Sn при декількох перших значеннях n:
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Як бачимо:
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Нехай при kn   ,

2
sin

2
sin

2
1sin

x

xkxk

SS kn



  покажемо,

що при 1 kn  :
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Тоді, згідно з методом математичної індукції,

.

2
sin

2
sin

2
1sin

x

xnxn

Sn





2-й спосіб
Використовуючи формули Ейлера

,
2
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2

sin
inxinxinxinx eenxeenx

 



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маємо:
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В дужках отримали суми двох геометричних прогресій,

перша зі знаменником ,1
ixeq   друга .2

ixeq   Тодіді
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
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2) Сума Tn представляє собою похідну суми Sn, тому
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10.16. Серед многочленів  xp ,  xp  та  xp   найбіль-
шою буде степінь многочлена  xp , причому вона буде співпа-
дати з найбільшою степеню многочлена      xpxpxp  .
Оскільки степінь многочлена в правій частині рівності дорів-
нює двом, то  xp  шукаємо у вигляді   cbxaxxp  2 , тодіді
  baxxp  2  а   axp 2 . Підставивши отримані значен-

ня у дане диференціальне рівняння, одержимо

  ,1201522 22  xxcbaxbaax

звідки

.2016,2017,1
12

,20152
,1

0

1

2














сbа

cbax
bax

ax

Отже,

     2016201720162016і20162017 22 pxxp

  .012017201620162016 2 

10.17. Розглянемо функцію     ,
0

x

n dxxPxF  яка непе-

рервна на відрізку  1;0 , диференційована в інтервалі  1;0 ,
на краях відрізка  1;0  приймає однакові значення:

  ,00 F
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        
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Таким чином, дана функція на відрізку  1;0  задовольняє
всі умови теореми Ролля, а отже існує таке  1;0 , що

  0F , так як    ,xPxF n  то   .0nP

10.18. Розкладемо підінтегральну функцію в ряд Мак-
лорена:
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10.19. Виразимо визначений інтеграл із вказаної рівності

    .
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1 2
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xxfdtxtf 
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З іншого боку,

    .1
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Таким чином

         .
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Продиференціюємо останню рівність по x:

            .3
2
12

22
1 22 xxfxxfxxfxxxfxf 

Тоді

          ,3,32 22 xxfxxfxxfxxfxf 

звідки

    .31 xxf
x

xf 

Остання рівність є лінійним диференціальним рівнянням
першого порядку, тому:
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Отже,
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