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Abstract. The manufacture of metal products by foundry involves processing the melt by introducing certain reagents 
or exposing it to external physical fields to improve the characteristics of the casting. Physical or, as they are also called, 
energy methods include passing an electric current through the metal melt. The multi-parameter and multi-factor nature 
of the processes occurring in the melt when an electric current is applied significantly complicates the determination of 
effective processing modes. The basis of such processes is the primary electromagnetic field that arises when a current 
or currents are passed through the melt, and their analysis is primarily based on numerical modelling. However, the 
calculation of the spatial distribution of the electromagnetic magnetic field in a melt during its electric current treatment 
is a rather complex task. Therefore, the search for and development of relatively simple engineering methods that allow 
obtaining reliable and physically adequate calculation results for such fields is an important scientific and technical 
problem. The purpose of the work is to develop computational algorithms for modelling the electromagnetic field in a 
metal melt using electrical equivalent circuits. Methodology. The study was conducted using equivalent electric circuits 
to simulate the spatial distribution of the electromagnetic field in the melt, and finite element simulation to estimate the 
results. Results. It is shown that the developed approach with the use of equivalent electric circuits allows determining 
the electromagnetic field distribution in the melt with sufficient accuracy when an electric current is applied. Practical 
significance. The proposed approach allows for studying the electromagnetic fields in the melt during its electric 
current treatment with less time spent compared to the finite element method. This makes it possible to evaluate the 
modes of processing aluminum alloy melts and determine the most effective combinations in the system ‘shape of the 
container with the melt-types of currents-types of electrode systems’.
Key words: conductive electric current treatment; melt; electromagnetic field; modeling; electrical equivalent circuits; 
aluminum alloys.

Анотація. Виготовлення металевих виробів методами лиття передбачає обробку розплаву введенням певних 
реагентів або впливом зовнішніх фізичних полів для підвищення характеристик виливка. До фізичних, або, як 
їх ще називають, енергетичних методів, належить і пропускання через металевий розплав електричного струму. 
Багатопараметричність та багатофакторність процесів, що відбуваються у розплаві при пропусканні електрич-
ного струму значно ускладнюють визначення ефективних режимів обробки. Основою таких процесів є первин-
не електромагнітне поле, яке виникає при протіканні струму або струмів крізь розплав, а їх дослідження вико-
нують, переважно, методами чисельного моделювання. Однак, розрахунок просторового розподілу електро-
магнітного магнітного поля у розплаві при його обробці електричним струмом є досить складним завданням. 
Тому пошук та розробка відносно простих інженерних методів, які при цьому дають змогу отримувати надійні 
та фізично адекватні процесам, що відбуваються, результати розрахунку таких полів, є актуальною науково-
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технічною задачею. Мета роботи – розробка розрахункових алгоритмів для моделювання електромагнітного 
поля у металевому розплаві із застосуванням електричних схем заміщення. Методика. Дослідження виконано 
із застосуванням еквівалентних електричних кіл заміщення для моделювання просторового розподілу електро-
магнітного поля у розплаві, а також, імітаційне моделювання із застосуванням методу скінчених елементів для 
оцінки отриманих результатів. Результати. показано, що розроблений підхід із застосування еквівалентних 
електричних кіл дає змогу із достатньою точністю визначати розподіл електромагнітного поля у розплаві при 
пропусканні електричного струму. Практична значимість. Запропонований підхід дозволяє проводити дослі-
дження електромагнітних полів у розплаві при його обробці електричним струмом при менших витратах часу, 
у порівнянні з методом скінчених елементів. Це дає змогу здійснювати оцінку режимів обробки розплавів 
алюмінієвих сплавів та визначати найбільш ефективні комбінації у системі «форма ємності з розплавом-типи 
струмів-типи електродних систем».
Ключові слова: кондукційна електрострумова обробка; розплав; електромагнітне поле; моделювання; елек-
тричні схемі заміщення; алюмінієві сплави.

ВСТУП
Енергетичний метод обробки розплаву, який 

засновано на безпосередньому пропусканні елек-
тричного струму через електроди-струмопідводи, 
є одним із сучасних методів покращення якості литих 
металовиробів у технологіях ливарного виробництва. 
У наш час, роботи у цьому напрямі активно ведуть 
дослідники з Китаю [1, 2], України [3], Німеччи-
ни [4], США [5], Південної Кореї [6] та інші [7, 8]. 
Проте такий метод кондукційної електрострумової 
обробки (КЕСО) ще не досяг стадії активного (широ-
кого) впровадження у промисловість. Це обумовлено 
складнощами визначення значущих характеристик 
та факторів впливу, пошуку найдоцільніших енерге-
тичних режимів обробки, масштабування та тиражу-
вання технології за умов отримання постійного (або 
стабільного) ефекту обробки через наявність бага-
томасштабних, взаємопов’язаних процесів, які від-
буваються при проходженні струму через розплав. 
Як було зазначено в роботі [9], варіантів КЕСО роз-
плаву може бути велика кількість. Тому, що для такої 
обробки можуть бути застосовані різні типи струмів 
(постійний, змінний, імпульсний) або їх комбінації 
при одночасній обробці різними типами струмів, різ-
ні типи електродних систем та різні геометричні фор-
ми ємностей з розплавом. 

АКТУАЛЬНІСТЬ РОБОТИ
Експериментальні дослідження багатьох мож-

ливих варіантів потребують значних витрат, тому 
дослідники застосовують різні методи моделюван-
ня процесів КЕСО для пошуку ефективних режимів 
електрострумової обробки розплаву. Основою муль-
тифізичних процесів, що відбуваються при електро-
струмовій обробці є первинне електромагнітне поле, 
яке виникає при протіканні струму або струмів крізь 
розплав. Спираючись на характеристики електро-
магнітного поля, отримані при моделюванні можна 
прогнозувати, оцінювати та розраховувати вторинні 
(акустичні, теплові, гідродинамічні та ін.) поля, що 
генеруються та процеси (коливань, перемішування, 
нагріву і т.д.), що відбуваються при КЕСО. 

Розрахунок просторового розподілу електромаг-
нітного магнітного поля у розплаві при його обробці 
електричним струмом є досить складним та нетриві-
альним завданням [10, 11]. Тому пошук та розробка 
відносно простих інженерних методів, які при цьому 
дають змогу отримувати надійні та фізично адекватні 
процесам, що відбуваються, результати розрахунку 
таких полів, є актуальною науково-технічною зада-
чею.

Мета роботи – розробка розрахункових алгорит-
мів для моделювання електромагнітного поля у мета-
левому розплаві із застосуванням електричних схем 
заміщення

ОСОБЛИВОСТІ МЕТОДУ ДОСЛІДЖЕНЬ
Для досягнення поставленої мети у роботі про-

понується наступний підхід, який можна поділити 
на два етапи. Перший – «фізичний» етап, за яким 
область, що досліджується, розбивається на скінчену 
кількість комірок, які у свою чергу заміщуються елек-
тричними еквівалентними колами [12, 13]. Елемент-
ний склад і числові параметри таких схеми визнача-
ються з урахуванням властивостей середовища. Далі 
для отриманої схеми для моделювання обробки елек-
тричним струмом у відповідні вузли підключаються 
джерела струмів. Після цього відбуваються розраху-
нок розподілу потенціалів та струмів у розплаві. На 
другому «польовому» етапі за допомогою отриманих 
розподілів розраховуються електричне та магнітне 
поля з використанням вже диференційних та інте-
гральних числових методів. Для постійного струму 
електричне поле описується рівнянням:

E= –∇∙φ.                                 (1)
При застосуванні електричних схем заміщення 

воно може бути розраховане через потенціали вузлів 
за різницевими формулами. Для розрахунку Ex та Ey 

складових поля на границях ємності застосовуються 
формули різниці вправо:

1 ;+ϕ -ϕ
= -

∆
x x

xE
x

                           (2)

1 ;+ϕ -ϕ
= -

∆
y y

yE
y

.                           (3)
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Для всіх інших застосовується центральна різни-
ця, а саме 

1 1 ;
2
+ -ϕ -ϕ

= -
∆

x x
xE

x
                          (4)

+ -ϕ -ϕ
= -

∆
1 1 .
2

y y
yE

y
                          (5)

Визначати розподіл магнітного поля у розплаві 
пропонується наступним чином. Гілки схеми замі-
щення об’єднуються у прямокутні рамки зі струмом. 
Для кожної з таких рамок розраховується магнітні 
поля у їх центрах із застосування закону Біо-Савара. 

0
24

µ ×
=

π
I dl r

dB
r

ˆ
,                           (6)

де μ0 – магнітна проникність вакууму; dl – вектор 
довжини сегменту зі струмом; r̂ – одиничний вектор, 
спрямований від сегмента струму до точки спостере-
ження 

Таким чином, застосування закону Біо-Савара, 
а також принципу суперпозиції дає можливість визна-
чати магнітне поле в таких комірках.

Для розрахунку магнітного поля необхідно вико-
нати наступні обчислювальні дії.

1.	 Спочатку кожна гілка кожної комірки розбива-
ється на обрану кількість сегментів. Коли провідник 
розбивається на сегменти, то для кожного сегмента 
визначається координати його кінців. 

Координати початку сегменту визначаються за 
формулами:

-
= + 2 1

1 1( ) ;
x x

x k x k
N

                       (7)

-
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у у

k у k
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                         (8)

Координаті кінця сегменту розраховуються 
наступним чином:

-
= + + 2 1

2 2( ) ( 1) ;
x x

x k x k
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                  (9)

-
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y y
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де k – індекс сегменту, N – кількість сегментів. 
Наступним кроком є визначення векторів 



1r , 2r , 
що направлені від початку та кінця сегмента до точки 
спостереження, а їх модулі дорівнюють відповідним 
відстаням.

= - -

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
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Потім виконується нормування векторів 
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Вектор сегмента визначається за формулою:

= - -


2 1 2 1( , )s s s sl x x y y                    (13)

Тоді косинуси кутів між вектором сегмента та 1r , 


2r  визначаються за формулами:
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2.	 Для спрощення розрахунку, пропонується 
виконувати розрахунок вкладу кожного сегменту 
у поле лише в центрі обраної комірки. Коли знайдені 
всі необхідні складові, відбувається розрахунок маг-
нітного поля від сегмента у точці спостереження. 

µ ⋅
= α - α

π⋅
0

1 2
0
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I
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r
               (15)
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Ni,j,– вузли схеми заміщення, l – сегмент провідника рамки зі струмом 

уздовж осі x, або y, r1 – відстань від початку сегмента до точки 

спостереження, м, r2 – відстань від кінця сегмента до точки спостереження, α1 

кут між r1 та l, α2 кут між r2 та l, dBi – вклад у магнітне поле в центрі рамки 

від сегменту зі струмом 

Рисунок 1 – Прямокутна комірка для розрахунку магнітного поля 

3. Згідно з принципом суперпозиції, магнітне поле від одного 

провідника комірки визначається як сума вкладів всіх сегментів  

B=∑dBi;      (16) 

Поле від всіх гілок відповідної комірки визначається як сума їх вкладів 

з урахуванням напрямів струмів. Таким чином розраховуються магнітні поля 

в центрах кожної рамки; 

Для оцінки необхідної кількості сегментів, на яку потрібно розбивати 

кожний провідник рамки зі струмом було проведено розрахунок величини 

магнітного поля у центрі рамки від одного провідника за різної кількості 

сегментів. Таким чином, поле розраховувалось у центрі квадрату зі стороною 

2,5 мм від провідника по якому тече струм 10 А. Для розрахунку було 

Рис. 1. Прямокутна комірка для розрахунку магнітного 
поля
Ni,j – вузли схеми заміщення, l – сегмент провідника рам-
ки зі струмом уздовж осі x, або y, r1 – відстань від початку 
сегмента до точки спостереження, м, r2 – відстань від кінця 
сегмента до точки спостереження, α1 кут між r1 та l, α2 кут 
між r2 та l, dBi – вклад у магнітне поле в центрі рамки від 
сегменту зі струмом

3.	 Згідно з принципом суперпозиції, магнітне 
поле від одного провідника комірки визначається як 
сума вкладів всіх сегментів 

B=∑dBi.                                 (16)
Поле від всіх гілок відповідної комірки визна-

чається як сума їх вкладів з урахуванням напрямів 
струмів. Таким чином розраховуються магнітні поля 
в центрах кожної рамки;

Для оцінки необхідної кількості сегментів, на яку 
потрібно розбивати кожний провідник рамки зі стру-
мом було проведено розрахунок величини магнітного 
поля у центрі рамки від одного провідника за різної 
кількості сегментів. Таким чином, поле розраховува-
лось у центрі квадрату зі стороною 2,5 мм від провід-
ника по якому тече струм 10 А. Для розрахунку було 
застосовано розбиття провідника на 10, 15, 20, 25, 40, 
50, 100, 1000 та 10 000 сегментів. Результати розра-
хунків наведено на рис. 2.

З рис. 2 видно, що збільшення кількості сегментів 
більше ста не призводить до помітних змін у резуль-
туючому магнітному полі, а отже й немає необхіднос-
ті у подальшому підвищенні кількості сегментів. 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ

9 
 
застосовано розбиття провідника на 10, 15, 20, 25, 40, 50, 100, 1000 та 10 000 

сегментів. Результати розрахунків наведено на рис. 2. 

 
Рисунок 2 – Залежність магнітного поля у центрі рамки зі струмом від 

кількості сегментів, на які розбивається провідник 

З рис. 2 видно, що збільшення кількості сегментів більше ста не 

призводить до помітних змін у результуючому магнітному полі, а отже й 

немає необхідності у подальшому підвищенні кількості сегментів.  

Постановка задачі 
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Рис. 3. Геометрична модель задачі:
а – циліндрична ємність з розплавом; б – переріз 
у площині підведення електродів; в – електрична схема 
заміщення однієї комірки; 1 – електроди; 2 – розплав;  
3 – тигель із матеріалу з високим питомим опором

Для аналізу обрано переріз циліндричної фор-
ми із розплавом в площині підведення електродів 
(рис.  3,б) за умови використання двохелектродної 
системи. Площина розбивалась на 400 комірок, вид 
яких наведено на рис. 3,в. Для аналізу електромаг-
нітного поля постійного струму застосовано схему, 
що містить тільки резистивні елементи. Числове 
значення опорів схеми заміщення визначалось за 
формулами 9, 10. 

Rx = ρAl∙(a/(b∙c))                           (17)
Ry = ρAl∙(b/(a∙c))                          (18)

де a, b, c – розміри комірки, м, ρAl – питомий опір алю-
мінію за температури 1000 °К.

Електричний постійний струм величиною 100 А 
підводився до верхніх вузлових точок схеми замі-
щення. Схема заміщення будувалась за допомогою 
алгоритму на мові python, блок-схему якого наведено 
на рис. 4. У даному випадку застосовувались лише 
резистивні елементи для схеми заміщення. Результа-
том роботи алгоритму є лист з’єднань для програм-
ного продукту LtSpice, в якому відбувалось моделю-
вання електричної схеми. Наступним кроком було 
використання отриманих у LtSpice розподілів струмів 

і потенціалів для розрахунку електричного і магніт-
ного полів описаним раніше підходом.
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Рис. 2. Залежність магнітного поля у центрі рамки  
зі струмом від кількості сегментів, на які розбивається 
провідник
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Рисунок 4 – Блок-схема алгоритму, який створює електричну схему 

заміщення у вигляді листа з’єднань для програми LtSpice 

Аналіз отриманих результатів 
Результати розрахунків наведено на Рис.5 – Рис 8. На рис. 4 наведено 

кольорову гаму Bz складової магнітного поля у розплаві. Видно, що області 

Рис. 4. Блок-схема алгоритму, який створює електричну 
схему заміщення у вигляді листа з’єднань для програми 
LtSpice

АНАЛІЗ ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТІВ
Результати розрахунків наведено на Рис. 6–10.  

На рис. 5 наведено кольорову гаму Bz складової маг-
нітного поля у розплаві. Видно, що області найбіль-
ших значень вектору магнітної індукції знаходяться 
біля електродів і спадають з віддаленням від них. Роз-
поділ магнітного поля симетричний.
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найбільших значень вектору магнітної індукції знаходяться біля електродів і 

спадають з віддаленням від них. Розподіл магнітного поля симетричний. 

 
Рисунок 5 – Кольорова гама магнітного поля у розплаві у площині 

підведення електродів 

Рисунок 6 відображає розподіл Bz складової уздовж осі х на поверхні 

ємності з розплавом (а), в центрі ємності (б) та на дні (в). Видно, що вже у 

центрі ємності поле спадає майже у 5 разів, а на дні вже на порядок 

порівняно з поверхнею, де протікає найбільший струм. Схожа картина і 

уздовж осі у (рис. 7).  

 
а 

Рис. 5. Кольорова гама магнітного поля у розплаві  
у площині підведення електродів
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Рисунок 6 – Розподіл Bz-складової вектору магнітно індукції уздовж 

осі x 
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Рисунок 6 – Розподіл Bz-складової вектору магнітно індукції уздовж 
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Рис. 6. Розподіл Bz-складової вектору магнітно індукції 
уздовж осі x:
а – на поверхні, б – в середині ємності, в – на дні

Рисунок 6 відображає розподіл Bz складової 
уздовж осі х на поверхні ємності з розплавом (а), 
в центрі ємності (б) та на дні (в). Видно, що вже 
у центрі ємності поле спадає майже у 5 разів, а на 
дні вже на порядок порівняно з поверхнею, де проті-
кає найбільший струм. Схожа картина і уздовж осі у 
(рис. 7). 

На рис. 8 показано розподіл Ех складової елек-
тричного поля, – рис. 9. Еy, а на рис. 10 – векторний 
розподіл електричного поля. Видно, що максимальні 
значення Ех відповідають місцям підведення елек-
тродів, і поле значно зменшується з віддаленням від 
них. Так уздовж осі х для поверхні розплаву у цен-
трі ємності поле спадає у 4,5 рази. Для центру та дна 
ємності мінімальні значення спостерігаються біля 
стінок форми і поле зростає ближче до центру. 
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а – біля лівої стінки ємності, б – у центрі, в – біля правої стінки ємності 

Рисунок 7 – Розподіл Bz складової вектору магнітної індукції поля 

уздовж осі y на відстані  мм від стінки ємності з розплавом 
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Рис. 7. Розподіл Bz складової вектору магнітної індукції 
поля уздовж осі y на відстані  мм від стінки ємності 
з розплавом:
а – біля лівої стінки ємності, б – у центрі, в – біля правої 
стінки ємності
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Рисунок 8 – Ех складова електричного поля на поверхні, в центрі та на 

дні площини перетину 

 
Рисунок 9 – Еу складова електричного поля на поверхні, в центрі та на 

дні площини перетину 

Рис. 8. Ех складова електричного поля на поверхні, 
в центрі та на дні площини перетину
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Для якісної та кількісної оцінки результатів роз-
рахунків характеристик розподілу електромагнітно-
го поля отриманих із застосуванням електричних 
схем заміщення проведемо моделювання еквіва-
лентної геометричної моделі із застосуванням мето-
ду скінчених елементів (МСЕ). У якості початкових 
умов у такому випадку візьмемо значення потенціа-
лів, які отримано із електричної схеми для місць під-
ведення електродів.

Результати розрахунків представлено на рис. 11–13.
Як можна побачити просторові картини розподілу 

характеристик електромагнітного поля та їх числові 
значення співпадають у межах допустимих похибок. 
Тому можна стверджувати, що запропоновані роз-
рахункові алгоритми для застосування еквівалент-
них електричних кіл можна використовувати як для 
власних розрахунків числових та просторових харак-
теристик електромагнітних полів, так і комбінувати 
з іншими методами, наприклад МСЕ. В роботі наве-
дено результати тільки для 2D задачі, проте такий 
підхід може бути розширеним і на 3D без значних 
ускладнень. Моделювання процесів КЕСО розпла-
ву із застосуванням як еквівалентних електричних 
кіл, так і МСЕ дає змогу підвищити точність отри-
маних результатів, а також уникнути деяких недо-
ліків, що притаманні кожному із методів. Подальші 
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Рисунок 8 – Ех складова електричного поля на поверхні, в центрі та на 

дні площини перетину 

 
Рисунок 9 – Еу складова електричного поля на поверхні, в центрі та на 

дні площини перетину 

Рис. 9. Еу складова електричного поля на поверхні, 
в центрі та на дні площини перетину
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Рисунок 10 – Розподіл векторного поля  
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умов у такому випадку візьмемо значення потенціалів, які отримано із 
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Результати розрахунків представлено на рис. 11 - 13 

Рис. 10. Розподіл векторного поля 
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Рисунок 11 – Кольорова гамма електричного поля у розплаві, отримана із 

застосуванням МСЕ 

 
Рисунок 12 – Розподіл векторного електричного поля у площині 

підведенні електродів, отриманий із застосуванням МСЕ 

Рис. 11. Кольорова гамма електричного поля у розплаві, 
отримана із застосуванням МСЕ
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Рисунок 12 – Розподіл векторного електричного поля у площині 
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Рис. 12. Розподіл векторного електричного поля у площині 
підведенні електродів, отриманий із застосуванням МСЕ
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Рисунок 13 – Кольорова гамма магнітного поля у розплаві, отримана із 

застосуванням МСЕ 
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Рис. 13. Кольорова гамма магнітного поля у розплаві, 
отримана із застосуванням МСЕ

дослідження, на думку авторів, слід направити на 
створення і розвиток гібридних моделей із одночас-
ним застосуванням еквівалентних електричних кіл 
та МСЕ для дослідження мультифізичних процесів, 
що виникають при КЕСО розплавів різними типами 
струмів (як окремо, так і одночасно). 

ВИСНОВКИ
1. У роботі розроблено розрахункові алгоритми 

для моделювання електромагнітного поля у метале-
вому розплаві при його обробці електричним стру-
мом із застосуванням електричних схем заміщення.

2. Результати розрахунків за даним алгоритмом 
було протестовано шляхом порівняння з результата-
ми, отриманими методом скінчених елементів. Пока-
зано, що просторові картини розподілу характерис-
тик електромагнітного поля та їх числові значення 
співпадають у межах допустимих похибок.
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3. Запропонований інженерний підхід, заснова-
ний на комбінуванні методів еквівалентних електрич-
них кіл та інтегральних рівнянь дає змогу визначати 
розподіл електромагнітного поля у розплаві при мен-
ших витратах часу у порівнянні з чисельними мето-
дами. Його використання має допомогти пошуку та 
визначенню найдоцільніших режимів обробки.

4. Комбінування з методами, заснованими на 
рішенні задач у часткових похідних, як, наприк-
лад, метод скінчених різниць, при моделюванні 

електромагнітних та інших полів, що генеруються 
при КЕСО, дасть змогу підвищити точність отрима-
них результатів, а також уникнути деяких недоліків, 
що притаманні кожному із методів.

5. Подальший розвиток запропонованого підходу 
полягає у створенні гібридних моделей із одночасним 
застосуванням методів еквівалентних електричних 
кіл, інтегральних рівнянь та скінчених елементів для 
дослідження мультифізичних процесів, що виникають 
у рідкому металі при його електрострумовій обробці.
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