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1. Програма курсу

1. Комплексні числа. Подання комплексних чисел в алгебраїчній,
показниковій та тригонометричній формі.

2. Дії над комплексними числами. Формула Муавра. Знаходження
кореня n-ступеня з комплексного числа.

3. Поняття функції комплексної змінної.
4. Показникова та логарифмічна функції. Формула Ейлера.
5. Степенева функція. Тригонометричні та гіперболічні функції.
6. Похідна функції комплексної змінної. Умови Коші–Рімана. Понят-

тя аналітичної функції.
7. Геометричний зміст модуля та аргументу похідної. Поняття про

конформне відображення.
8. Інтеграл від функції комплексної змінної. Його властивості.
9. Теорема Коші для одно- та многозв'язних областей.
10. Інтегральна формула Коші.
11. Існування похідних усіх порядків у аналітичної функції.
12. Ряд Тейлора. Розкладання аналітичної функції в ряд Тейлора.
13. Ряд Лорана. Кільце збіжності ряду.
14. Класифікація ізольованих особливих точок.
15. Лишок. Обчислення лишків.
16. Обчислення контурних інтегралів за допомогою лишків.
17. Перетворення Лапласа. Функція – оригінал та її зображення.
18. Властивості перетворення Лапласа.
19. Теореми подібності, зсуву, запізнювання.
20. Диференціювання та інтегрування оригіналу і зображення.
21. Зображення елементарних функцій.
22. Методи відшукання оригіналу за заданим зображенням.
23. Розв'язання диференціальних рівнянь і систем диференціальних

рівнянь операційним методом.
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2. Розрахункові завдання

Задача № 1. Знайти всі значення кореня.

Задача № 2. Визначити область, задану нерівностями.

1.1. .14 −  1.2. .
2

314 i+−  1.3. .13  

1.4. .3 i  1.5. .14  1.6. .
2

314 i−−  

1.7. .13 −  1.8. .3 i−  1.9. .164 −  

1.10. .
32

314 i+  1.11. .83  1.12. .83 i  

1.13. .164  1.14. .
32

314 i−−  1.15. .83 −  

1.16. 3 8i− . 1.17. .16/14 −  1.18. .3884 i+−
 

1.19. .8/13  1.20. .8/3 i  1.21. .16/14  

1.22. .3884 i−−  1.23. .8/13 −  1.24. .8/13 −  

1.25. .31281284 i+−  1.26. .273  1.27. .256/14  

1.28. .31281284 i−−  1.29. .27/3 i  1.30. .2564  

2.1. ,11 ≤−z  .21 >+z  2.2. ,1≥+ iz  .2<z  

2.3. ,2≤− iz  Re z >1. 2.4. ,11 ≥+z  .1<+ iz  

2.5. ,11 <+z  .1≤− iz  2.6. ,2≤+ iz  .2>− iz  
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Задача № 3. Визначити вигляд кривої.

2.7. ,11 ≤−− iz  ,1Im >z  

1Re ≥z . 

2.8. ,11 ≥+− iz  1Re <z , 

1Im −≤z . 

2.9. ,22 ≤−− iz  ,3Re ≥z  

1Im <z . 

2.10. ,11 ≥−− iz ,2Re0 <≤ z  

2Im0 ≤< z . 

2.11. ,2<+ iz  1Re0 ≤< z . 2.12. ,1≤− iz  4arg0 π<< z . 

2.13. ,2≤− iz  .2Im0 << z  2.14. ,1>+ iz  0arg4 <≤π− z . 

2.15. ,11 <−− iz  .4arg π≤z  2.16. ,2<z  .4)1arg(4 π≤−≤π− z  

2.17. ,1≤z  .4)arg( π>+ iz  2.18. ,211 ≤−< z  ,0Im ≥z  

1Re <z . 

2.19. ,21 <−≤ iz  ,0Re ≤z  

.1Im >z  

2.20. ,2<z  ,1Re ≥z  .4arg π<z  

2.21. ,1>z  ,1Im1 ≤<− z  

.2Re0 ≤< z  

2.22. ,11 >−z  ,0Im1 <≤− z  

.3Re0 <≤ z  

2.23. ,1<+iz  .4arg43 π−≤≤π− z  2.24. ,1≤− iz  .4)arg(2 π<−<π− iz  

2.25. ,2<zz  ,1Re ≤z  .1Im −>z  2.26. ,2≤zz  ,1Re <z  .1Im −>z  

2.27. ,21 << zz  ,0Re >z  
1Im0 ≤≤ z . 

2.28. ,11 <−z  ,4arg π≤z  

.4)1arg( π>−z  

2.29. ,1<− iz  4arg π≥z , 

4)1arg( π≤−+ iz . 

2.30. ,12 ≥−− iz  ,3Re1 <≤ z  

.3Im0 ≤< z  

 

3.1. .tg2sec3 titz +=  3.2. .tg3sec2 titz −=  

3.3. .tg3sec titz +−=  3.4. .sec3tg4 titz −=  

3.5. .sec4tg3 titz +=  3.6. .sec2tg4 titz −−=  
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Задача № 4. Відновити аналітичну в околі точці z0 функцію f(z) за
відомою її дійсною u(x, y) або уявною частиною v(x, y) і значенням f(z0).

3.7. .ctg3eccos3 titz +=  3.8. .ctg2eccos4 titz −=  

3.9. .eccos2ctg titz −=  3.10. .eccos3ctg titz +−=  

3.11. .2sh22ch3 titz +=  3.12. .3sh33ch2 titz −=  

3.13. .4ch44sh5 titz +=  3.14. .5ch55sh4 titz −−=  

3.15. .2th4
2ch

2 ti
t

z +=  3.16. .4th2
4ch

4 ti
t

z +=  

3.17. .
5ch

55th
t

itz +=  3.18. .cth
sh
1 ti

t
z −=  

3.19. .
2
12 it

it

e
ez +=  3.20. .

2
13 it

it

e
ez −=  

3.21. .12 it
it

e
ez +−=  3.22. .12 2

2
it

it

e
ez −=  

3.23. .
2
2

1
1

t
ti

t
tz

−
++

−
+=  3.24. .

)1(
1
−
+−=

tt
ittz  

3.25. ).42(
11

1 i
t

t
t
iz −

−
+

−
+=  3.26. .

1
1

2
2

t
ti

t
tz

−
++

−
+=  

3.27. ).44(204 22 ++−++= ttittz  3.28. ).12(52 22 +++++= ttittz  

3.29. ).4(122 22 ++−++= ttittz  3.30. ).54(2 2 +−+−= ttitz  

4.1. ,22 xyxu +−=  .0)0( =f  4.2. ,133 +−= xyxu  .1)0( =f  

4.3. ),sincos( yxyyev x +=  f(0) = 0. 4.4. ,222 yyxu −−=  .0)0( =f  

4.5. ,cos12

y
e

eu x

x +=  .2)0( =f  4.6. ,22 yx
xu
+

=  .1)1( if +=  

4.7. ,sin yxev y += − .1)0( =f  4.8. ,cos yev x=  .1)0( if +=  
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Задача № 5. Обчислити інтеграл від функції комплексної змінної за
даною кривою.

4.9. ,
)( 22 yyx
yv

++
−=  .1)0( =f  4.10. ,22 yx

yyv
+

−=  .2)1( =f  

4.11. ,cos xeu y−=  .1)0( =f  4.12. ,2xyyu −=  .0)0( =f  

4.13. ,1222 ++−= xyxv  .)0( if =  4.14. ,1222 +−−= xyxu  .1)0( =f  

4.15. ,3 32 yyyxv −−=  .0)0( =f  4.16. ,2 yxyv +=  ƒ(0) = 0. 

4.17. ,3 32 yyxv −=  1)0( =f . 4.18. ),sincos( yyyxeu x −=  

.0)0( =f  

4.19. ,22 xxyv +=  .0)0( =f  4.20. ,sin1 xeyu ⋅−=  .1)0( if +=  

4.21. ,sin12

y
e

ev x

x −=  .2)0( =f  4.22. ,1 22 yx
yv
+

−=  .1)1( if +=  

4.23. ,cos xxeu y += −  .1)0( =f  4.24. ,sin xev y−=  .1)0( =f  

4.25. ,
)1(

1
22 yx

xu
++

+=  .1)0( =f  4.26. ,)( 22 xyxxu ++=  

.2)1( =f  

4.27. ,22 xyxv −−=  .0)0( =f  4.28. ,22 yxyu −−= .)0( if =  

4.29. ,22 yxyv −=  .1)0( =f  4.30. ,3 23 xxyxu −−=  .0)0( =f  

5.1. ;
2
dzz

AB
∫  { }izzxyAB BA +=== 1;0;: 2 . 

5.2. ∫ +
L

zdzez ;)1(  { }0Re,1: ≥= zzL . 

5.3. ∫
AB

dzz ;Im 3  АВ – відрізок прямої, .22,0 izz BA +==  
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5.4. ∫ ++
AB

dzzz ;)17( 2 АВ – відрізок прямої, .1,1 izz BA −==  

5.5. ∫
ABC

dzz ; АВС – ламана, .1,1 iziz CB +=+−=  

5.6. ∫ ++
AB

dzzz ;)1412( 35  АВ – відрізок прямої, .,1 izz BA ==  

5.7. ∫
AB

dzz ;
3

 АВ – відрізок прямої, .1,0 izz BA +==  

5.8. ∫
ABC

z dzez ;
43  АВС – ламана, .0,1, === CBA zziz  

5.9. { }∫ ≥=
ABC

zzABdz
z
z ,0Im,1:;Re ВС – відрізок, 2,1 == CB zz . 

5.10. ∫ +
ABC

dzzz ;)cos( 2 АВС – ламана, .,1,0 izzz CBA ===  

5.11. ∫
L

dz
z
z ; L – межа області: { }0Re,21 ><< zz . 

5.12. ∫ +
ABC

izz );cosch( АВС – ламана, .,1,0 izzz CBA =−==  

5.13. { }∫ ≥=
L

zzLdzzz 0Re,4:; . 

5.14. { }∫ ≤=+
L

zzLdzzz 0Im,1:;)ch( . 

5.15. { }∫ ≥=
L

zRzLdzzz 0Im;:;Re 2 . 

5.16. { }∫ +===+
AB

BA izzxyABdzzz 1,0,:;)23( 22 . 

5.17. { }∫ ≥= zRzLdzzz 0Im;:;Re 2 . 
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5.18. ∫ +
ABC

dzz ;)1( 2 АВС – ламана, .,1,0 izizz CBA =+−==  

5.19. ∫
AB

z zdze ;Im
2

 АВ – відрізок прямої, .0,1 =+= BA ziz  

5.20. { }0Re,1:;)(sin ≥=+∫ zzLdzziz
L

. 

5.21. ∫
AB

dzzz ;Re 2 АВ – відрізок прямої, .21,0 izz BA +==  

5.22. { }∫ +===+
AB

BA izzxyABdzz 1,0,:;)12( 3 . 

5.23. { };0Im,0Re,1:;∫ ≥≥=
ABC

zzzABdzzz АВ – відрізок прямої, 

0,1 == CB zz . 

5.24. { }∫ ≥=+
L

zzLdzziz 0Im,1:;)3(cos 2 . 

5.25. { }∫ π≤≤π=
L

zzLdzz 45arg43,2:; . 

5.26. ∫ +
ABC

dzz ;)1( 9 АВС – ламана, .,1,0 izizz CBA =+==  

5.27. ∫
=Rz

dzz
i2

1 . 

5.28. ∫ +
ABC

dzzz ;)(sin 5 АВС – ламана, .2,1,0 izzz CBA ===  

5.29. ∫
AB

dzzz ;Im 2  АВ – відрізок прямої, .1,0 izz BA +==  

5.30. { }∫ ≥=+
L

zzLdzzz 0Re,1:;)sin( 3 . 
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Задача № 6. Знайти всі лоранові розкладання даної функції по степе-
нях z.

Задача № 7. Обчислити інтеграл.

7.1. .
)1(

21
2∫

=
+

z
zz
dz  7.2. .

)1(
2

451
2∫

=−−
−

iz
zz
dz  

7.3. .
)4(

23
2∫

=−
+

iz
zz
dz  7.4. .

)2(
sin2

1

dz
izz
z

z
∫
=

+
+  

6.1. .
2

2
23 zzz

z
−+

−  6.2. .
2

4
234 zzz

z
−+

−  6.3. .
932

183
23 zzz

z
−+

−  

6.4. .
82

162
234 zzz

z
−+

−  6.5. .
2552

505
23 zzz

z
−+

−  6.6. .
183

363
231 zzz

z
−+

−  

6.7. .
4972

987
22 zzz

z
−+

−  6.8. .
324

644
234 zzz

z
−+

−  6.9. .
8192

1629
22 zzz

z
−+

−  

6.10. .
505

1005
234 zzz

z
−+

−  6.11. .
121112

24211
23 zzz

z
−+

−  6.12. .
726

1446
234 zzz

z
−+

−  

6.13. .
169122

33813
23 zzz

z
−+

−  6.14. .
987

1967
234 zzz

z
−+

−  6.15. .
225152

45015
23 zzz

z
−+

−  

6.16. .
1288

2568
234 zzz

z
−+

−  6.17. .
2

2
32 zzz

z
−+

+  6.18. .
2

4
432 zzz

z
−+

+  

6.19. .
239

183
32 zzz

z
−+

+  6.20. .
28

162
432 zzz

z
−+

+  6.21. .
2525

505
32 zzz

z
−+

+  

6.22. .
318

363
422 zzz

z
−+

+  6.23. .
2749

987
32 zzz

z
−+

+  6.24. .
432

644
432 zzz

z
−+

+  

6.25. .
2981

1629
32 zzz

z
−+

+  6.26. .
550
1005

432 zzz
z

−+
+  6.27. .

211121
24211

32 zzz
z

−+
+  

6.28. .
672
1446

432 zzz
z

−+
+  6.29. .

213169
33813

32 zzz
z

−+
+  6.30. .

798
1967

432 zzz
z

−+
+  
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7.5. .
sin

213
∫

=−z

z

z
dze  7.6. .

sin
)2(sin

223

dz
z

zz

z
∫

=−

+  

7.7. .
sin

31

dz
z

ze

z

z

∫
=−

 7.8. .
sin

12

223
∫

=−

−

z

dz
z

zz
 

7.9. .
2sin

)1(

3141

2

∫
=−

π
+

z

dz
z

zz  7.10. .
sin

)(

121

dz
z
izis

z
∫

=−
π
−  

7.11. .
)(
23sin

13

2 dz
zz
z

z
∫

=−
π−

+  7.12. .
)1(

1

121
∫

=−
−
+

z

z

dz
zz

e  

7.13. .
3sin

2

1
∫

=

+

z

zi

dz
zi

e  7.14. .1cos

32

22

2

dz
z

z

z
∫

=−
π−
+  

7.15. .
sin

)2ln(

231
∫
=−

+

z

dz
z

z  7.16. .
4

2sin

16
22

3

dz
z

z

z
∫

=−
π−
+  

7.17. .
4

2tg

211

2∫
=+

π+
+

z

dz
zz

z  7.18. .
2

3cos

123

2

2

dz
zz

z

z
∫

=+
π+
+  

7.19. .
2

3sin

21

2

2

dz
zz

z

z
∫

=+
π+
−  7.20. .

4
sin

)ln(

41
∫
= 





 π+

+

z

dz
zz

ze  

7.21. .
)(sin

3

2

2

∫
π=

+π
++

z

dz
zz

zz  7.22. .
)(2sin

1

3

dz
zz
iz

z
∫

=
π−

−  

7.23. .
2sin

)(

2
∫

=−

π+

iz

dz
z

zz  7.24. .2sin

2

2

2

dz
zz

zz

z
∫
=

π+
++  

7.25. .
)(3sin

)(

123

dz
zz

zz

z
∫

=−
π−

π+  7.26. .

3
)(

sin

223

dz
zzz

z

z
∫

=− 




 π+π−

 

7.27. .
sin

)(

1

22

dz
zi

z

z
∫

=π−

π+  7.28. .
cos

sin

2

2

dz
zz
z

z
∫
=
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Задача № 8. Розв'язати диференціальне рівняння, що задовольняє
початкові умови y(0) = 0; у'(0) = 0.

7.29. .
sin

cos

2

2

dz
zz
z

z
∫

=π−

 7.30. .
)(

2
sin

2sin

223

3

dz
zz

zz

z
∫

=− π−

+  

8.1. .
)1(

2 22/t

t

e
eyy

+
=′−′′  8.2. .

ch
1

2t
yy =′−′′  

8.3. .
)1( 2

2

t

t

e
eyy
+

=′−′′  8.4. .
1

2
+

=+′+′′
−

t
teyyy

t

 

8.5. .
2

2

t

t

e
eyy
+

=′−′′  8.6. .
ch
sh

2t
tyy =−′′  

8.7. .
)1( 2t

t

e
eyy

+
=′+′′  8.8. .

1
2 2 +

=+′+′′
−

t
eyyy

t

 

8.9. .
ch

2 2t
eyyy

t

=+′−′′  8.10. .
ch

2 2t
eyyy

t−

=+′+′′  

8.11. .2th4 2 tyy =−′′  8.12. .
ch

12 2t
yy =′+′′  

8.13. .
)1(

1
2te

yy
+

=′+′′  8.14. .
)12(

44 2

2

+
=+′+′′

−

t
eyyy

t

 

8.15. .
1

2
+

=+′−′′
t
eyyy

t

 8.16. .
1 t

t

e
eyy
+

=′−′′  

8.17. .
ch

2
t

eyy
t

=′−′′  8.18. .
3

2

t

t

e
eyy
+

=′+′′  

8.19. .
1

1
te

yy
+

=′+′′  8.20. .
ch1
1

t
yy

+
=′−′′  

8.21. .
2ch

14 3 t
yy =−′′  8.22. .

2ch
244 2

2

t
eyyy

t

=+′−′′  
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Задача № 9. Операційним методом розв'язати задачу Коші.

9.1. 
.1)0(,0)0(

,2sin4
=′=

=+′′
yy

tyy
 9.2. 

.1)0(,1)0(
,232

=′=
=−′−′′

yy
tyyy

 

9.3. 
.3)0(,1)0(

,2

−=′=
+=+′+′′

yy
ttyyy  9.4. 

.0)0(,1)0(
,cos2952

=′−=
=′+′′

yy
tyy

 

9.5. 
.0)0(,1)0(

,26
=′=

=−′−′′
yy
yyy

 9.6. 
.1)0(,3)0(

,2sin84
−=′=

=+′′
yy

tyy
 

9.7. 
.2)0(,1)0(
,44 23

=′=
=+′+′′

yy
etyyy t

 9.8. 
.2)0(,1)0(
,444 22

=′=
+=+′′

yy
teyy t

 

9.9. 
.3)0(,2)0(

,3cos10sin34
=′−=

+=+′′
yy

ttyy
 9.10. 

.6)0(,2)0(
,1223 3

=′=
=+′−′′

yy
eyyy t

 

9.11. 
.1)0(,3)0(

,3sin3cos47103
−=′=

−=−′+′′
yy

ttyyy
 9.12. 

.1)0(,5)0(
,3cos2102

=′=
=+′+′′ −

yy
teyyy t

 

9.13. 
.2)0(,2)0(

),3(2 2

=′=
−+=′−′′

yy
tteyy t

 9.14. 
.0)0(,1)0(

,2
=′−=

=−′+′′ −

yy
eyyy t

 

9.15. 
.2)0(,1)0(
,2cos5sin4

−=′−=
+=−′′

yy
ttyy

 9.16. 
.1)0(,0)0(

,cos2
=′=

=+′′
yy

tyy
 

8.23. .
1 t

t

e
eyy
+

=′+′′  8.24. .
ch

1
2t

yy =−′′  

8.25. .
)1(

2 2+
=+′+′′

−

t
eyyy

t

 
8.26. .th tyy =−′′  

8.27. .
1

2 2t
eyyy

t

+
=+′−′′  

8.28. .th2tyy =−′′  

8.29. .cos222 teyyy t=+′−′′  8.30. .
ch
1

t
yy =−′′  
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Задача № 10. Розв'язати операційним методом систему диферен-
ціальних рівнянь.

10.1. 

.0)0(,1)0(
;32
,12

=−=




+=
+=

yx
xy
yx

&

&

 
10.2. 

.1)0(,2)0(
;43

,182

==




+=
++=

yx
yxy
yxx

&

&

 

10.3. 

.1)0(,0)0(
;14

,222

==




+=
++=

yx
yy

yxx
&

&

 
10.4. 

.0)0(,1)0(
;14

,

==




++=
+=

yx
yxy

yxx
&

&

 

10.5. 

.1)0(,0)0(
;3

,12

==




−=
+−=

yx
xy

yxx
&

&

 
10.6. 

.0)0(,1)0(
;2

,13

==




+=
+=

yx
yxy

yx
&

&

 

9.17. 
.1)0(,3)0(

,6
=′=

=+′′ −

yy
eyy t

 9.18. 

.0)0(,1)0(

,
2

cos223

=′=

=+′−′′

yy

teyyy t

 

9.19. 
.2)0(,0)0(

,22

−=′=
+=′+′′
yy

ttyy  9.20. 
.1)0(,0)0(

,2

=′=
=′−′′

yy
tyy  

9.21. 
.4)0(,1)0(

,7 2

=′=
=+′+′′
yy

eyyy t

 9.22. 
.1)0(,1)0(

,3cos
=′=

=−′′
yy

tyy
 

9.23. 
.2)0(,3)0(

,cossin9
=′−=

−=−′′
yy

ttyy
 9.24. 

.1)0(,1)0(
),1(22 2

=′=
+−=−′+′′

yy
tyyy  

9.25. 
.1)0(,2)0(

,3sin2
=′=

=′−′′
yy

tyy
 9.26. 

.2)0(,1)0(
,22
=′=

+=′+′′
yy

eyy t

 

9.27. 
.1)0(,2)0(

,sh
=′=

=+′′
yy
tyy

 9.28. 
.4)0(,2)0(

,2/sin2
=′−=

=′+′′
yy
tyy

 

9.29. 
.0)0(,1)0(

,23
=′=

=+′−′′
yy

eyyy t

 9.30. 
.1)0(,0)0(
,294 2

=′=
=+′+′′ −

yy
eyyy t
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10.7. 

.1)0(,0)0(
;32

,14

==




+=
++=

yx
yxy

yxx
&

&

 
10.8. 

.1)0(,2)0(
;132

,2

==




++=
=

yx
yxy

yx
&

&

 

10.9. 

.0)0(,1)0(
;3

,22

==




=
++−=

yx
xy

yxx
&

&

 
10.10. 

.0)0(,1)0(
;2
,34

=−=




+=
+=

yx
yxy

xx
&

&

 

10.11. 

.0)0(,1)0(
;2
,3

==




+=
+=

yx
xy
yx

&

&

 
10.12. 

.1)0(,0)0(
;1

,33

==




+−=
++=

yx
yxy
yxx

&

&

 

10.13. 

.1)0(,0)0(
;1

,23

==




++=
++−=

yx
yxy

yxx
&

&

 
10.14. 

.0)0(,2)0(
;13

,3

==




+=
=

yx
xy
yx

&

&

 

10.15. 

.0)0(,1)0(
;
,3

==




−=
+=

yx
yxy
yxx

&

&

 
10.16. 

.1)0(,0)0(
;3

,2

==




=
+−=

yx
xy

yxx
&

&

 

10.17. 

.1)0(,0)0(
;4

,12

==




−=
++=

yx
yxy
yxx

&

&

 
10.18. 

.0)0(,1)0(
;92

,4

==




+−=
+=

yx
yxy
yxx

&

&

 

10.19. 

.2)0(,1)0(
;12

,152

==




++=
++−=

yx
yxy

yxx
&

&

 
10.20. 

.0)0(,1)0(
;22

,52

==




+−=
+=

yx
yxy
yxx

&

&

 

10.21. 

.2)0(,0)0(
;32

,143

==




+=
+−−=

yx
yxy

yxx
&

&

 
10.22. 

.0)0(,2)0(
;235

,3

==




+−−=
+=

yx
yxy

yxx
&

&

 

10.23. 

.0)0(,1)0(
;24

,132

=−=




−=
++=

yx
yxy
yxx

&

&

 
10.24. 

.1)0(,0)0(
;22

,162

==




+=
++−=

yx
xy

yxx
&

&
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3. Розв'зання типового варіанта

Задача 1. Знайти всі значення кореня 4
2

31 i+− .

Розв'язок. Комплексне число 
2
3

2
1

2
31 ii +−=+−

 подамо в триго-

нометричній формі  ( )ϕ+ϕρ sincos i :

 ;1
4
3

4
1

2
3

2
1

22
22 =+=





+





−=+=ρ yx

.3
2/1
23tg −=

−
==ϕ

x
y   Оскільки y > 0 і x < 0, то кут ϕ із другої чверті і

дорівнює ,
3

2π  тобто .
3

2π=ϕ   Маємо .
3

2sin
3

2cos
2

31 π+π=+− ii

Корені n-го ступеня з комплексного числа визначаються за форму-
лою

( ) ,2sin2cossincos 




 π+ϕ+π+ϕρ=ϕ+ϕρ

n
ki

n
ki nn    k = 0, 1,…, n – 1.

10.25. 

.1)0(,3)0(
;4

,22

==




−=
−=

yx
xy

yxx
&

&

 
10.26. 

.5)0(,0)0(
;12

,2

==




++=
+=

yx
yxy
yxx

&

&

 

10.27. 

.2)0(,0)0(
;13

,253

==




++=
++=

yx
yxy
yxx

&

&

 
10.28. 
 

.0)0(,1)0(

;
2
3

,12

==







+−=

+−−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

10.29. 

.2)0(,1)0(
;1

,23

=−=




+−=
++=

yx
yxy
yxx

&

&

 
10.30. 

.1)0(,0)0(

;2
2
5

,23

==







+−=

+=

yx

yxy

yxx

&

&
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У нашому випадку

,
4

232sin
4

232cos
3

2sin
3

2cos
2

31 44 π+π+π+π=π+π=+− kikii   k = 0, 1, 2, 3.

Вважаючи k = 0, знайдемо перший корінь:

  .
2
1

2
3

6
sin

6
cos

12
2sin

12
2cos1 iiiz +=π+π=π+π=

При k = 1 знайдемо другий корінь:

.
2
3

2
1

3
2sin

3
2cos2 iiz +−=π+π=

При k = 2 знайдемо третій корінь:

.
2
1

2
3

6
7sin

6
7cos3 iiz −−=π+π=

При k = 3 знайдемо четвертий корінь:

.
2
3

2
1

3
5sin

3
5cos4 iiz −=π+π=

Задача 2. Визначити область, задану нерівностями 2≤− iz ,  Re z > 1.
Розв'язок. Нерівність 2≤− iz  визначає коло з центром у точці i та

радіусом 2, включаючи межу – коло.
Друга нерівність – Re z > 1 – визначає напівплощину вправо від

прямої x = 1. Пряма не включається в напівплощину.
Перетинання кола та напівплощини будуть визначати шукану область

(рис. 1, заштрихована область).

 Рис. 1

y

x

2i

i

–i

21 =−z

R
e 

z 
 =

 1
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Задача 3. Визначити тип кривої .sec4tg3 titz +=

Розв'язок. Оскільки z = x + iy, то маємо  






==

=

.
cos

4sec4

,tg3

t
ty

tx

Виключимо параметр t з отриманої системи рівнянь:

 ;4cos
cos

4
y

t
t

y =⇒=

;
1641cos1sin

22
2

y
y

y
tt

−
=





−=−=

.
4

16
4

16
cos
sintg

22 −
=

−
==

yy
y

y
t
tt

Підставимо значення tg t у перше рівняння системи:

.
4

163
tg3

2 −
==

y
tx

Звідси, підносячи до квадрату, маємо

( ) .1
916

16
16
9 22

22 =−⇒−= xyyx

Одержали рівняння гіперболи з півосями а = 3 i b = 3. Зробимо крес-
лення гiперболи (рис. 2).

Рис. 2

y

x

4

–4

3–3
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Задача 4. Відновити аналітичну в околиці точки z0 = 0 функцію f(z)
за відомою її дійсною частиною u(x, y) = 2excos y і додатковою умовою
f(0) = 2.

Розв'язок. Знайдемо ( ) yexye
x
u xx cos2cos2 =

′
=

∂
∂ , для чого викори-

стовуємо умови Коші–Рімана: .;
x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

Згідно з першою умовою, повинно бути ,
y
v

x
u

∂
∂=

∂
∂  так що .cos2 ye

y
v x=

∂
∂

Звідси v(x, y) = ( ),sin2cos2 xyeydye xx ϕ+=∫  де ϕ(х) поки невідо-

ма функція.

Знаходимо ( ).sin2 xye
x
v x ϕ′+=

∂
∂  Використовуючи другу умову Коші–

Рімана одержимо

( ) .sin2sin2 ye
y
uxye xx =

∂
∂−=ϕ′+

Звідси ( ) ,0=ϕ′ x  а виходить ( ) ,cx =ϕ  де с = const.
Отже, ( ) .sin2, cyeyxv x +=  Шукана функція:

 ).sin2(cos2),(),()( cyeiyeyxivyxuzf xx ++=+=

Використовуємо додаткову умову f(0) = 2, тобто

( ) 20sin20cos2 00 =++ ceie  чи ,22 =+ ic  звідси с = 0.

( ) ( ) ,22sincos2sin2cos2 ziyxxxx eeeyiyeyeiyezf =⋅=+=+=
отже, ( ) .2 zezf =

Задача 5. Обчислити інтеграл від функції комплексної змінної за да-

ною кривою ( ) ,21 dzzi
AB
∫ −+   AB – відрізок прямої, z = 0, z = 1 + i.

Розв'язок. Перепишемо підінтегральну функцію у вигляді  =+ ivu
( ) ( ) ( ).21212121 yixiyxizi ++−=−−+=−+=  Тут .21,21 yvxu +=−=

Обчислення інтеграла від функції f(z) зводиться до обчислення кри-
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волінійних інтегралів за формулою

( ) .∫ ∫∫ ++−=
L LL

udyvdxivdyudxdzzf

У нашому випадку

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .2121212121 dyxdxyidyyxdxdzzi
ABABAB

−++++−−=++ ∫∫∫
Рівняння прямої АВ, що проходить через точки z1 = 0 і z2 = 1 + i, буде

 .,10, dxdyxxy =≤≤=

Тому

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

.222224

2121212121

1
0

1
0

1

0

1

0

2

1

0

1

0

ixixdxixdx

dxxxidxxxdzzi
AB

+−=+−=+−=

=−++++−−=−+

∫ ∫

∫∫∫

Задача 6. Знайти всі лоранові розкладання функції ( ) 234 2
12

zzz
zzf

−+
+=

по ступенях z.
Розв'язок. Знайдемо корені знаменника:

( ) .022 22234 =−+=−+ zzzzzz

Корені z1 = 0; z2 = –2; z3 = 1. Знаменник можна розкласти:

( )( ).122 2234 −+=−+ zzzzzz

Використовуючи метод невизначених коефіцієнтів, подамо функцiю
у вигляді

( ) ( )( ) .
1

1
2

11
12

12
22 







−
+

+
=

−+
+=

zzzzzz
zzf

Функція має три особливі точки: .1;2;0 321 =−== zzz
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Отже, маємо три "кільця" з центром у точці 00 =z , у кожному з яких
f(z) є аналітичною (рис. 3):

10 << z  – коло без центру (область І);

21 << z   – кільце (область ІІ);

∞+<< z2   – зовнішність кола 2=z  (область ІІІ).

Розглянемо область І: .1<z

У ній ( ),1
1

1
1

1 32 L++++−=
−

−=
−

zzz
zz

 як сума нескінченної гео-

метричної прогресії зі знаменником 1, <== zqzq . Другий дріб

,
842

1
2
1

2
1

1
2
1

2
1 32







+−+−=

+
⋅=

+
K

zzz
zz

  тут  .1,
2

<−= qzq

Функція

( ) ( )

.
16
15

8
7

4
3

2
1

16
15

8
7

4
3

2
11

1
16842

11
1

1
2

11

2
32

2

32
32

22

KK

KK

−−−−−=




 +−−−−=

=





++++−+−+−=







−
+

+
=

z
zz

zzz
z

zzzzzz
zzzz

zf

 Рис. 3

x

y

–2
1

0
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Отже, в області І функція розкладається:

( ) K+−−−−= z
zz

zf
16
15

8
7

4
3

2
1

2  .

Розглянемо область ІІ: .21 << z
У цій області

,11111
11

11
1

1
32 





 ++++=

−
=

−
K

zzzz
z

zz
 тут .1,1 <= q

z
q

( )

.
168

1
4
1

2
111

16842
1111

1111
16842

11
1

1
2

11

234

32

22

432

32

22

KKKK

KK

+−+−+++=





+−+−+++=

=














 +++++





+−+−=







−
+

+
=

z
zzzz

zzz
zzz

zzzz
zzz

zzzz
zf

Отже, ( ) KK +−+−++=
168

1
4
1

2
11

23
z

zzz
zf .

Розглянемо область ІІІ: 2>z .

.1,2,84211
21

11
2

1
32 <−=





 +−+−=

+
=

+
q

z
q

zzzz
z

zz
K

.1,1,1111
11

11
1

1
2 <=





 +++=

−
=

−
q

z
q

zzz
z

zz
K

( )

.7512775121

111842111

65433323

2322

KKK

KK

+−+−=




 +−=





 +−+−=

=




 +++++−+−=

zzzzzzzzz

zzzzzzz
zf

Отже, ( ) KK 3456
2157
zzzz

zf +−+−=  .
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Задача 7. Обчислити інтеграл .
sin

31

dz
z

ze

z

z

∫
=−

Розв'язок. Інтеграл по замкненому контуру обчислюється за фор-
мулою

( ) ( ).res2
1

zfidzzf
n

k

z

Г

k∑∫
=

π=

Підінтегральна функція ( )
z

zezf
z

sin
=  в колі 31 =−z  має дві особ-

ливі точки: .,0 21 π== zz  Тому 00sin =  і 0sin =π  (рис. 4).

Лишок в точці z1 = 0 обчислимо за формулою

( ) ( )
( )

( )
( ) ;0

1
0

0cos
0

cos
resres

0

0
1

1
11

====
ψ′
ϕ=

ψ
ϕ= =

e
z

ze
z
z

z
zzf z

z

zz

лишок у точці z2 = π – за формулою

( ) .
coscos

res
2

π
π

π= π−=
π

π== ee
z

zezf z

z

z

Отже, ( ) ( ) ππ
π

=−

π−=π−=+=∫ eezfzfdz
z

ze

z

z

0resres
sin 0

31

.

Рис. 4

x

y

43210–2
π
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Задача 8. Розв'язати рівняння

.0)0()0(,
1

1 =′=
+

=−′′ yy
e

yy x

Розв'язок. Спочатку розв'яжемо задачу Коші  ==−′′ )0(,111 yyy
.0)0( =′= y

Складемо допоміжне рівняння

,1)()( 11
2

p
pypyp =−

звідси

.1
1)1(

1)( 221 pp
p

pp
py −

−
=

−
=

За таблицею зображень обчислюємо .1ch)(1 −= xxy
Розв'язок рівняння знаходимо за формулою

∫ ττ−′τ=
x

dxyfxy
0

1 ,)()()(

де f(x) – його права частина.
Отже,

.)1(
2
1

2
1lnsh 

12

12)1(2
)(sh

1
1)(

0

00 0

∫

∫∫ ∫

−+−++⋅=
+

−

−
+

τ=τ
+
−=ττ−

+
=

τ

τ−

τ

τ−

τ

τ+−τ−

τ

x
xx

xx

xxx x xx

exeex
e

dee

e
deed

e
eedx

e
xy

Задача 9. Знайти розв'язок задачі Коші

 .1)0(,0)0(
,sin52

=′=
=+′+′′

yy
xyyy

Розв'язок. Складемо допоміжне рівняння, отримане перетворенням
Лапласа лівої та правої частини даного диференціального рівняння:
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[ ] [ ]
1

1)(5)0()(2)0()0()( 2
2

+
=+−+′−−

p
pyypypypypyp

чи  .1
1

1)52)(( 2
2 +

+
=++

p
pppy

Звідси

.
)52)(1(

2
52

1
)52)(1(

1)( 22

2

222 +++
+=

++
+

+++
=

ppp
p

ppppp
py

Дріб розкладемо на суму простих дробів:

.
521)52)(1(

2
2222

2

++
++

+
+=

+++
+

pp
DCp

p
BAp

ppp
p

Числа А, В, С, D знаходимо за методом невизначених коефіцієнтів:

.1,
10
1,

5
1,

10
1 ===−= DCBA

Тоді

.
4)1(

1
10
1

1
1

5
1

110
1

52

1
10

1
5
1

10)( 22222 ++
++

+
+

+
−=

++

+
+

+

+−
=

p
p

pp
p

pp

p

p

p

py

За таблицею зображень маємо

.2sin
20
92cos

10
1sin

5
1cos

10
1)( xexexxxy xx −− +++−=

Задача 10. Розв'язати систему рівнянь 




=+′+′
=′++′

,034
,123

yyx
yxx

яка задовольняє початкові умови при t = 0, x = 0 і y = 0.
Розв'язок. У зображенні система має вигляд:







=++

=++

.0)()34()(

,1)()()23(

pyppxp
p

pyppxp
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Розв'язуючи цю систему, маємо

 
















+

−
+

=
++

−=

+
−

+
−=

++
+=

.
611

11
1

1
5
1

)1)(611(
1)(

,
)611(10

33
)1(5

1
2
1

)611)(1(
34)(

pppp
py

pppppp
ppx

За знайденими зображеннями у таблиці знаходимо шукані розв'язки:























−=

−−=

−−

−−

.
5
1)(

,
10
3

5
1

2
1)(

11
6

11
6

tt

tt

eety

eetx

№ 
з/п Оригінал )(tf  

Зображення 

∫
∞

−=
0

)()( dtetfpF pt  Примітки 

1 
)(0 tσ  p

1   

2 
ate  α−p

1   

3 
ate−  α+p

1
  

4 
wtsin  22 wp

w
+

  

5 wtcos  22 wp
p
+

  

6 wtsh  22 wp
w
−

  

7 wtch  22 wp
p
−

  

Таблиця оригіналів та їх зображень
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№ 
з/п Оригінал )(tf  

Зображення 

∫
∞

−=
0

)()( dtetfpF pt  Примітки 

8 
wte at sin−  22)( wp

w
+α+

  

9 
wte at cos−  22)( wp

p
+α+

α+
  

10 
nt  1

!
+np

n
  

11 
natte−  1)(

!
+α+ np

n   

12 
natte  1)(

!
+α− np

n   

13 
wtt sin  222 )(

2
wp

pw
+

  

14 
wtt cos  222

22

)( wp
wp

+
−   

15 )( tf ⋅α  )/(1 α
α

pF  Теорема подібності 

16 )(tfe at−  )( α+pF  Теорема зсуву 

17 )(tf ′  )0()( fppF −  

18 )(tf ′′  )0()0()(
2

fpfpFp ′−−  
Диференціювання 

оригіналу 

19 
dxxf

t

∫
0

)(  p
pF )(

 Інтегрування 
оригіналу 

20 )(tδ  1 Функція Дирака 

21 )( τ−tf  )( pFe pτ−  Теорема запізнювання 
 

Продовж. таблиці
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