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УДК 514.18 

 

ГЕОМЕТРИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТА ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИЙ АНАЛІЗ 

СІМЕЙСТВА ГАУСІВСЬКО-МОДИФІКОВАНИХ ЦИКЛОЇДАЛЬНИХ 

КРИВИХ 

Котляр Д.В.  

Національний університет кораблебудування імені адмірала Макарова 

 

Характерною особливістю сучасних досліджень у прикладній геометрії є 

оперування складними аналітичними рівняннями для створення технічних форм 

із заданими властивостями. У задачах аеродинамічного проектування, зокрема 

при конструюванні носових конусів балістичних снарядів, критичне значення 

має не лише візуальна плавність обводу, а й характер розподілу його кривини. 

Класичні циклоїдальні криві мають жорстко визначену структуру, що обмежує 

можливості локальної корекції форми. У даній роботі запропоновано і 

запропоновано математичну модель циклоїди з гаусівською модифікацією, яка 

забезпечує цілеспрямований вплив на локальні та глобальні геометричні 

характеристики обводу.  

Математична модель. Пропонована модель базується на модифікації 

радіус-функції циклоїди експоненціальним множником Гаусса. Векторно-

параметричне рівняння кривої визначається як: 
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де a(t) = 1 + α exp(–(t – μ)² / 2σ²) – функція модифікації Гаусса, а c та h – 

геометричні параметри, що задаються граничними умовами проєктування.  

λ= c/(πR) – коефіцієнт масштабування, R = h/2 – радіус циклоїди. Параметри α, σ 

та μ визначають відповідно амплітуду, ширину та положення центру локального 

збурення форми. 

Аналітичне дослідження умови неспадності. Для забезпечення 

геометричної коректності профілю необхідно, щоб ордината y(t) була монотонно 

неспадною на інтервалі t ∈ [0, π]. Будь-яка втрата монотонності призводить до 

появи локальних впадин, що є неприпустимим для обтічних поверхонь. 

Дослідження першої похідної y'(t) показало, що критичною ділянкою є проміжок 

t ∈ [0, μ], де похідна модифікації a'(t) < 0. Виявлено, що завдяки градієнтному 

домінуванню тригонометричного компонента у нерівності в околі початкової 

точки (при t → 0), монотонність ординати зберігається для всіх значень α > -1 

дослідженого діапазону параметрів, що дозволяє формувати опуклі профілі. 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )sin 1 cos .  −a t t a t t

  (2) 
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Аналіз розподілу кривини. Для досягнення високих аеродинамічних 

якостей встановлено додаткову конструктивну вимогу – монотонне спадання 

кривини κ(t) від носової частини до виходу: 

 
( )  , , , / 0, 0,     dk t dt t

,  (3) 

Через високу нелінійність виразу, що містить похідні функції Гаусса, 

ідентифікація областей гладкості проведена чисельно-символьними методами.  

Результати та візуалізація. У ході обчислювальних експериментів було 

вперше визначено топологію простору параметрів α, σ, μ, що забезпечує 

геометричну коректність обводів. Побудовані сімейства ізоліній (рис. 1) 

дозволяють здійснювати апріорний вибір коефіцієнтів модифікації для 

гарантування неспадності ординати y(t). Встановлено, що межа зони неспадності 

визначається критичним станом y'(t) = 0, за яким виникають локальні 

самоперетини профілю.  

 
Рис.1. Контури залежностi α i σ для фiксованих μ, що визначають межi зони 

неспадностi по iзолiнiї y'(t) = 0 

 

Виявлено ефект «геометричного кармана» — вузької області в просторі 

параметрів (рис. 2), де при візуальній плавності кривої виникає порушення 

монотонності кривини. Це ідентифікується за ізолінією MAXT (DK/DT) = 0 і є  

 

критичним для задач аеродинаміки, де немонотонність кривини спричиняє 

передчасний відрив пограничного шару. 

Рис.2. Контури залежностi α i σ для фiксованих μ, що визначають 

межi зони немонотонностi кривини по iзолiнiї maxt (dκ/dt) = 0 
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Аналіз тривимірних ландшафтів диференціальних характеристик (рис. 3) 

дозволив встановити ступінь впливу кожного параметра на стійкість моделі.   

а) При змінному α та фіксованих (σ = 0.8, μ = 

π/4) 

б) При змінному σ та фіксованих (α = −0.3, μ = π/4) 

в) При змінному μ та фіксованих (α = −0.3, σ = 0.8) 

Рис.3. Диференціальні ландшафти гаусівсько-модифікованої 

циклоїди  log |κ(t)| (злiва) i log |dκ/dt| (справа)  
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Використання значень log |k(t)| та log |dk/dt| дозволило нівелювати значні 

розбіжності в порядках величин та чітко ідентифікувати зони екстремальної 

чутливості моделі до варіації параметрів Гаусса. 

Аналіз впливу амплітуди модифікації α (рис. 3, а) свідчить про прямо 

пропорційну залежність між глибиною збурення та піковими значеннями 

кривини. Встановлено, що при збільшенні α відбувається локальне "загострення" 

профілю в околі точки модифікації, що критично для розрахунку локальних 

напружень або тиску потоку. 

Дослідження параметра локалізації σ (рис. 3, б) дозволило виявити 

характер переходу від глобальної деформації циклоїдального обводу до 

вузькоспрямованої локальної корекції. При малих значеннях σ диференціальні 

характеристики змінюються стрибкоподібно, що підтверджує можливість 

прецизійного втручання в геометрію окремої ділянки профілю без суттєвого 

впливу на його загальну конфігурацію. 

Особливий науковий інтерес становить динаміка зміщення центру 

модифікації μ (рис. 3, в). Побудовані поверхні наочно ілюструють траєкторію 

переміщення максимуму кривини вздовж дуги обводу. Це доводить гнучкість 

запропонованої моделі у задачах оптимізації технічних форм, де положення 

критичної точки розподілу кривини має бути чітко синхронізоване з умовами 

експлуатації (наприклад, точкою переходу ламінарного потоку в 

турбулентний).» 

Встановлено, що для забезпечення монотонності кривини параметри 

модифікації мають перебувати в межах: α ∈ [–0.81, 0.00], σ ∈ [0.27, 0.95],  

μ ∈ [0, π/2]. 

Висновки. Запропоновано модель та досліджено геометричні властивості 

гаусівсько-модифікованої циклоїди з урахуванням габаритних параметрів 

довжини та висоти обводу. Отримана модель забезпечує формування гладких 

обводів із керованим розподілом кривини, що є теоретичним підґрунтям для 

створення високоефективних технічних форм. 
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