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Abstract. Purpose. This work aims to determine the relevance of developing a high-precision control system for an 
autonomous unmanned underwater vehicle (AUUV) of a small class. 
Method. The paper proposes the use of mathematical modeling methods for the spatial movement of an underwater 
vehicle, taking into account the hydrodynamic characteristics of the propulsion and steering device (PSD). The 
movement of the AUUV is considered according to the laws of solid body mechanics in a three-dimensional space 
with six degrees of freedom. Three of them characterise linear movements of the center of mass, and the other three – 
rotation of a rigid body relative to the center of mass.
Mathematical modeling of the dynamics of the AUUV includes the transformation of the coordinates of the vectors 
used in the mathematical models of its component elements between the bases of the coordinate system at each iteration 
of the calculation. The relevance of the type of propulsion and steering device chosen for research is proven by the 
analysis of autonomous underwater vehicles currently produced by various global manufacturers presented in the work.
Results. The paper presents the classification of autonomous unmanned underwater vehicles by mass and hull design. 
According to the review of the missions performed using these devices, the need to solve the problem of increasing the 
stabilization speed system accuracy of movement of the AUUV was emphasized. The dependence of hydrodynamic 
forces and moments on the geometric, kinematic and structural characteristics of the PSD was determined using CFD 
modeling.
Scientific novelty. The work proposes using mathematical models of the AUUV control elements to synthesise the 
vehicle's automatic speed control system. Namely, the propulsion and steering device system consists of a direct current 
motor, a shaft guide, and a propeller in a guide or rotary nozzle. Using numerical modeling, to study of a propeller 
thrust force at different speeds and attack angles of the flow was carried out. 
Practical importance. The type of PSD chosen in the work is the most common in the small class of devices, which is 
the most applicable, both for scientific and industrial needs. Different types of engines from the Tecnadyne company 
were used in the study. The engines of this company are used for underwater vehicles currently manufactured in 
Ukraine.
Key words: mathematical modeling; propulsion and steering device; computational hydrodynamics; autonomous 
unmanned underwater vehicle; rotary screw column.

Анотація. Мета. Метою даної роботи є визначення актуальності синтезу системи керування підвищеної точ-
ності для автономного ненаселеного підводного апарату (АНПА) малого класу. 
Методика. В роботі пропонується застосування методів математичного моделювання просторового руху під-
водного апарата, з урахуванням гідродинамічних характеристик рушійно-кермового пристрою (РКП). Рух 
АНПА розглядається відповідно до законів механіки твердого тіла в тривимірному просторі з шістьма ступе-
нями свободи. Три з них характеризують лінійні переміщення центра маси, інші три – обертання твердого тіла 
відносно центра маси. Математичне моделювання динаміки АНПА включає перетворення координат векторів, 
які використовуються у математичних моделях його складових елементів, між базисами системи координат на 
кожній ітерації обчислення. 
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Результати. Обгрунтовано вибір, обраного для дослідження типу рушійно-кермового пристрою, представ-
леним в роботі аналізом автономних підводних апаратів, що виробляються на даний час різними світовими 
виробниками. В роботі представлено класифікацію автономних ненаселених підводних апаратів за масою та 
конструкцією корпусу. За проведеним оглядом місій, що виконують за допомогою даних апаратів, підкресле-
но необхідність вирішення завдання підвищення точності стабілізації швидкості руху АНПА. Засобами CFD 
моделювання визначені залежності гідродинамічних сил та моментів від геометричних, кінематичних та кон-
структивних характеристик РКП.  
Наукова новизна. В роботі запропоновано використання математичних моделей елементів органів керування 
АНПА, для синтезу системи автоматичного керування швидкістю руху апарата. А саме, системи рушійно-кер-
мового пристрою, що складається з двигуна постійного струму, валопроводу, гребного гвинта в напрямній або 
поворотній насадці. Для створення достовірної математичної моделі динаміки АБПА з конкретним РКП фірми  
Tecnadyne, було застосовано CFD-моделювання з розробкою 3D моделі рушія в CAD SolіdWorks. 
Практична значимість. Обраний в роботі тип РКП є найбільш поширеним в малому класі апаратів, який 
є найбільш застосованим, як для наукових, так і виробничих потреб. В досліджені використано рушії різних 
типів від компанії Tecnadyne. Рушії даної фірми використовуються для підводних апаратів, що виготовляються 
в Україні на даний час.
Ключові слова: математичне моделювання; рушійно-кермовий пристрій; обчислювальна гідродинаміка; авто-
номний ненаселений підводний апарат; поворотна гвинтова колонка.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ
Провести огляд найбільш відомих світових 

виробників автономних ненаселених підводних апа-
ратів з метою визначення практичного застосування 
апаратів різних класів. Проаналізувати органи руху 
та керування, що використовують для підвищен-
ня маневреності у сучасних  підводних апаратах. 
Обґрунтувати необхідність підвищення точності 
керування швидкістю руху автономного ненаселено-
го підводного апарата (АНПА) шляхом стабілізації 
упору гребного гвинта в насадці. Розглянути матема-
тичну модель просторового руху АНПА та елементів 
рушійно-кермового пристрою. Провести визначен-
ня залежності гідродинамічних сил та моментів, що 
діють на елементи ізольованого рушійно-кермового 
пристрою фірми Tecnadyne [1] від геометричних, 
кінематичних та конструктивних характеристик при 
експлуатації. 

АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ 
І ПУБЛІКАЦІЙ

На думку авторів роботи [2], забезпечення авто-
номності, маневреності та організації керування рухом 
вздовж складних траєкторій підводного апарата є склад-
ною науково-дослідницькою та інженерною задачею, 
вирішення якої потребує знання поведінки апарата 
у середовищі та впливу середовища на динаміку апа-
рата. Багатофункціональний підводний апарат повинен 
мати здатність виконувати швидкі та точні маневри, що 
вимагає розробки оптимальних алгоритмів керування 
та оптимізації характеристик апарата для досягнення 
високої маневреності. Досягнення даної мети вимагає 
розробки алгоритмів, які б забезпечували точність руху 
апарата в умовах обмеженого простору та відсутності 
прямого контакту з оператором.

В роботі [3], представлені експериментальні 
результати для перевірки продуктивності нелінійного 

керування, яке включає ПІД-регулятор для відстежен-
ня траєкторії положення та орієнтації АНПА. Під-
німається питання підвищення точності керування 
АНПА під час занурення апарата, де неможливе вико-
ристання GPS навігації. Авторами роботи [4] пропо-
нуються алгоритми для підвищення точності роботи 
власної навігаційної системи АНПА. Дана система 
складається з інерціальної навігаційної платформи, 
допплерівського лага (DL) та алгоритму оцінки.

В роботі [5] автори акцентують увагу на необ-
хідності модельного аналізу гідродинамічних харак-
теристик запропонованого рушійно-кермового при-
строю перед встановленням на апарат. Головною про-
блемою автономних апаратів є час автономної робо-
ти, який пов’язаний з ефективністю використання 
енергії батареї. На даний час активно розглядається 
питання використання гібридних повітрянезалежних 
систем живлення АНПА. 

Однак, покращення енергоефективності АНПА 
можливо також, шляхом оптимізації роботи рушійної 
системи. Використання числового моделювання гідро-
динамічних характеристик рушіїв у суцільному пото-
ці може бути корисним інструментом для отримання 
необхідних параметрів налаштування системи [6].
ВІДОКРЕМЛЕННЯ НЕВИРІШЕНИХ РАНІШЕ 

ЧАСТИН ЗАГАЛЬНОЇ ПРОБЛЕМИ
Система стабілізації швидкості руху АНПА є важ-

ливою частиною інтегрованої навігаційної системи 
керування траєкторним рухом підводного апарата 
в стані занурення. За проведеним аналізом літератури 
можна відзначити, що питання підвищення точності 
траєкторного руху автономних підводних апаратів 
широко обговорюється, та пропонуються різні спосо-
би підвищення якості керування. Одним з варіантів 
вирішення завдання стабілізації швидкості руху апа-
рата є підвищення точності керування з урахуванням 
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уточненого значення упору гребного гвинта при 
роботі в косому потоці води. Для вирішення даного 
завдання необхідно дослідити  гідродинамічні харак-
теристики рушійної системи засобами чисельного 
моделювання. Використання математичної моделі, 
розробленої в системі Simulink, дозволить враховува-
ти динаміку просторового руху апарата. Застосування 
CFD-моделей обраного типу РКП надає можливість 
урахувати вплив течії на гідродинамічні характерис-
тики рушійної системи.

МЕТА ДОСЛІДЖЕННЯ
Оґрунтування необхідності підвищення точності 

роботи системи автоматичного керування швидкістю 
руху автономного ненаселеного підводного апарата 
з використанням числового моделювання.

МЕТОДИ, ОБ’ЄКТ ТА ПРЕДМЕТ 
ДОСЛІДЖЕННЯ

В роботі пропонується застосування методів 
математичного моделювання просторового руху під-
водного апарата, з урахуванням гідродинамічних 
характеристик рушійно-кермового пристрою (РКП). 
Математичне моделювання динаміки АНПА включає 
перетворення координат векторів, які використову-
ються у математичних моделях його складових еле-
ментів, між базисами системи координат на кожній 
ітерації обчислення. Перетворення координат вико-
нується за допомогою матричного рівняння зв'язку, 
шляхом обчислення оберненої матриці.

В роботі застосовано засоби CFD моделювання 
для визначення залежності гідродинамічних сил та 
моментів, що діють на елементи рушійно-кермового 
пристрою фірми Tecnadyne, від геометричних, кіне-
матичних та конструктивних характеристик в суціль-
ному потоці води. З цією метою, в CAD Solid Works 
побудовано 3D модель гребного гвинта, насадки та 
приводу з певним набором функціональних параме-
трів, що визначають форму контуру та профільних 
перерізів лопатей.

Об’єктом дослідження є рушійно-кермовий при-
стрій автономного підводного апарата малого класу.

Предметом дослідження є стабілізація швидкості 
руху АНПА шляхом використання уточненого зна-
чення упору РКП.

ОСНОВНИЙ МАТЕРІАЛ
1.	 Огляд найбільш відомих світових виробників 

автономних ненаселених підводних апаратів
Зазвичай, велика кількість АНПА має гвинт, який 

розміщений у відповідному положенні для маневруван-
ня в потрібному напрямку. Для одногвинтових АНПА, 
гвинт розташований у кормовій частині, а напрямок 
руху контролюється за допомогою крил, розташованих 
у кормовій частині. Найбільш поширеним типом рушій-
но-кермового пристрою для АНПА малого та середньо-
го класів є гребний гвинт або гвинт в напрямній насад-
ці, розташований співвісно зв’язаній системі координат, 
вектор упору якого проходить через центр маси апарата, 
рис. 1. До них належать АНПА від світових виробни-
ків, таких як Anduril, Atlas еlektronik, Bedrock, Deepinfar, 
Edgelab SRL, Huntington іngalls іndustries, Kongsberg 
maritime, International submarine engineering Ltd та інші, 
[7-17]. Такі АНПА, як правило мають обтічну, частіше 
торпедоподібну форму, рушійна система яких склада-
ється з двигуна постійного струму, гребного гвинта та 
гідродинамічних плавників які забезпечують рух та 
маневреність апарату [18]. Для підвищення маневренос-
ті, АНПА можуть бути оснащені додатковими  азиму-
тальними та бічними канальними гвинтами [11]. 

АНПА малого та середнього класу розробляють-
ся для завдань підводної інспекції та пошуку об’єктів 
на морському дні, виконують різноманітні завдання 
в сферах нафти та газу, оборони та безпеки, океано-
графії та моніторингу навколишнього середовища 
[8, 9, 13]. АНПА, що дозволяють отримати данні про 
морське дно або глибоководні конструкції, призначе-
ні для виконання місій на великих глибинах, від 300 
до 6000 м, до них належать: Bedrock, Solus-LR AUV, 
Exail, X-300 Explorer, Remus 6000 [14, 15]. Для вико-
нання таких завдань дані АНПА повинні мати високу 
енергоємність, наприклад AUV Theseus (International 
submarine еngineering LTD) працював понад 60 годин 
під льодом на глибині 600 м. Remus 620 є АНПА з най-
більшим радіусом дії у своєму класі. Завдяки терміну 
служби батареї до 110 годин і радіусу дії 275 морських 
миль, він забезпечує неперевершену багатоденну 
витривалість, радіус дії та непомітність [12].

Також, з метою підвищення енергоефективності 
та швидкості руху апарату виробники використовують 

    
Dive-LD, виробник: 
Anduril 

Bedrock ocean AUV, 
виробник: Bedrock 

Marlin, виробник: 
Lockheed Marlin®  

U-Mapper, виробник: 
Edgelab SRL 

 
 Рис. 1. АНПА малого та середнього класу різні за формою корпусу
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специфічну форму корпусу (Evologics),   для досягнен-
ня наднизьких коефіцієнтів лобового опору [14].

Реконфігурацію форми корпусу часто застосо-
вують для розширення функціональної можливос-
ті АНПА. Підводний апарат Girona 500 складається 
з алюмінієвої рами, яка підтримує три торпедоподібні 
корпуси діаметром 0,3 м і довжиною 1,5 м, а також 
інші елементи, двигуни. Дана конструкція забезпечує 
хороші гідродинамічні характеристики та великий 
простір для розміщення обладнання, зберігаючи при 
цьому компактні розміри [19]. Деякі АНПА, які не 
потребують високої маневреності (в залежності від 
сфери застосування) оснащають чотирма гребними 
гвинтами – по одному на кожну вісь прив’язаної сис-
теми координат. До таких належать Imotus – апарат 
для проведення інспекцій у складних замкнутих про-
сторах, Sabertooth – гібридний AUV/ROV для завдань 
з технічного обслуговування та ремонту,  Aquanaut – 
робот, який може керувати проектами аквакультури, 
ремонтувати нафтопроводи та сканувати морське 
дно, рис. 2 [8, 20,  21]. 

Поширеним видом РКП є поєднання органів руху 
та керування – застосування двох або більше пово-
ротних гвинтових колонок Sparus II AUV, Fusion-
hybrid –  багатоцільовий БПА з функціями АНПА, 
рис. 3 [19, 22]. 

Окремо можна виділити АНПА класу мікро і міні 
[10, 16]. Вони як правило є портативними і використо-
вуються на менших глибинах, такі як Ecosub, Riptide, 
Hydrus, Hydromea Vertex, Yuco [17, 24, 25].

Апарати даного класу, як правило  розробляють 
для виконання конкретної місії, наприклад, для вну-
трішнього огляду трубопроводів і тунелів (АНПА 
«Торпедо») [26-28]. Також, поширеним видом 

застосування даних АНПА є поєднання їх у окремі 
групи, так званий рій, для виконання однієї місії, час-
то військової [11, 26, 29].

АНПА великого класу здебільшого використову-
ють у складі флоту, щоб забезпечити постійну здат-
ність підтримки зв’язку у морі між транспортними 
засобами та адаптивними місіями. Solus-XR – це 
наступне покоління надвеликого апарату без екіпажу 
(XLUUV) Cellula, який працює на паливних елемен-
тах і призначений для місій спостереження на вели-
ких відстанях із контролем від порту до порту. Даний 
АНПА призначений для перевезення оборонного або 
комерційного корисного вантажу у великих замінних 
модулях корисного навантаження [8, 10].

 
Рис. 4. AUV Triton, виробник: Ocean aero

На автономність АНПА, окрім енергоємності 
та витривалості, також впливає система навігації та 
зв’язку. Hydrus, див. рис. 3, здійснює революцію без-
пілотників під водою з найдосконалішими система-
ми навігації та зв’язку з усіх підводних апаратів. Він 
містить інтегровані DVL, USBL, INS, акустичний 
і оптичний модеми. Це дозволяє виконувати висо-
конадійні, повністю автономні підводні місії. Він 
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Рис. 2. АНПА з реконфігурованою формою корпусу

Рис. 3. АНПА класів мікро та міні
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також забезпечує виявлення перешкод і уникнення 
зіткнень [23]. 

Triton – це єдиний у світі автономний апарат,  
рис. 4, що працює на вітру та сонці, який водночас 
плаває та занурюється під воду для збору даних і роз-
відки у важко доступних місцях на планеті. Розро-
блений за принципом інтелектуальної конструкції, із 
використанням передових матеріалів, Triton можна 
налаштувати для перевезення різноманітного корис-
ного вантажу [29].

Набуває популярності використання АНПА у нау-
кових дослідженнях. Такі апарати оснащають  багато-
параметричними датчиками які надають можливість 
вимірювати якість води, течії та батиметрію з безпе-
рервним інтервалом для місій (EcoMapper AUV) [30].

Даний аналіз свідчить проте, що на даний час 
найбільш поширеним типом рушійно-кермового при-
строю підводних апаратів є гребний гвинт в насадці. 
Для розширення функціональних можливостей апа-
рата та підвищення маневрових якостей використо-
вують поворотну насадку, поворотну гвинтову колон-
ку, а також, різні варіанти поєднання рушіїв. Даний 
аналіз також вказує на те, що для АНПА малого та 
середнього класів актуальною є одно(дво)гвинтова 
рушійна система, розташована співвісно вектору упо-
ру, який проходить через центр маси апарата. Також, 
досить поширеною є конструкція, що має по рушію 
(або декілька) у кожному напрямку руху апарата, 
однак, на практиці така конструкція частіше вико-
ристовується для АНПА класів мікро та міні, або на 
АНПА спеціального призначення.

2.	 Математична модель просторового руху 
АНПА

Рух АНПА розглядається відповідно до зако-
нів механіки твердого тіла в тривимірному просто-
рі з шістьма ступенями свободи. Три з них харак-
теризують лінійні переміщення центра маси, інші 
три – обертання твердого тіла відносно центра маси. 
Кожній ступені свободи відповідає одна швидкісна 
координата, у якості якої виступає проекція вектору 
лінійної або кутової швидкості на відповідну вісь 
прийнятої координатної системи.

Миттєві значення швидкості руху твердого тіла 
підпорядковуються теоремам про зміну кількості 
руху й моменту кількості руху. Ці теореми виража-
ються у вигляді векторних рівнянь в нерухомій сис-
темі координат [31].
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥𝑥;

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑦𝑦𝑦𝑦;

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑧𝑧𝑧𝑧;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧(𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦�𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥� + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 .

 

 

 – ізольований век-
тор зовнішніх сил; 

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑅𝑅𝑅𝑅�;  
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐿𝐿𝐿𝐿�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝑀𝑀� , 

де 𝐾𝐾𝐾𝐾�– головний вектор кількості руху об’єкта; 𝐿𝐿𝐿𝐿� – головний вектор моменту 

кількості руху відносно початку координатної системи; 𝑅𝑅𝑅𝑅� – ізольований вектор 

зовнішніх сил;  𝑀𝑀𝑀𝑀� – головний вектор моменту зовнішніх сил відносно початку 

координат. 
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ Ω� × 𝐾𝐾𝐾𝐾� = 𝑅𝑅𝑅𝑅�;  
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐿𝐿𝐿𝐿�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝐿𝐿𝐿𝐿� × 𝑉𝑉𝑉𝑉� = 𝑀𝑀𝑀𝑀� . 

�𝐾𝐾𝐾𝐾𝐿𝐿𝐿𝐿� = 𝐷𝐷𝐷𝐷 �𝑉𝑉𝑉𝑉Ω� 
 
 

�
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐾𝐾𝐾𝐾𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦;  𝐾𝐾𝐾𝐾𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧;
𝐿𝐿𝐿𝐿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐿𝐿𝐿𝐿𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦;𝐿𝐿𝐿𝐿𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧,  

 
 

�
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 + 𝜅𝜅𝜅𝜅11)𝑚𝑚𝑚𝑚;𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘22)𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘44)𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘55)𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦.  
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥𝑥;

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑦𝑦𝑦𝑦;

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑧𝑧𝑧𝑧;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧(𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦�𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥� + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 .

 

 

 – головний вектор моменту зов
нішніх сил відносно початку координат.

Рівняння руху, як правило, записують в систе-
мі координат жорстко зв’язаній з корпусом АНПА. 

Оскільки точка О – початок зв'язаної системи коор-
динат Oxyz – рухається з деякою лінійною швидкістю 
V, і сама координатна система повертається навколо 
з кутовою швидкістю Ω, тому у рівняннях про зміну 
кількості руху й моменту кількості руху, записаних 
у рухомій координатній системі, з’являються додат-
кові векторні добутки:

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑅𝑅𝑅𝑅�;  
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐿𝐿𝐿𝐿�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝑀𝑀� , 

де 𝐾𝐾𝐾𝐾�– головний вектор кількості руху об’єкта; 𝐿𝐿𝐿𝐿� – головний вектор моменту 

кількості руху відносно початку координатної системи; 𝑅𝑅𝑅𝑅� – ізольований вектор 

зовнішніх сил;  𝑀𝑀𝑀𝑀� – головний вектор моменту зовнішніх сил відносно початку 

координат. 
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ Ω� × 𝐾𝐾𝐾𝐾� = 𝑅𝑅𝑅𝑅�;  
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐿𝐿𝐿𝐿�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝐿𝐿𝐿𝐿� × 𝑉𝑉𝑉𝑉� = 𝑀𝑀𝑀𝑀� . 

�𝐾𝐾𝐾𝐾𝐿𝐿𝐿𝐿� = 𝐷𝐷𝐷𝐷 �𝑉𝑉𝑉𝑉Ω� 
 
 

�
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐾𝐾𝐾𝐾𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦;  𝐾𝐾𝐾𝐾𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧;
𝐿𝐿𝐿𝐿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐿𝐿𝐿𝐿𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦;𝐿𝐿𝐿𝐿𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧,  

 
 

�
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 + 𝜅𝜅𝜅𝜅11)𝑚𝑚𝑚𝑚;𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘22)𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘44)𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘55)𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦.  
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+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑧𝑧𝑧𝑧;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧(𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦�𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥� + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 .

 

 

Проекції векторів кількості руху пов’язані з про-
екціями векторів лінійної і кутової швидкостей через 
матрицю інерції D. 
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кількості руху відносно початку координатної системи; 𝑅𝑅𝑅𝑅� – ізольований вектор 
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𝐿𝐿𝐿𝐿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐿𝐿𝐿𝐿𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦;𝐿𝐿𝐿𝐿𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧,  

 
 

�
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 + 𝜅𝜅𝜅𝜅11)𝑚𝑚𝑚𝑚;𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘22)𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘44)𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘55)𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦.  

 
 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥𝑥;

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑦𝑦𝑦𝑦;

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧(𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
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Матриця інерції D представляє собою квадратну 
матрицю 6 х 6 із двох складових. Перша визначає влас-
ну інерцію твердого тіла, що рухається, і утворюється 
його масою і моментами інерції. Друга складова вра-
ховує кінетичну енергію часток середовища поблизу 
корпусу АНПА, які втягуються в процес руху.

Припустимо, що лінійна й кутова швидкості 
руху визначаються у зв'язаній координатній системі 
з початком у центрі маси, а корпус АНПА прийма-
ється подібним до еліпсоїда обертання, тоді матриця 
інерції стає діагональною. При діагональній матриці 
інерції справедливі наступні співвідношення:
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кількості руху відносно початку координатної системи; 𝑅𝑅𝑅𝑅� – ізольований вектор 
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𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 + 𝜅𝜅𝜅𝜅11)𝑚𝑚𝑚𝑚;𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘22)𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘44)𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘55)𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦.  

 
 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥𝑥;

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑦𝑦𝑦𝑦;

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑧𝑧𝑧𝑧;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧(𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦�𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥� + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 .

 

 

де, з урахуванням припущення про еліпсоїд обертання:

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑅𝑅𝑅𝑅�;  
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐿𝐿𝐿𝐿�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝑀𝑀� , 

де 𝐾𝐾𝐾𝐾�– головний вектор кількості руху об’єкта; 𝐿𝐿𝐿𝐿� – головний вектор моменту 

кількості руху відносно початку координатної системи; 𝑅𝑅𝑅𝑅� – ізольований вектор 

зовнішніх сил;  𝑀𝑀𝑀𝑀� – головний вектор моменту зовнішніх сил відносно початку 

координат. 
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ Ω� × 𝐾𝐾𝐾𝐾� = 𝑅𝑅𝑅𝑅�;  
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐿𝐿𝐿𝐿�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝐿𝐿𝐿𝐿� × 𝑉𝑉𝑉𝑉� = 𝑀𝑀𝑀𝑀� . 

�𝐾𝐾𝐾𝐾𝐿𝐿𝐿𝐿� = 𝐷𝐷𝐷𝐷 �𝑉𝑉𝑉𝑉Ω� 
 
 

�
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐾𝐾𝐾𝐾𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦;  𝐾𝐾𝐾𝐾𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧;
𝐿𝐿𝐿𝐿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐿𝐿𝐿𝐿𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦;𝐿𝐿𝐿𝐿𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧,  

 
 

�
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 + 𝜅𝜅𝜅𝜅11)𝑚𝑚𝑚𝑚;𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘22)𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘44)𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘55)𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦.  
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⎧ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥𝑥;

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑦𝑦𝑦𝑦;

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑧𝑧𝑧𝑧;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧(𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦�𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥� + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 .

 

 

де, m = ρν – маса, ν – об’ємна водотоннажність АНПА, 
ρ – питома густина навколишнього середовища; kii – 
безрозмірні коефіцієнти; Jхх, Jyy, Jzz – головні моменти 
інерції відносно осей х, у, z.

Загальна форма рівнянь динаміки отримує вигляд:

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑅𝑅𝑅𝑅�;  
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐿𝐿𝐿𝐿�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝑀𝑀� , 

де 𝐾𝐾𝐾𝐾�– головний вектор кількості руху об’єкта; 𝐿𝐿𝐿𝐿� – головний вектор моменту 

кількості руху відносно початку координатної системи; 𝑅𝑅𝑅𝑅� – ізольований вектор 

зовнішніх сил;  𝑀𝑀𝑀𝑀� – головний вектор моменту зовнішніх сил відносно початку 

координат. 
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ Ω� × 𝐾𝐾𝐾𝐾� = 𝑅𝑅𝑅𝑅�;  
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐿𝐿𝐿𝐿�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝐿𝐿𝐿𝐿� × 𝑉𝑉𝑉𝑉� = 𝑀𝑀𝑀𝑀� . 

�𝐾𝐾𝐾𝐾𝐿𝐿𝐿𝐿� = 𝐷𝐷𝐷𝐷 �𝑉𝑉𝑉𝑉Ω� 
 
 

�
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐾𝐾𝐾𝐾𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦;  𝐾𝐾𝐾𝐾𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧;
𝐿𝐿𝐿𝐿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐿𝐿𝐿𝐿𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦;𝐿𝐿𝐿𝐿𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧,  

 
 

�
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 + 𝜅𝜅𝜅𝜅11)𝑚𝑚𝑚𝑚;𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘22)𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘44)𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧 = (1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘55)𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦.  
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⎧ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥𝑥;

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑦𝑦𝑦𝑦;

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑧𝑧𝑧𝑧;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧(𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦;

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜔𝜔𝜔𝜔𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔𝑦𝑦𝑦𝑦�𝐽𝐽𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥� + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑉𝑉𝑉𝑉𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑦𝑦𝑦𝑦 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 .

 

 
При моделюванні руху АНПА всі зовнішні сили 

і моменти можна розділити на такі категорії:
−	 сили ваги й плавучості;
−	 гідродинамічні сили й моменти на корпусі, що 

виникають в результаті його взаємодії з потоком рідини;
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−	 керуючі сили й моменти, що створюються 
засобами керування АНПА;

−	 сили й моменти, обумовлені хвильовими збу-
реннями, які з’являються в результаті впливу течії 
і морського хвилювання.

Як правило, АНПА будуються таким чином, щоб 
мати нульову плавучість, тому сили ваги компенсу-
ються силою, що виштовхує, і з розгляду виключа-
ються, вплив хвилювання моделюється у вигляді 
синусоїдальних сил відповідної амплітуди й частоти, 
що прикладаються до центру маси [31].

3.	 Визначення залежності гідродинамічних сил 
та моментів, що діють на елементи ізольованого 
рушійно-кермового пристрою

Метою цієї роботи є визначення залежності гід-
родинамічних сил та моментів, що діють на елемен-
ти ізольованого рушійно-кермового пристрою під-
водного апарату, від геометричних, кінематичних 

та конструктивних характеристик при їх експлуа-
тації. Розглянуто РКП що виготовляється фірмою 
Tecnadyne [1] з наступними характеристиками.

Model 1060 в осьовому потоці при геометрич-
них характеристиках насадки: коефіцієнт раствору – 
1.29; внутрішній розрахунковий діаметр – 182.8 мм; 
відносне подовження – 0.5; тип профілю – модифі-
кований профіль NACA і гребного гвинта: діаметр – 
181.0 мм; дискове відношення – 0.7; тип профілю – 
NACA; відносний діаметр маточини – 0.2.

Засобами CFD-моделювання проведено дослі-
дження РКП Tecnadyne Model 1060 в осьовому пото-
ці. З цією метою створено 3D модель РКП.

Сама модель гребного гвинта, насадки та приво-
ду побудована в CAD Solid Works для певного набору 
функціональних параметрів, що визначають форму 
контуру та профільних перерізів лопатей.

Результати представлено на рис. 5–6.

 

 

Рис. 5. Створення 3D моделі Tecnadyne 1060

Рис. 6. 3D модель Tecnadyne 1060
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Напівпрозоре циліндричне тіло, зображене на цих 
рисунках – область обертання, необхідна для CFD 
моделювання тіл, що обертаються.

Результат моделювання CFD Tecnadyne 1060 
в однорідному осьовому потоці представлено на  
рис. 7, у таблицях 1–2.

 

Рис. 7. Криві дії комплексу гвинт – насадка –  
привід Tecnadyne 1060 в осьовому потоці

Результати також представлені у таблиці 1.

Таблиця 1. Результати розрахунків сил та моменту 
для Technadyne 1060

№ n, об/с v, м/с T, Н Q, Нм R, Н
1 30.0 0.2 179.26 -4.293 123.114
2 30.0 0.5 177.44 -4.270 103.360
3 30.0 1.0 171.91 -4.175 72.664
3 30.0 2.0 150.75 -3.827 17.252
5 30.0 3.0 109.86 -3.141 -41.854
6 30.0 4.0 26.70 -1.770 -112.091
7 30.0 5.0 -71.83 -0.149 -192.340

Позначено: упор гребного гвинта Т, Н; момент, 
необхідний обертання гребного гвинта Q, Нм; осьова 
сила на приводі з насадкою R, Н.

Отримані залежності обраного рушійно-кермо-
вого пристрою застосуємо в математичні моделі про-
сторового руху АНПА. 

Таблиця 2. Результати розрахунків для Tecnadyne 
1060 у безрозмірному вигляді

№ J
v
nD

= K
T R
n DT �
�

� 2 4 K
Q
n DQ �
� 2 5

�
�P

T

Q
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K

J
�

2

1 0.0368 0.3130 0.02455 0.075
2 0.0921 0.2907 0.02442 0.175
3 0.1842 0.2532 0.02388 0.311
3 0.3683 0.1739 0.02189 0.466
5 0.5525 0.0704 0.01796 0.345
6 0.7366 -0.0884 0.01012 -
7 0.9208 -0.2735 0.00085 -

Основними складовими рушійного-кермово-
го пристрою АНПА є електродвигун (ЕД), редук-
тор-валопровід (РВ) та гребний гвинт (ГГ), які 

моделюються системою нелінійних диференціальних 
рівнянь:
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де: L – індуктивність якоря ЕД, Гн;
i – миттєве значення електричного струму якоря ЕД, А; 
Ku – коефіцієнт підсилення регулятора напруги ЕД; 
U – керуючий сигнал регулятора напруги ЕД, В; 
R – електричний опір якоря ЕД, Ом;
c,Φ – електромагнітні параметри ЕД, Вб; 
kр – коефіцієнтом передачі редуктора; 
ωp – швидкість обертання ГГ, с-1;
JГГ – сумарний момент інерції, приведений до ГГ, кг·м2;
MЕД = сΦi / kp – рушійний момент електродвигуна, кг·м2;
Q – гальмівний момент, що створюється гребним 
гвинтом, кг·м2; 
mАНПА, λ – маса апарата та приєднана маса води, кг; 
Fp – сила опору води руху АНПА, Н; 
FDp – проекція сили зовнішнього збурення на вісь обер-
тання ГГ, Н;
T – рушійна сила (упор) гребного гвинта, Н;
KQ(J) – безрозмірний нелінійний коефіцієнт, що харак-
теризує момент гребного гвинта;
KT(J ) – безрозмірний нелінійний коефіцієнт, що харак-
теризує упор гребного гвинта; 
Ω – площа змоченої поверхні зовнішнього корпусу 
АНПА, м2;
J – відносний поступ ГГ; 
D – діаметр ГГ, м; 
ρ – густина води, кг·м3; 
Vp – проекція вектору швидкості переміщення РП від-
носно води на вісь прямого хода ГГ, м/с.

Якщо записати описану вище систему рівнянь 
у вигляді рекурентної різницевої залежності, а гідро-
динамічні залежності РКП апроксимувати за допо-
могою кусково-лінійної інтерполяції, то отримаємо 
розрахункову модель, яка буде складовою частиною 
системи керування швидкістю руху АНПА [32].
ОБГОВОРЕННЯ ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТІВ

Очевидно, що для підвищення точності керу-
вання просторовим рухом АНПА необхідно мати 
уточнені значення параметру керування (в даному 
випадку швидкості) за різних умов функціонування. 
Одним з важливих параметрів, що впливає на швид-
кість руху АНПА є упор гребного гвинта, як частина 
рушійно-кермового пристрою. Стабілізувати швид-
кість руху АНПА можливо шляхом урахування в сис-
темі керування уточненого значення упору КРП за 
різних умов функціонування. В роботі [33], представ-
лено розробку САК швидкістю прямолінійного руху 
АНПА при роботі РКП у косому потоці води. В даній 
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САК відхилення упору РКП враховується у вигляді 
функціональної залежності упору РКП від швидко-
сті та кута набігання потоку. В роботі [33] завдання 
стабілізації швидкості АНПА було вирішено для кон-
кретних РКП, що розглядались. 

В роботі [34, 35] запропоновано методику отри-
мання вибірки даних, що у векторному вигляді опи-
сує функціональну залежність упору гвинта від двох 
змінних, для подальшого застосування у САК.  Наве-
дено приклад успішного визначення уточнених пара-
метрів РКП двох типів «гвинт в поворотній насад-
ці» та «поворотна гвинтова колонка», від компанії 
Tecnadyne, засобами CFD-моделювання з розробкою 
3D моделей рушіїв. 

В даній роботі пропонується зробити описану 
задачу більш універсальною, поєднавши математич-
не моделювання динаміки просторового руху АНПА 
та дослідження гідродинамічних параметрів, будь-
якого необхідного (на прикладі Tecnadyne Model 
1060) РКП, засобами CFD-моделювання. 

Реалізувавши в системі Simulink розрахункову 
модель просторового руху АНПА можна враховува-
ти особливості динаміки корпусу апарату, поєднуючи 
їх із гідродинамічними характеристиками обраного 
типу РКП, що є сильним апаратом при розробці САК 
підвищеної точності.

За проведеним оглядом АНПА, що виробляються 
на даний час світовими виробниками, можна відзначи-
ти, що АНПА малого та середнього класів, з гребним 
гвинтом у якості РКП, займають значне місце серед 
автономних підводних апаратів. Також, необхідно 
відзначити, що в Україні на даний час при розробці 
АНПА використовують рушії від компанії Tecnadyne.

ВИСНОВКИ
1.	 АНПА малого та середнього класу розробля-

ються для завдань підводної інспекції та пошуку 
об’єктів на морському дні, виконують різноманітні 
завдання в сферах нафти і газу, оборони, безпеки, 
океанографії та моніторингу навколишнього середо-
вища. АНПА середнього класу та більші можуть мати 
глибину занурення до 6000 м. Всі існуючі АНПА 
окрім розмірів можна класифікувати за наступними 
параметрами: автономність; енергоємність; витрива-
лість; наявність та клас навігаційної системи.

2.	 Найбільш поширеним типом рушійно-кермо-
вого пристрою автономних ненаселених підводних 
апаратів є гребний гвинт в напрямній або поворот-
ній насадці. Для АНПА малого та середнього класів 
актуальною є одно(дво)гвинтова рушійна система, 
розташована співвісно вектору упору, який проходить 
через центр маси апарата.

3.	 Математичне моделювання грає ключову роль 
в задачах синтезу САК АНПА, оскільки ряд методів 
синтезу ґрунтується на використанні моделей еле-
ментів об’єкта керування.

4.	 Засобами CFD-моделювання проведено дослі-
дження РКП Tecnadyne Model 1060 в осьовому потоці. 
В результаті отримано залежності: упору гребного гвинта 
Т, Н; моменту, обертання гребного гвинта Q, Нм; осьової 
сили на приводі з насадкою R, Н, від частоти обертання 
гвинта n, об/с, що представлені в табличному вигляді.  
Побудовано криві дії комплексу гвинт – насадка – привід 
Tecnadyne 1060 в осьовому потоці. Отримані залежнос-
ті доповнюють математичну модель рушійно-кермового 
пристрою АНПА, яка є складовою частиною системи 
автоматичного керування швидкістю руху АНПА.
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